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��������� ��	�
������

��������� ���	������

��� �������	
����

������ Ω �� ����	� 
� C � R
2 ��

f : Ω −→ C, z �−→ f (z) = w,

��� �������� ������� 
���� ��	����� ������� z = x + iy, (x, y ∈ R)�

��������� �	�	� �� ��� ��� 	
 ������� f ��� �������� �� � �
��� �
	��� ��

z �� ��������� ������ ���	� �
	��� �� w� ������ �		� ��� ���� ��	��������


������ �� ��������� �������� �

�� �� ������� 	���
��� � w = az + b� (a, b ∈ C)�
�� �� ������� ����������		� � w = ez� ��	 
��������� �� �

ez = ex (cos y + i sin y) .

��	���� z ��� 	��� ��������
�	� z = x� ���� 	��	������ �� �������� �������������
ez = ex� �� �������� ez ��� ��	��
����� 
� ��	��
� 2πi�  � ���	�� �� �

ez1ez2 = ez1+z2 .

 � ��	�����

z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ,

�! r = |z| �� θ = arg z� �� ������� �� ��	��� 
� "���	�

zn = rneinθ,



� �������� 	 
 ��������� ��	�
������ ��������� ���	������

�� ��� ���	
��� ��
���

cos y =
eiy + e−iy

2
, sin y =

eiy − e−iy

2i
.

�� ��� ��������� ����	
������ ��� ��������� ��� ���������� ���� �� ��� �����

�� ����

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
,

�� �� ��

tan z =
sin z

cos z
, cot z =

cos z

sin z
.

��� ��������� ����� ��� ��������� �������	�����
�� ������� ���������� �
 ��� ��	�

������ ��� ��������� cos z �� sin z ���� ��������
��� �� ������� 2π� ���� ��� ���

	�	��  ���� �
� ��� ��������� ������� ���������������� !�������� �
� ��� �����

����� cos z �� sin z �� ���� ��� "������ #$��� �������� %�&�%��

�� ��� ��������� ������
��	��� '�
� ��� ��������� ��� ��������� �
 ���

����� �� ������

cosh z =
ez + e−z

2
, sinh z =

ez − e−z

2
,

�� �� ��

tanh z =
sinh z

cosh z
, coth z =

cosh z

sinh z
.

��� ��������� cosh z �� sinh z ���� ��������
��� �� ������� 2πi �� ����� �������

��$�	���� ������ �� �	������� ��� ��������� ����� ��� ��������� ()���"����
��

������� ���������� �
 ��� ��	������

�������� �	�	
 �� ��	� ������ 
�� ��������� ez, cos z, sin z, cosh z, sinh z�
��� 
�	�� ����
��������� �� ����� ������� �	� ���������� ���� ��	� 
� �
�� ����

�
��� �

ez = 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ · · ·

cos z = 1− z2

2!
+

z4

4!
− · · ·

sin z = z − z3

3!
+

z5

5!
− · · ·

cosh z = 1 +
z2

2!
+

z4

4!
+ · · ·

sinh z = z +
z3

3!
+

z5

5!
+ · · ·



��� �������	
���� �

�������� �� 	
�������	 �����
����� �

�� �� �������� �����	 ����
	 � w =
√

z� ��	
����	


f : C −→ C, z �−→ w : w2 = z.

�� �
� ����� ��� f 	��
� ��
 �	� ��	����	 � � ������ ������ �� z �= 0� �����
��	�
���� ������
 �� w� ���
��� ���	 ����	� ������ �� ���	� z = 0� ��� ������� ��
��	� ���	 ������ ��	�� �	 0� ����
 w ���	�� �� 
��	��  	 �!��� 
���

z = reiθ, w =
√

rei θ
2 ,

�" r = |z| �� θ = arg z� #	 ���� ����	�� ������ �� z = 0� ��	� r 
��� �����
�� θ ������� �	��� 0 �� 2π� $� θ = 0� ����
 w =

√
re0 =

√
r� $� θ = 2π� ����


w =
√

reπi = −√r� #	 ���� �����
�� �� ���� ��� ��������	� θ ���	 	��%��

�������� z �
� �&	� � 2kπ ��'
� #	 ��
� θ = θ0 + 2kπ �� �'
 ���
 �� ��	����	

w =
√

z ���	� ���� ������
 ��
��	���
 w1 �� w2 ���� ������ ������ �� z �= 0 :
w1 =

√
rei

θ0
2 � w2 =

√
rei(

θ0
2

+π) = −w1� #	 ��� ��� �� ��	����	 w =
√

z � ����
%��	���
 �� ������	����	
� (�	� 
� z ����� �	 ������ �	�����	� 0� �� ��	����	√

z �
� ���������� �� ��

� �� ��	�'�� ��	��	�� ���	� %��	��� � ������� ) ��
w =

√
r � w = −√r. $� �	 ������ �� 	������ �	 ���� ������� ���
�*�*���� ��

θ = 2π � θ = 4π, ����
 �	 �%���	�
√

r ���
�*�*���� �� ������ �� ������ #	 ��� ���
�� ���	� z = 0 �
� �	 ���	� �� %��	�����	� �� �� ����&�����	 �� �� ��	����	
w =

√
z� + ��
��	�� &	��� �� ���	� z = 0 �
� �� 
��� ���	� �� %��	�����	� ��√

z, ��� �� ��	
�������	 �� ���� ������ ������ ���	 ���	� z �= 0 	� ��	���� �
����	 ���	����	� �� %��	���
 ��

√
z. #	 ���� ��	��� �� ��	����	

√
z �	������

�	 ���
�	� �	� ������� �� ��	� �� �� ���� ������ �

�� �� z = 0�
%� ��������	 �����	�	� $��� z ∈ C� $��
 ����� �����	�������� z 
�����


��
 �� �����

z = reiθ = r(cos θ + i sin θ), r > 0

,�
�	
 Z = X + iY � ��������	 eZ = z� 
����� eXeiY = reiθ �� 
��
 �� �����

eX(cos Y + i sin Y ) = r(cos θ + i sin θ).

(��"� eX = r �� Y = θ + 2kπ� k ∈ Z� ('
 ���
�

Z = log z = ln r + iθ + 2kπi, k ∈ Z

�� ��	����	 log z �
� �&	�� ����� ��	� �� ��	����	 ��������� �� �� ��	����	
����	�	������� #	 ��	��� -���� �������� .�/�0� ��� ��� �� ��	����	 log z �
�

����������� � �	� �	&	�� �� ������	����	
� �� ������	����	 ���	������ ��

log z �
� �&	�� ���� ���� z ∈ C
∗ ���

log z = ln r + iθ, −π ≤ θ < π.



�� �������� 	 
 ��������� ��	�
������ ��������� ���	������

�� ����	
������ �	�������� �� ���	���
� ��� ��� �������� �� C
∗ ��	 �� �����

�	�������	 �� ���� �
������ ������ ��	 Z = X+iY ∈ 	 ⇐⇒ −π ≤ Y < π
���	 ���	���� ������ � ��	 �� ������ � !� ���� �� �����	 θ ∈ [−π, π[� � ����

�	���	� θ ���� �� ����	����� "�����"�� ��
�#���	� $ �	��� � $ ������ ��

�%�
������� 2π� �#$#��� [a, a + 2π[ � ]a, a + 2π]� &�� Z = X + iY ∈ 	� '�

� eZ = eX(cos Y + i sin Y )� �� 
���� �� eZ ��� ��� r = eX �� θ = Y ���

�%�	��
��� �����(������ $ −π ≤ θ ≤ π� )*� �	��

log eZ = ln r + iθ = ln eX + iY = X + iY = Z,

+ eX ������� �%������������ 	������ !���� ��� ����	
������ "�����"�� ��

���	���
�� ���� loga : C
∗ −→ {z : ,
 z ∈ [a, a + 2π[}� ��� �%����	�� �� ��

(����� ������������ exp : {z : ,
 z ∈ [a, a + 2π[} −→ C
∗� ∀a ∈ R� -��

����� ����	
������ �	���� �� (����� ���	���
� 	����� ������� ��	 R
∗
+ ����

�� ������� 0 ∈ [a, a + 2π[ ��	 �� z ∈ R
∗
+� z = |z|(cos θ + i sin θ) ���� θ = 0

�

� ����� �����	� .��� "�� �%���	����� log z1z2 = log z1 + log z2 �� ��	�

��� ����	� �	��� �� z1, z2 ∈ C, ��	� "�� ez1+z2 = ez1ez2 ��� ����	� �	����

/� (���� � �

log z1z2 = log z1 + log z2 �
� 2πi),

�� ��0� �%�����"��	 �� (	
��� 1 log z = ln r + iθ� −π ≤ θ < π ��	 �� � �%� ���

−π ≤ θ1 + θ2 < π �� (	
��� �� "������ �%��� �	��� "�%$ 2πi �	*�� �� (	
���

��#������ (�	��� �����
��� ��� ���	���
�� ��� �
�	�� ��	����
��� ������(��

&��� ��	 ���
���� z = −e� '� � r = e� θ = −π �� ��� ln(−e) = 1 − πi�
.�� ��		�� ����	���� ������ �  ��� "������� ����� ��� ����� �� ���������

�� ��	��������� �� ����� ��� ����	
��������

� �� �������� ���		
��� zα (α ∈ C)� /��� ��� ������ ��	

zα = eα ln z.

�� (����� zα ��� ���	 ���	���� ����2 1

# ���(	
� �� α ��� �����	�

# 
����(	
�� $ q ����	
�������� �� α = ±p
q , + p �� q ��� ��� �����	� �����(�

�	�
��	� ���	� ����

# 
����(	
�� $ ��� ������� �� ����	
�������� �� α = a + ib (a �� b �� ����)�

�������� �	�	
 ��� ������ ���	 
�
���� �	���
��	 �� ����
��� ������ ��

������� �� �
����� ��������	� �� ������� ����������	
���� ����� �� ���	 
����	

������
����	� ���� �
����� ���

&��

f : Ω −→ C, z �−→ f(z),

��� (����� ���(	
� �� z0 ∈ Ω�



��� �������	
���� ��

��������� �	�	
 �� ��� ��� f(z) ���� 	�
� ��� ����� l ��
���� z ���� 	�
�

z0 �� �� ��
��

lim
z→z0

f(z) = l,

�� �� �������� ��

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |z − z0| < δ =⇒ |f(z)− l| < ε.

����� �� ��	�
� ����� ���
��� ����
�� ���� ��
 ������� ��� �������
�� �����

������ ���������
 �� ��	�
� ����� ��		�� ���� ������
 �� ���� ������
 �� ����

���
����� ���
�����
 �� ��� ���� �� ��� ��	������

������� �	�	� �� �������� f(z) ���� 	�
� �� ����� ������������ �� ��

����
� ���� �� ����� z ���� 	�
� z0. �� �����
�� ��
��� �� �� ����� �������

���
� ��
���� z ���� 	�
� z0 ���	��� ��� ��� ���������� ���
 ������ ���	���

��� ���
���� f(z) ���� 	�
� ����� ������

�� ����
 � �������∞ ��
 ����� ��� ���	��� �� ��������� ��� �� 
������	�
���

t = 1
z � ��� �����
��� �

lim
z→∞f(z) = l �� ∀ε > 0,∃δ > 0 : |z| > δ =⇒ |f(z)− l| < ε.

lim
z→z0

f(z) =∞ �� ∀ε > 0,∃δ0 : |z − z0| < δ =⇒ |f(z)| > ε.

��
��� ��� �� lim
z→z0

f(z) = l� ����� lim
z→z0

f(z) = l�  � �� �����
� ���

lim
z→z0

Ref (z) = Re (l) , lim
z→z0

Imf (z) = Im (l) .

�� ���������� ��
 �����	��
 !�����

��������� �	�	� ���� z0 �� ����� �� �� �������� f �
��� �� 	����
 f (z0)� ��

��� ��� f(z) ��� �������� �� z0 �� �� �������� ��

lim
z→z0

f (z) = f (z0) .

�� �������� f (z) ��� �������� ���� Ω �� �� �������� �� ���� ��� �������� ��

���� ����� �� Ω�

��� �������
�� ���������� ���������
 �� ��		�� �� ������
 �
 �� ������
 ��

���
���� ���
����� ���
�����
 �� ��� ���� �� ��� ��	������



�� �������� 	 
 ��������� ��	�
������ ��������� ���	������

��� �����	��
 �	�����	����


��������� �	
	� �� ��� ��� f (z) �	� �
������ � ����� z ∈ Ω 	� �� 	��������

	�

lim
h→0

f (z + h)− f (z)
h

= f ′ (z) ,

���	��� ���
��������� �� � ���� ���� h ���� ���	 0 ��	 C� ����� �������

���
� f ′ (z)� �	� ����
� �
���
� �� f �� z�

��������� �	
	
 � �������� f �	� ���
�������� �� z 	� �� 	�������� 	� ��

���	�� �� ������ �������� f ′ (z) ��� ���

∀h ∈ C, f (z + h) = f (z) + f ′ (z) · h + o (|h|) .

��� ���	�� 
� 
�������� ������� ���
���� ��������� ���� 	�� ����� ���

��		�� ���	����� �� ���	��� ���		��

���������� �	
	� � �������� f : Ω −→ C �	� �
������ �� z 	� �� 	��������

	� ���� �	� ���
�������� �� z �� f ′(z)  � ���� 	���������� ��	 ��	 ����

�
�������	 ��
�
�����	�

�
���	������ � ��� �������� ������

��������� �	
	� � �������� f �	� ����  ������� � ��	 Ω 	� ���� �	� �
��!

���� �� ���� ����� �� Ω�

 ����� z = x + iy, h = Δx + iΔy �� ���� f(z) = u(x, y) + iv(x, y)� �!
u(x, y) = Ref(z) �� v(x, y) = Imf(z)� ���� 
�� "�������� ���		�� 
� 
���
����#	�� ���		�� x �� y�

�������� �	
	� � �������� f(z) = u(x, y)+iv(x, y) �	�  ������� � ��	 Ω
	� �� 	�������� 	� u �� v 	��� ���
��������	 ��	 Ω �� 	��	���� �� ���������	

"�� 
������	# �� ��� $!%����� &

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

'� ������ �� 

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=

∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
.

�
���	������ � ��� �������� ����$�



��� �����	
���� �� ��������� ������	���� ��

�������� �	
	� �� u �� v �� ���� �	� 
�������	����� 	��� ��� ���
������ 
�

�	���������	�� ���� ������	��� �	�� �	� ����	�����

�������� �	
	� �����
���� ��� 
��� ���	����

∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

��� ���	����� 
� �	���������	�� ���� �����	������ � � ���	����

∂f

∂z
= 0.

!� ����� �� 	

f ′(z) =
∂f

∂z
(z).

"������	���� � ���� �	��
�
� �����

�������� �	
	� #� 
���$�� �	 H(Ω) %�� �	&��� O(Ω)'� � �������� 
��

&�������� ���������� �� �� ����� Ω ⊂ C� #� ����� ��� ( H(Ω) ��� ��

���	�� ��������� �� 	���	� %�	 ��	��� ��� �	 ����� �� �� ��
���'� ��� �����

	�$)�� 
� C1(Ω) �� �� �������
��� &��� 
� C1(Ω)� �	 �������� 
� 
���

&�������� ���������� ��� ���������� � 	�����	���� �������� 
 �� 
�������

������ ��������� ��� ��������� �� �� ��� &������� ��������� ����)
� ��

��$	����� 	��� �������� ��� ����������

��� �����	
���� �� ��������� ������	����

�������� �	�	� #� 	������ ������ C1 �	 ����	�� ��� 	�����	���� ������

��� γ : [a, b] −→ C� 
�*��� �� �� �����	��� &��� [a, b] 
� R �� ����� �� �� ������

��� ���
������� ( a = α1 < α2 < . . . < αn = b� 
� [a, b] ��� �	������ �	 ������

���� 
� γ � ��	��� �����	��� [αk−1, αk] (1 ≤ k ≤ n) ���� 
� ��	��� C1� #� 
��

��� �� ������ γ ��� &��� %�� �� ������� �� ����� �� �	���' �� γ(a) = γ(b)�

�������� �	�	
 ������ f : Ω −→ C ��� &������� �������� �� γ : [a, b] −→ C

�� ������ C1 �	 ����	��� #� 	������ ����$	�� 
� f �� ���$ 
� γ � ���������

∫
γ
f (z) dz =

∫ b

a
f (γ (t)) γ′ (t) dt =

n∑
k=1

∫ αk

αk−1

f (γ (t)) γ′ (t) dt.



�� �������� 	 
 ��������� ��	�
������ ��������� ���	������

�������� �	
	
 ��� ����� ��	
� �� ����� ����������� ���������� ��� �� ����

����� � �������
�� γ �� n �
������� �� �
��� ��� �
���� z0, z1, ..., zn� �� �����

��
�����
�� �� �
��� ξk ��� ������ ���  
������ zk−1 ! zk (1 ≤ k ≤ n)�

"� ����� �� �
���

Sn =
n∑

k=1

f (ξk) (zk − zk−1) .

#� ������ 
$����� �� ������� ��
%��� �� �
�$�� n �� ��$������
��� �� ��	
� ���

max
1≤k≤n

|zk − zk−1| ����� ���� &��
� ��� ������� ��������� ���������� �� f(z) ��

�
�� �� γ �� ��� �
���
∫
γ f(z)dz�

���������� �	
	� '� f(z) = u(x, y) + iv(x, y) �� γ(t) = x(t) + iy(t)� ��
��∫
γ
f(z)dz =

∫
γ
(u(x, y)dx− v(x, y)dy) + i

∫
γ
(u(x, y)dy + v(x, y)dx) .

���
�������
� � ���� �	��
�
� ������

�� ������� 
� ������� ��� ��� 
���������� �������� ������������ 
����������

�������� ��� ���������� ����������� �� 
�� ��������� ���� ���
 
����������

 � �� 
����� �� ���� �� ���
���� �� 
����� γ : [a, b] −→ C� �����������


����� �� ����� ∫
γ−

f (z) dz = −
∫

γ
f(z)dz,

�! γ(t) = γ (a + b− t)� t ∈ [a, b] " �� 
����� γ− �� ������ �� γ ��� �� 
�����#

���� ������������� �


