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Préface

La topologie est une science neuve qui n’est enseignée en Licence
que depuis moins de cinquante ans. Les premiers manuels a 1'usage
des étudiantes et étudiants imprimés en France ont au plus trente
ans. Durant ce trés court laps de temps, la topologie s’est imposée
dans de nombreuses branches des mathématiques, et cette évolution
a imposé une évolution parallele de la maniére de présenter cette
science a ceux qui la découvrent aujourd’hui, rendant nécessaire la
rédaction de nouveaux manuels.

Comme toujours dans la collection Mathématiques pour la Licence,
dont c’est le troisieme ouvrage, I'auteur s’est efforcé de satisfaire
deux exigences qui semblent a priori difficiles & concilier : assurer la
continuité a l'issue des deux premiéres années d'université, et donc
rester élémentaire, et par ailleurs offrir la possibilité de pousser plus
loin l'acquisition de ses connaissances, et de respirer le parfum de
la mathématique contemporaine. Ce cours de topologie de Georges
Skandalis commence donc la ot finit le DEUG et se poursuit par
I'exposition maintenant devenue classique des notions enseignées en
général durant la premiére année de la Licence. Insensiblement, au
fur et a mesure que le lecteur se sent plus ferme dans ce nouveau
domaine, il est conduit a découvrir, s’il le désire, des théoreémes
plus profonds, mais aussi plus difficiles dont il pourra réserver
I'étude détaillée a une seconde lecture. Il sera aidé tout au long
de son parcours par les trés nombreux exercices qui completent les
différents chapitres, et par des indications sur leur solution, placées
a la fin de l'ouvrage : ces exercices lui serviront a la fois a tester
son acquisition des nouvelles connaissances, et, comme toujours, a
faciliter la compréhension de toute la théorie qui lui est présentée.

Michel Zisman

Professeur émérite de l'université Paris 7 - Denis Diderot
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Avant-Propos

La topologie offre un cadre général, simple et élégant, a toutes les notions
de continuité et de limite qui apparaissent en analyse. Dans ce livre on
s’intéresse surtout aux espaces métriques, o1 ces notions sont décrites a I'aide
dune «distance ». On discute de nombreux exemples importants de tels
espaces, en insistant plus particulierement sur les espaces vectoriels normés,
espaces de Banach et espaces hilbertiens. On étudie aussi des applications
de la topologie a I'analyse, comme par exemple les séries de Fourier.

Les étudiants qui préparent la Licence de Mathématiques ont choisi
d’approfondir leur savoir Mathématique et peuvent vouloir chercher un
peu plus loin que les notions enseignées dans leur cours. Ainsi, cet ouvrage
contient quelques compléments clairement signalés, qui donnent un nouvel
éclairage a certaines notions, mais peuvent étre laissés de c6té lors d'une
premiére lecture. Il contient aussi quelques parties plus difficiles comme la
fin du sixieme chapitre et du septiéme chapitre et quelques résultats qui
sont laissés en exercice. Au cours d’une premiere lecture de ces parties, il
est peut étre préférable de se contenter de lire les définitions et les énoncés
des théorémes, laissant les démonstrations pour plus tard.

On fera souvent référence a des notions déja vues en DEUG. On citera a cette
occasion, les livres d’Algebre et d’Analyse, 1" et 2° année, de Frangois Liret
et Dominique Martinais dans cette collection. Cependant, dans la mesure du
possible, les résultats utilisés seront réénoncés, et méme parfois redémontrés.
D’un autre c6té, on évitera de s’appuyer sur des notions enseignées dans
d’autres domaines de Licence. En particulier, les seules notions d’intégration
utilisées sont celles de l'intégrale Riemann. Pour certains énoncés (en
particulier, des applications a la théorie de Fourier), on sera amené a
considérer des espaces LP. Ceux-ci sont les mémes que ceux de l'intégrale
de Lebesgue; cependant, ils sont ici vus comme des complétés abstraits et
non comme des espaces de fonctions modulo des fonctions négligeables.

On rencontre dans la marge I'image o~ : elle indique un énoncé important
qui n‘est en général pas présenté sous forme de théoréme. L'image 4%
signale une difficulté, ou une erreur a ne pas commettre. Dans 1'énoncé
d’un exercice, I'image K signale la présence d’indications pour le résoudre
en fin de volume. Le signe ® indique qu'une démonstration est finie, ou
omise ; le signe 8 indique la fin d'une démonstration intermédiaire. '

TOPOLOGIE ET ANALYSE IX



Je tiens & remercier Frangois Liret et Michel Zisman pour leur lecture du
livre & plusieurs stades et pour leurs conseils. Un grand merci aussi & Saad
Baaj pour sa lecture critique et son aide amicale. Je remercie enfin Alberto
Arabia, Frangois Liret et Dominique Martinais, qui continuent & m’adresser la
parole malgré mes demandes incessantes et importunes d’aide et de conseils.
Ce livre n'aurait jamais vu le jour sans leurs encouragements et critiques.

Un petit clin d’oeil enfin & mes lecteurs préférés : Christine, Daphné et
Jason.

Georges Skandalis

X TOPOLOGIE ET ANALYSE



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit.

Principales notations utilisées

N, Z

Q R, C
sup(A), inf(A4)
E(z)

Re z, I 2, |2|

A, A

A\B
XxY
P(X)

[ X—Y
f(4)
F74B)
C(X;Y)
Cper(R;Y)

Co(X;K)

Z(E, F)

idx
Im f, Ker f

ensemble des entiers naturels, anneau des entiers relatifs
corps des nombres rationnels, réels, complexes

borne supérieure, borne inférieure d’'une partie A de R
partie entiére du nombre réel z

partie réelle, partie imaginaire, module
du nombre complexe 2

adhérence, intérieur du sous-ensemble A

(d’un espace topologique)

ensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas a B
produit cartésien des ensembles X et ¥

ensemble des parties d’un ensemble X

application d’un ensemble X dans un ensemble Y

image directe par f du sous-ensemble A de X

image réciproque par f du sous-ensemble B de Y

ensemble des applications
d’'un ensemble X dans un ensemble Y

ensemble des applications continues d'un espace
topologique X dans un espace topologique Y

ensemble des applications continues périodiques
(de période donnée) de R dans un espace topologique Y

ensemble des applications continues
tendant vers 0 a l'infini d’un espace topologique
localement compact X dans K =R ou C

espace des applications linéaires continues d'un espace
vectoriel normé F dans un espace vectoriel normé F

bijection réciproque de la bijection f
application identique de l'ensemble X
image, noyau de l'application linéaire f
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Chapitre 1

Espaces metriques

On a étudié en DEUG :

= la continuité d’une application de R dans R, puis d'une application d’une partie
de R™ dans RP?,

= la limite en un point d’'une fonction définie sur un intervalle et la limite d'une
suite de nombres réels. .. '

On a été de plus amené a considérer des limites dans des ensembles plus compliqués
P
que R ou R", comme la limite (simple ou uniforme) d'une suite de fonctions.

Ce qui permet de définir ces notions de continuité et de limite est une notion de

points voisins, ou de voisinages. Dans ce premier chapitre nous allons utiliser une dis-

tance qui mesure justement a quel degré deux points sont voisins. Nous aurons ainsi
un cadre plus général que R ou R™ dans lequel on pourra encore définir la notion
de continuité et cela nous conduira a une définition rigoureuse des voisinages d'un
point, puis des sous-ensembles ouverts.

Ces notions seront la base d'un cadre plus général développé au chapitre suivant.

Rappels sur la topologie de R et R”

Nous commencons ce chapitre par des rappels sur des résultats d’analyse vus
en DEUG. Nous ne rappellerons pas les démonstrations. Nous renvoyons systéma-
tiquement aux livres de premitre et deuxieme année de DEUG de F. LIRET et
D. MARTINAIS dans la méme collection.

Intervalles et parties bornées de R

Parties bornées

L’ensemble R des nombres réels muni de la relation < est totalement ordonné (voir
Algebre et Géométrie, 2° année, chapitre 1, voir aussi I'appendice en fin de volume).
Soient A une partie de R et m un nombre réel.

= On dit que m est un majorant de A si pour tout z € A, on a z < m. On dit que
m est un minorant de A si pour tout z € A, ona z > m.

1.1 - RAPPELS SUR LA TOPOLOGIE DE R ET R™ 1



= On dit que m est la borne supérieure de A si m est le plus petit des majorants de
A, c'est-a-dire si m est un majorant de A et si tout majorant de A est supérieur
ou égal a m.

= On dit que m est la borne inférieure de A si c’est le plus grand des minorants de
A, c'est-a-dire si m est un minorant de A et si tout minorant de A est inférieur
ou égal a m.

= Une partie de R qui admet un majorant (resp. un minorant) est dite majorée (resp.
minorée). Une partie de R qui admet un majorant et un minorant est dite bornée.

Nous avons vu (voir Analyse, 1'® année, théoréeme p. 55) qu'une des propriétés
P
principales de R est I'axiome de la borne supérieure.

Axiome de la borne supérieure. Toute partie non vide majorée de R admet une
borne supérieure.

On en déduit aussitot que toute partie non vide minorée de R admet une borne
inférieure.

“La borne supérieure d'une partie non vide majorée A se note sup A; la borne
inférieure d'une partie non vide minorée A se note inf A. Si A est une partie non
majorée de R, convenons de poser sup A = +00; si A est une partie non minorée
de R, convenons de poser inf A = —oc.

Intervalles

Rappelons qu'un sous-ensemble I de R est un intervalle si, pour tout triplet (z,y,z)
de nombres réels tels que x <y < z, on a l'implication : (z €l et z€ 1) = ye I.
Un sous-ensemble I de R est un intervalle ouvert si c’est un intervalle n’ayant ni
plus grand, ni plus petit élément. Autrement dit un intervalle ouvert est soit vide,
soit égal a R, soit c’est un sous-ensemble de la forme ]a,b[ (a,b € R, a < b), soit un
sous-ensemble de la forme |a,+oo[ ou |—00,b[ (a,b € R), selon que I est majoré ou
minoré.

Une partie de R est appelée un segment si c’est un intervalle admettant un plus
grand et un plus petit élément. Autrement dit un segment est un sous-ensemble de
la forme [a,b] (a,b € R, a < b).

Rappelons deux résultats trés importants rencontrés en premiere année de DEUG (cf.
Analyse, 1" année, théoréme et corollaire p. 74, et théoreme p. 76).

Théoréme de la valeur intermédiaire. L'image d'un intervalle par une application
continue a valeurs réelles est un intervalle.

Théoréme. L'image d'un segment par une application continue i valeurs réelles est un
segment.

2 ESPACES METRIQUES - CHaP. 1
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Un des buts de la topologie est de mieux comprendre ces deux théoremes et de les
généraliser. C'est ce que nous ferons, notamment au chapitre 4.

Rappels sur les espaces vectoriels normés

Nous reprenons ici quelques définitions et notations que I'on peut trouver déve-
loppées dans le livre Analyse, 2° année, chapitre 5.

Définitions

Une norme sur un espace vectoriel réel F est une application N: E— R, telle que :
a) pour tout z € E non nul, on a N(z) #0;

b) pour tout z € E et pour tout A € R, on a N(Az) = [A|[N(z);

c) pour tous z,y € E, ona N(z+y) < N(z) + N(y).

Un espace vectoriel normé est un couple (E,N), ou E est un espace vectoriel et
N est une norme sur F.

Soient (Ey, N7) et (E2,Ns) des espaces vectoriels normés et A une partie de F;. On
dit qu'une application f: A — E, est continue en un point a € A si pour tout € > 0 il
existe >0 satisfaisant : pour tout = € A, si Nj(a—z)<a alors Na(f(a)— f(z)) <e.
Si f est continue en tout point de A, on dit que f est continue.

Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Pour a € F et 7 € R, on appelle boule ouverte
de centre a et de rayon r le sous-ensemble B(a,r)={z€ F;N(a—xz)<r} de E.

Une partie U de E est dite ouverte si, pour tout z€U, il existe r€RY, tel que B(z,r)CU.

Soit (FE, N) un espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite bornée s'il existe
M € R, tel que, pour tout z € A, on ait N(z) < M.

Soient B un ensemble et f: B — E une application. On dit que f est bornée si son
image f(B) = {f(z);x € B} est bornée, autrement dit s'il existe M € R, tel que,
pour tout € B, on ait N(f(z)) < M.

Espaces méiriques, distances et boules

Pour définir la continuité, les boules ouvertes, les ouverts dans un espace vecto-
riel normé, on n’a pas utilisé la structure d’espace vectoriel, mais juste la distance
N(z —y) des points z,y. Cela nous conduit naturellement a la définition suivante.

Définitions

Une distance sur un ensemble X est une application d: X xX — Ry telle que,
pour tout z,y,z € X on ait :

a) d(z,y) =0z =y;

b) d(y,z) = d(z,y);

1.2 - ESPACES METRIQUES, DISTANCES ET BOULES 3



o) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est un couple (X,d), o X est un ensemble et d une distance
sur X.

Remarque utile

Soient (X,d) un espace métrique, x,y,z des points de X . Par I'inégalité triangulaire,
ona d(z,z)—d(y,z)<d(z,y) et, échangeant les roles de x et y, d(y,z) —d(x,2)<d(y,z).
On en déduit I'inégalité : |d(z, z) — d(y, 2)| < d(z,y).

Exemples : les distances usuelles sur R et sur C

L'application
RxR — R+

(z,y) +— |z -yl

est une distance sur R appelée distance usuelle.

De méme, en utilisant le module d'un nombre complexe, I"application
CxC — Ry
(z,y) +— lz—yl

est une distance sur C appelée distance usuelle.

Ainsi, R et C sont des espaces métriques et, sauf mention du contraire, R et C
seront toujours munis des distances ci-dessus.

Exemple : distance associée a une norme

Plus généralement, si /N est une norme sur un espace vectoriel réel F, l’applicétion
ExE — Ry
(z,y) — N(z-y)

est une distance sur E, appelée distance associée i la norme N . En effet, si z,y,2€ E, ona:

a) Nz—y)=0z—y=01c=y;

b) N(y —z) = N((-1)(z —y)) = N(z —y);

) N(z—z)=N((x~y)+(y—2) <N -y)+N(y - 2).

Exemple : distance induite, sous-espaces métriques

Soient (X,d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. La restriction de d a
AxA est clairement une distance sur A appelée distance induite sur A (par celle de
X). En d’autres termes, un sous-ensemble d'un espace métrique est un espace métrique;
on dit que c’est un sous-espace métrique.sous-espace métrique

Ainsi, toute partie de R, de C ou d'un espace vectoriel normé est un espace métrique.

Les espaces normés et leurs sous-ensembles fournissent les principaux exemples
d’espaces métriques. On peut montrer (cf. exerc. 10, page 157) que tout espace

4 ESPACES METRIQUES - CHAP. 1
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métrique peut étre considéré comme un sous-espace d’un espace vectoriel normé. I
arrive cependant qu’on construise des espaces métriques sans référence a une norme.

Exemple (distance discréte). Soit X un ensemble; I'application d: X x X — R
définie par d(z,y) =0 si z =y et d(z,y) =1 sinon, est clairement une distance.

Définitions

Soient (X,d) un espace métrique, z € X et r € RY. On appelle boule ouverte de
centre z et de rayon r la partie B(z,r) ={y € X ; d(z,y) <7} de X. On appelle
boule fermée de centre z et de rayon r la partie By(z,r)={y€ X ;d(z,y)<r} de X.

Il est d'usage d’autoriser la valeur r = 0 comme rayon d'une boule fermée : on a
donc By(z,0) = {z}.

La boule ouverte de R de centre a et de rayon r est Ja —r,a + r[; la boule fermée
de R de centre a et de rayon r est [a — r,a + r|. Ainsi, avec nos conventions sur
les rayons, les boules ouvertes de R sont les intervalles ouverts bornés, non vides,
les boules fermées de R sont les segments.

Applications continues
applications lipschitziennes

On peut généraliser aux espaces métriques la notion de continuité d'une application
de R dans R ou (d'une partie) d'un espace normé dans un autre espace normé.

Définition
Soient (X,d) et (X’,d’) des espaces métriques, f: X — X' une application et a
un point de X. On dit que f est continue en a si

Ve eRY, Ja e R}, Vz € X, d(z,a) < a = d'(f(z), f(a)) <e.

Comme pour les applications (d'une partie) d’un espace normé dans un autre espace
normé, on définit la continuité « globale » d’une application.

Définition
Soient (X,d) et (X',d’) des espaces métriques et f: X — X' une application. On
dit que f est continue si elle est continue en tout point de X.

En d’autres termes, f: X — X' est continue si

Vae X, Vee R, JaeRY, Vz € X, d(z,a) < a=>d(f(z),f(a) <e.

1.3 - APPLICATIONS CONTINUES 5



Dans le cas ot X est un intervalle de R et X' =R, tous deux munis de la dis-
tance usuelle, cette définition coincide avec celle énoncée en DEUG; de méme si X
et X' sont des parties d’espaces vectoriels normés munis de la distance associée a
une norme. On dispose donc de beaucoup d’exemples de fonctions continues.
Pour démontrer que d’autres fonctions sont continues, on sera souvent amené a
utiliser la notion plus restrictive suivante.

Définition

Soient (X,d) et (X',d') des espaces métriques et k un nombre réel positif. Une
application f: X — X' est dite lipschitzienne de rapport k si pour tous z,y € X
on a d(f(z), f(y)) < kd(z,y). On dit que f est lipschitzienne s'il existe k € Ry
tel que f soit lipschitzienne de rapport k.

Proposition 1. Toute application lipschitzienne est continue.

Démonstration. Soient (X,d) et (X',d’) des espaces métriques, k£ un nombre réel
positif et f: X — X’ une application lipschitzienne de rapport k.

Soit a € X. Montrons que f est continue en a. Donnons-nous un nombre réel € > 0;
choisissons a € R}, tel que ka <e¢ (eg a= 5 i P ). Soit z € X tel que d(z,a) < a;
alors d'(f(z), f(a)) < kd(x,a) < ka < e. Donc f est continue en a. ]

Exemple. Soit (X,d) un espace métrique. Pour tout a € X, I'application f de X
dans R (muni de la distance usuelle) qui a x € X associe d(z,a) est lipschitzienne de
rapport 1 : en effet, pour tous z,y€ X, on a |f(z) — f(y)| = |d(z,a) — d(y,a)| < d(z,y)
(¢f. remarque page 4). En particulier 'application z d(z,a) est continue.

La proposition qui suit nous fournit de nombreux exemples d’applications lipschit-
ziennes sur un intervalle. Elle nous permet en plus de construire des applications
continues qui ne sont pas lipschitziennes.

Introduisons d’abord une notation commode. Soit I un intervalle de R. Notons I
l'intervalle ouvert qui a les mémes extrémités que I (si I est ouvert, I =1; si
I = [a,b] ou [a,b] ou ]a,b], alors I = |a,b] etc. ).

Proposition 2. Soit f: I — R une application continue, dérivable sur I.

a) Soit k € Ry. L'application f est lipschitzienne de rapport k si et seulement si, pour
tout x€l, ona |f'(z) <k.
b) L'application f est lipschitzienne si et seulement si f' est bornée sur I.

Démonstration. a) Si f est lipschitzienne de rapport k, alors pour tous t,t) € I,
t) — f(&
1y, ona |FOZI®)

o < k; passant a la limite quand t tend vers %, on trouve
|f(t0)] < k.
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Supposons que |f’| est majorée par k. Soient s,t € I deux points distincts. Par le
théoréme des accroissements finis, il existe u€ I tel que f(s)— f(t)=f"(u)(s—t). Alors
ona |f(s)— f(t)|=|f(u)||s—t| < k|s—t|; donc f est lipschitzienne de rapport k.

b) découle facilement de a_). Wl

En particulier, comme ¢+ 2¢ n’est pas bornée sur R, l'application ¢ — t* (de R
dans R) n’est pas lipschitzienne; de méme, puisque ¢ +— L pest pas bornée sur

2Vt
R*, I'application ¢ — v/t (de R, dans R) n’est pas lipschitzienne.

Voisinages

Dans la suite, il sera utile de considérer 'image directe et I'image réciproque de
sous-ensembles par une application. Ces notions déja rencontrées en DEUG (voir
Algebre et Géométrie, 2° année, chapitre 1) sont rappelées dans I'appendice en fin
de volume. Pour bien comprendre la suite du livre, il est utile d’avoir bien en téte
le premier paragraphe de I'appendice.

Si f: X —Y est une application, A une partie de X et B une partie de Y, on pose
f(A)={fx);zecAt={yeY; Fze A f(z)=y}

et

f'(B)={ze€X; f(x) € B}.

Ici, contrairement au choix fait dans Algébre et Géométrie, 2° année, nous utili-
sons la notation «usuelle» f~1(B) et non f*(B) pour l'image réciproque par f
d’une partie B de Y . Cette notation ne signifie pas que f est bijective.

Soient (X,d) et (X',d') des espaces métriques, f: X — X' une application et a

un point de X. Une fagon équivalente de dire que f est continue au point a est
Ve e RY, 3a € R}, Vz € B(a,a), f(z) € B(f(a),e) ou encore

Ve € R, Ja € R}, Bla,a) C f1(B(f(a),e)).

Dans cette description, I'ensemble f~!(B(f(a),€)) n’est pas forcément une boule
centrée en a, mais il contient une boule centrée en a. Cela nous conduit a la
définition suivante.

Définition

Soient (X, d) un espace métrique, U un sous-ensemble
de X et a € X. On dit que U est un voisinage de a s'il
contient une boule ouverte centrée en a, autrement dit,
¢'il existe o € R% tel que B(a, o) C U.
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Proposition 1. Soient (X, d) un espace métrique et a un élément de X.
a) Toute partie de X contenant un voisinage de a est un voisinage de a.
b) L'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a.

Démonstration

a) Soient U un voisinage de a et V' une partie de X contenant U. Puisque U est un
voisinage de q, il existe r€R?_ tel que B(a,r)CUCV ;donc V est un voisinage de a.

b) Soient U,V des voisinages de a. Il existe r € RY tel que B(a,r) C U et s € R}
tel que B(a,s) C V ; notons t le plus petit des nombres r et s; alors B(a,t) est
a la fois incluse dans U et dans V' ie. B(a,t) CUNV ; on a montré que UNV
est un voisinage de a. ’ |

Exemple. Soient z un point de R et ¢ € R}. Dans R muni de la métrique usuelle,
la boule ouverte de centre = et de rayon ¢ est l'intervalle ouvert |z — e,z + ¢[. Soit
I =]a,b] un intervalle ouvert contenant z (ot a < b, a pouvant étre égal a —oo et b
a +o00). Notons 7 un nombre réel strictement positif tel que a <z —r et z+r <b;
onaz€lx—rx+r[Clabl. Alaide de la prop. 1 on obtient I'énoncé suivant.

Soient x un élément de R et V une partie de R. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) l'ensemble V est un voisinage de x ;

ii) il existe € € RY tel que |z —e,x+e[CV;

iii) il existe un intervalle ouvert contenant x et inclus dans V.

La continuité des fonctions entre espaces métriques s'exprime bien en termes de voi-
sinages : une application f d'un espace métrique X dans un espace métrique X' est
continue en un point ¢ de X si, pour tout >0, f~'(B(f(a),s)) est un voisinage de a.

On peut méme exprimer la continuité uniquement en termes de voisinages.

Proposition 2. Soient (X,d) et (X',d) des espaces métriques, f:X — X' une
application et o un élément de X. L'application [ est continue en o si et seulement si,
pour tout voisinage V de f(a) dans X', f~(V') est un voisinage de a dans X.

Démonstration. En effet, supposons f continue en a. Pour tout voisinage V de
f(a), il existe € € R} tel que B(f(a),e) C V. Alors f~}(V) contient le voisinage
S (B(f(a),€)) de a; c'est donc un voisinage de a. »

Inversement, supposons que pour tout voisinage V de f(a) dans X', f~'(V) est

un voisinage de a dans X. Pour tout € € RY, B(f(a),¢) est un voisinage de f(a),
donc f~'(B(f(a),e)) est un voisinage de a. Par suite, f est continue en a. E
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