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[BOITE A OUTILS 1]

DIFFEREN TIELLES ET FORMES
DIFFERENTIELLES

1.1 Dérivées partielles

f
On raisonne sur une fonction f de deux variables réelles : (x,y)—f(x,y), a va-

leurs réelles, de classe c'.

On note (gfj la dérivée de la fonction f par rapport a la variable x, les autres
X
y

variables (ici y) étant fixées.

On note simplement ? cette dérivée partielle lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
X

Par exemple, en thermodynamique, une fonction d’état d’'un corps pur sous une seule

phase, comme I'entropie S, est une fonction de deux variables indépendantes. On peut

choisir comme couple de variables la température T et la pression p, mais aussi T et
2S

le volume V. Il faut distinguer 98 et j , qQui sont a priori différentes.
aT ), aT )y

1.2 Théoreme de Schwarz

(% y) I—)% et (x,y)— s; sont des fonctions de deux variables qui peuvent

2

étre dérivées par rapport a x ou y si elles sont de classe c'. On peut former 2
X

0% 9 (of) 9% _ofof %f .. of of
—_— ==, =—|—|, et —. Si (x,y)—>— et (x,¥)>— sont de
dyox dylox) oxdy ox| oy dy? ox %

classe C', festde classe C? et le théoréme de Schwarz s’applique :

LR —a[afj soit a—zf—a—zf : peu importe I'ordre des dérivations
ox\ay ) oaylox)’ oxdy dyox '

f
Par exemple : (x,y)— X2 In(y) estde classe C? sur son domaine de définition.
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of of x° . 9fof) 2x 9 (of
lcule — =2xI — =2 _ Onabien —| — |=&22 =2 = |.
On calcule x xIn(y) et -y n a bien ax(ay) " ay(axj

2.1 Fonction d’une seule variable

f
La fonction f: x> f(x) étant suffisamment réguliére, elle admet au voisinage
de x un développement de Taylor :

2
F(x+8x) = F(x) + 8x- F(X) + (8;) .f”(x)+o[(8x)3]
Intéressons-nous a la différence f(x+dx)—f(x), quand dx est trés petit :
2
F(x+8x)— F(x) = 8x- F(X) + (5;) ‘f”(x)+0[(8x)3] On adonc :
f(x+0x)—f(x) X ., 2
R = (x) (x)+o[(ax) }

On note dx un accroissement dx infiniment petit
f(x+dx)—f(x) — lim f(x+3x)—f(x)
dx dx—0 ox

f(x+dx)—f(x)=f(x)dx.

=f’(x), ce qu’on écrit sous la forme :

La différence df = f(x+dx)—f(x) est appelée différentielle de fen x.
On a df = f(x)dx pour une fonction d’'une seule variable.

Ceci fait tout l'intérét de la notation de Leibniz : f'(x) = %

df = f(x+dx)—f(x) est la variation infinitésimale de f au voisinage de x, due a
une variation infinitésimale dx de x.

Remarquons que, contrairement au cas d’un accroissement fini dx, il n’y a pas
dans dfde termes en (dx)z, (dx)3, etc. Ceci n’est pas une approximation car :

Adx + B(dx)? = dx[ A+ Bdx] = dx- lim [A+Bdx]= Adx.
dx—0

Un infiniment petit du premier ordre dx est infiniment plus grand qu’un infini-

ment petit du second ordre (dx)?. Des termes en (dx)? n'interviennent que s'il n’y a
pas de termes en dx (A=0).

Pour le calcul de différentielles, on utilise souvent les dérivations composées.

F
Si x> F(x) = f[g(x)] alors df _dr dg : on retrouve la formule (fog) =(fog)-g
dx dg dx

’
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df dg

On en déduit dF—@ dx . Par exemple, si F(x) =exp(2Vx), M

dx.
Jx

2.2 Fonction de plusieurs variables

f
On raisonne sur une fonction f de deux variables réelles : (x,y)— f(x,y), de

classe C?, a valeurs réelles.
La fonction f étant suffisamment réguliere, elle admet au voisinage de (x,y) un

développement de Taylor a I'ordre 2 (a des termes d’ordre 3 prés, comme (ZSx)3 ou
3x-(3y)?) :

~ of of 1 2 0°f 0%f 2 O%f
f(x+0x,y+0y)=f(x,y)+0dx- a—+8y @ 21 (8x) 2 . 0y ) a2 |

En notant dx et dy les infiniment petits d’ordre 1, on a :

df =f(x+dx,y+dy)-f(x,y) = ?dx+§—fdy, différentielle de fen (x,y).
X y
df =f(x+dx,y +dy)—f(x,y) est la variation infinitésimale de f au voisinage de

(x,¥), due a une variation infinitésimale dx de x et dy de y.

f 2
Par exemple, si f: (x,y)— x2In(y) df—?dx+§—dy 2x|n(y)dx+x—dy.
y y

2.3 Intégration

Pour une fonction d’une seule variable, découpons l'intervalle [a,b] en N inter-

N
valles de longueur 8x = b;Na et calculons /=" (f[a+i8x]-f[a+(i—1)5x]).
i=1
Cette somme discréte se simplifie :
I=f(b)—f(b—8x)+f(b—dx)—...—f(a+dx)+ f(a+dx)—f(a), soit I =f(b)—f(a).

0 0
dx devient infiniment petit si N — «, et est noté dx. La somme /n’est alors plus
x=b
discrete, mais continue, et s’écrit /= I [f(x+dx)—f(x)] = j df =f(b)-f(a).
X=a

Ce résultat est bien traduit par la notation de Le|bn|z :

x=b x=b
j df = j f(x)dx =[f(x)]5 = f(b)-f(a).

X=a
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Pour une fonction de deux variables, K B
B(Xg,¥s)
df prend le sens suivant : on somme, le
A(XaYa)
long d’un chemin y menant de A a B, les diffé- M'(x +dx,y +dy)
— _ Y ’
rences df =f(x+dx,y+dy)—f(x,y) entre les /
points Met M" de coordonnées respectives : A o) » X

(xy) et (x+dx,y+dy).
B
La somme continue Idf =f(B)-f(A)=1(xg,¥g)—f(Xa,¥4) Nne dépend que de
A

A et B, et ne dépend donc pas du chemin y suivi pour aller de A a B.

3.1 Définition
Pour un systeme décrit par deux variables x et y, une forme différentielle s’écrit

W = P(x, y)dx+Q(x,y)dy .

Par exemple, dans un champ de force F(x,y)=P(x, y)e, +Q(x, y)éy, le travalil
regu par une particule se déplagant de M(x,y) a M'(x+dx,y +dy) vaut :

N e
SW =F-dOM = P(x,y)dx+ Q(x,y)dy . Malgré la notation, qui est la méme que celle
d’un accroissement fini, c’est un travail élémentaire, ou infinitésimal, défini pour un

—_— e _ _

déplacement élémentaire d OM = MM’ =dxé, +dy e, de la particule, se produisant
entre les dates tet t+dt.

Une forme différentielle est donc définie pour une transformation infinitésimale
correspondant a une variation dx de x et dy de y au voisinage de (x,y).

Lorsqu’on somme les formes différentielles W le long d’'un chemin y entre deux
points A et B, on obtient la grandeur W){_>B (par exemple, le travail de la force s’exer-

cant sur la particule qui se déplace entre A et B le long de v).

B
La grandeur W} _ ¢ = j OW dépend a priori du chemin vy suivi entre A et B.
A
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3.2 Théoréme de Poincaré
A quelle condition W] , g ne dépend-il que de A etde B, et pas de y ? Autrement

f
dit, a quelle condition existe-t-il f: (x,y)>f(x,y) telle que W} _, g =f(B)-f(A) ?

Pour un déplacement élémentaire, la relation précédente s’écrit :
SW =f(x+dx,y+dy)—f(x,y), soit SW =df . On cherche donc la condition pour qu’il

existe une fonction ftelle que W = P(x, y)dx+ Q(x,y)dy =df = gj(dx+$dy . Sic’est
of
P(x,y) = Fp

le cas, on identifie Y et, d’apres le théoréme de Schwarz, on a nécessai-
Q(le) = ai
y

oP dQ - , . . s . .

rement o La réciproque n’est pas toujours vraie (elle I'est a certaines condi-

y X

tions sur le domaine des valeurs prises par x et y, conditions généralement vérifiées
en Physique). Retenons I'implication suivante (théoreme de Poincarré) :

f
Af:(xy)—1f(xy) telle que SW = P(x, y)dx+Q(x, y)dy =df = 2—5 = aa—f:
Prenons des exemples :

. el : e oP 0Q
(i) La forme différentielle W = ydx n’est pas une différentielle car @ :1¢§ =0.

En conséquence W} . , dépend du chemin vy suivi entre A et B.
A—B

(i) La forme différentielle W =2xsin(y)dx + [xz cos(y) —1}dy peut étre une différen-

tielle puisque g—P =2xcos(y) = %—Q . Cherchons donc s'il existe une fonction ftelle que
y X
of =2xsin(y)
SW =df . On identifie pour cela les dérivées partielles :

2 = x?cos(y)-1
oy

On integre alors une de ces deux relations, par exemple la premiere :

2

ﬂ =2xsin(y) = f(x,y) = x“sin(y)+o(y) .

ox
Attention | On a intégré a y constant, donc @ n’est pas une constante, mais

¢
n’importe quelle fonction de y a ce stade. En effet, la dérivée de y— ¢(y) par rapport
a x donne bien 0.
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En reportant f(x,y) = X2 sin(y)+o(y) dans la deuxiéme relation, on obtient :
of

Z = x? cos(y)+d—(P = x?cos(y)-1= ¢(y) =—y + Cte. Finalement, on a bien :
oy dy aussi

SW =df, avec f(x,y) = x? sin(y) -y + Cte.

Revenons sur les différentes notations :

Pour une transformation infinitésimale, on note 8W une forme différentielle et

B
df une différentielle. Pour une transformation finie, on note W} _, ¢ = ISW, ou simple-
A

B
ment Ws'il n'y a pas d’ambiguité, et Af = jdf =f(B)-f(A).
A

Par exemple, le premier principe de la thermodynamique s’écrit dE =W +3Q
pour une transformation infinitésimale, et AE = W + Q pour une transformation finie.

4.1 Fonctions implicites

Considérons trois variables x, y et z liées par une relation f(x,y,z) =0 (), par

exemple f(x,y,2) = yx° + zIn(x)+1=0. Les variables x, y et z ne sont donc pas indé-

pendantes. Si par exemple on fixe les valeurs de y et de z, alors x ne peut prendre que
certaines valeurs, solutions de (*¥). Cependant, comme dans I'exemple, on ne peut

pas toujours expliciter x en fonction de y et de z, c’est-a-dire exprimer analytiquement

X
la fonction (y,z) x(y,Zz) : x est alors une fonction implicite de y et de z.

On peut néanmoins obtenir des relations entre les dérivées partielles. En effet,
comme fest une constante, on a, en prenant la différentielle de (*) :

df=[afj dx+(af] dy+(afj dz=0.
ox V.2 oy 2x 0z Xy

Si zestconstant (dz=0),ona (af] dx + of dy=0,or dy a zconstant
ox V.2 W), dx

y
est la dérivée partielle par rapport a x de la fonction implicite (z x)+— y(z x). On adonc

(ayj :—(af] (af] . On constate qu’il faut bien se garder de « simplifier » par
X ), ox iz oy 2x

df , cette simplification étant dénuée de sens et amenant a un résultat faux.
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-1
De méme (axj :—(afj (afj , d’ou la relation (a_x} =Ka—yj }
aay ), ay Zx ox V.2 ), ox ),

Un certain nombre de résultats peuvent étre ainsi démontrés sans avoir a ex-

z X y
pliciter les fonctions (x,y)— z(x,y), (¥,2)— x(¥,2) et (z, X)) y(Z, X).

4.2 Calculs intégraux

Le calcul de grandeurs finies se raméne souvent au découpage du domaine
d’intégration en parties infinitésimales. Prenons quelques exemples.
Exemple 1 : longueur d’une courbe d’équation polaire 6 r(0)

On découpe la courbe en segments élé-
mentaires [MM'], ol M a pour coordonnées po-

laires (r,0) et M’ : (r +dr,6+d8). Le vecteur po-

—
sition est OM = re,. On obtient le déplacement

—
élémentaire en prenant la différentielle de OM :

dOM = OM'— OM = MM’ =dre, + rdeg, car (:jie’ = &,. La longueur élémentaire vaut

2
M| = \/(dr)z +(rde)? = de /rz + [ggj , en parcourant la courbe dans

|
dL=|d OM| =M

le sens des 0 croissants afin d’avoir dé > 0. On obtient la longueur de la courbe com-

O 2
= I r2+[ﬂj de.
o de

emax
prise entre 8, et 6,5« en calculant L = .[
6,

—
d OM

Exemple 2 : charge d’une boule

Une boule de rayon R posséde une densité volu-
mique de charges p(r) qui ne dépend que de la distance
rau centre Ode la boule : il y a symétrie sphérique (inva-
riance du systéme par toute rotation autour de O). Si p
était uniforme, la charge Q de la boule serait le produit de
p par son volume 7, mais ici on doit découper la sphere
de fagon a ce que p(r) reste constant dans un volume

élémentaire.
On peut prendre le volume compris entre deux sphéres de centre O, et de

rayons ret r+dr. Ce volume vaut d7"=7"(r+dr)—7"(r) ou 7°(r) :%nr3 est le vo-

lume d’une boule de rayon r. On adonc d7” = 4nr?dr, d'ol ;
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R
Q= j p(r)amr3dr .
r=0
Tout l'intérét des différentielles est le passage a une variation infiniment petite.
Si le rayon de la boule subissait un accroissement fini ér, on aurait :

87 =7(r+8r)—7(r) =%n[(r+5r)3 -rﬂ =%n[3r25r+3r(5r)2 +(ar)3} # 4nr2or .
En revanche, d7" = 4rrldr est une relation exacte.

Exemple 3 : volume d’un c6ne

On peut calculer le volume 7° d’un céne de sommet O, by
d’axe Oz, de hauteur H, et de demi-angle au sommet o, en le
découpant en tranches infinitésimales de hauteur dz. Le vo-
lume d’une telle tranche se confond avec celui d’un cylindre

circulaire de hauteur dz et de rayon r, soit d7” = nr?dz.

La encore, ce qui ne serait qu’une approximation pour
un petit accroissement 3z devient rigoureux pour dz infiniment
petit. En effet la différence de volume entre le cylindre et la por-
tion du céne de hauteur dz est de l'ordre de rdrdz, donc c’est

un infiniment petit d’'ordre 2 en dz puisque r = ztana.
H f 1 1
Finalement, 7" = j nrldz= j ntan® oc-zzdz=§7ttan2oc~H3 =§nR2H.
z=0 z=0

Exemple 4 : énergie recue par un conducteur ohmique

Un conducteur chmique de résistance R parcouru par un courant d’intensité i(f)
recoit une puissance instantanée p(t) = Ffiz(t) . Pendant une durée finie Af, le conduc-

teur regoit un travail W, ce qui permet de définir la puissance moyenne P:E regue

pendant At. Pour définir la puissance instantanée a la date f, on effectue le rapport
entre le travail élémentaire W regu entre t et t+dt (attention ! W est une forme
différentielle et pas une différentielle), et la durée dt infinitésimale.

La puissance instantanée, définie par p(t) = Z—Vy , N’est pas une dérivée puisque

W n’est pas une fonction du temps (parler du « travail recu a la date t» n’a pas de
sens ; parler du travail 3W regu entre tet t+dt en a un).

Le travail recu par le conducteur entre {; et t, s’obtient en sommant les travaux

t2 t2
élémentaires : W = jsw = fRi2(t)dt.
t t

1 1





