


Chapitre 1

Introduction au déterminant

Dans ce livre, nous allons avoir besoin de calculer des intégrales. Pour effec-
tuer ces calculs, il est nécessaire de connaître et de savoir calculer un détermi-
nant. Nous allons donc introduire la notion de déterminant dès à présent pour
pouvoir les utiliser dans la suite au moment opportun. Nous avons choisi de
présenter les déterminants non pas uniquement pour savoir les calculer mais
pour comprendre d’où viennent les différentes règles de calculs des détermi-
nants. Nous allons commencer par rappeler quelques définitions dont on va se
servir très souvent dans la suite. En particulier, nous rappelons la notion de
base canonique, la notion de produit scalaire euclidien et hermitien.

R2 = R×R est l’ensemble des couples de réels.
(a, b) ∈ R2. En général, (a, b) ̸= (b, a).
R3 = R×R×R est l’ensemble des triplets de réels.
(a, b, c) ∈ R3.
Rn = R×R× ...×R︸ ︷︷ ︸

n facteurs

est l’ensemble des n-uplets de réels.

Exemple : (a1, a2, a3, a4, a5) ∈ R5.
Les ensembles que nous utilisons le plus souvent sont : R, R2, R3, C, C2, C3.
Rn est un espace vectoriel de dimension n.
Un vecteur −→u de Rn (ou de Cn) peut s’écrire −→u = (x1, x2, ..., xn).
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU DÉTERMINANT

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Définition de la base canonique Rn (ou de Cn)

Vecteurs particuliers de Rn (ou de Cn) :
−→e1 = (1, 0, 0, ..., 0)
−→e2 = (0, 1, 0, ..., 0)
−→e3 = (0, 0, 1, ..., 0)
............................
............................
−→en = (0, 0, 0, ..., 1)

On peut écrire : −→u = x1−→e1 + x2−→e2 + x3−→e3 + .......+ xn−→en.

On dit que (−→e1 ,−→e2 , ...,−→en) constitue une base de Rn (ou de Cn) et x1, x2, ..., xn
sont les composantes de −→u dans cette base.
Il existe d’autres bases de Rn (ou de Cn) mais celle-là est très utile et est
appelée base canonique de Rn (ou de Cn).

1.1.2 Définition du produit scalaire

On définit un produit scalaire euclidien sur Rn de la manière suivante :

si −→u = x1−→e1 + x2−→e2 + x3−→e3 + ...+ xn−→en =
n∑

i=1

xi−→ei

et si −→v = y1−→e1 + y2−→e2 + y3−→e3 + ...+ yn−→en =

n∑
i=1

yi−→ei ,

alors le produit scalaire euclidien de −→u par −→v est :

−→u .−→v =< u|v >= x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn =

n∑
i=1

xiyi.

Remarque :
−→e1 .−→e1 = 1× 1 + 0× 0 + ...+ 0× 0 = 1.
−→e2 .−→e2 = 0× 0 + 1× 1 + ...+ 0× 0 = 1.
.............................................................................
−→en.−→en = 0× 0 + 0× 0 + ...+ 1× 1 = 1.

−→e1 .−→e2 = 1× 0 + 0× 1 + ...+ 0× 0 = 0.
..............................................................................

1.2. APPLICATION LINÉAIRE DE RN DANS RP 11

Plus généralement, −→ei .−→ej = δij =

{
1 si i = j
0 si i ̸= j

; δij est appelé symbole de

Kronecker.

On dit que la base (−→e1 ,−→e2 , ...,−→en) est orthonormée ou orthonormale.

On définit un produit scalaire hermitien sur Cn de la manière suivante :

si −→u = x1−→e1 + x2−→e2 + x3−→e3 + .......+ xn−→en =
n∑

i=1

xi−→ei

et si −→v = y1−→e1 + y2−→e2 + y3−→e3 + .......+ yn−→en =

n∑
i=1

yi−→ei ,

alors le produit scalaire hermitien de −→u par −→v est :

−→u .−→v =< u|v >= x∗1y1 + x∗2y2 + ... + x∗nyn =

n∑
i=1

x∗i yi. x∗i désigne le nombre

complexe conjugué du nombre complexe xi.
On a de même : < −→ei |−→ej >= δij .
Rn est aussi un espace affine (ensemble de points) de dimension n sur R ;
de même, Cn est aussi un espace affine de dimension n sur C (n nombres
complexes z1, z2, ..., zn).

Si O est un point quelconque de Rn (ou de Cn) alors (O,−→e1 ,−→e2 , ...,−→en) est
un repère orthonormé de Rn (ou de Cn).

Si M est un point quelconque de Rn (ou de Cn), les composantes du vec-
teur −−→

OM dans la base (−→e1 ,−→e2 , ...,−→en) sont par définition les coordonnées du
point M dans le repère (O,−→e1 ,−→e2 , ...,−→en).

1.2 Application linéaire de Rn dans Rp

C’est une application f de Rn dans Rp telle que :
pour tout −→u1 ∈ Rn, pour tout −→u2 ∈ Rn, f(−→u1 +−→u2) = f(−→u1) + f(−→u2)
pour tout λ ∈ R, pour tout −→u ∈ Rn, f(λ−→u ) = λf(−→u ).
Exemple : n = 3, p = 2,
f : R3 −→ R2.
(x, y, z) → (2x− y, 3x+ 4z) on a par exemple :
f(4, 5, 6) = (2(4)− 5, 3(4) + 4(6)) = (3, 36).
Montrons que f est linéaire.
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU DÉTERMINANT

Pour tout −→u1 = (x1, y1, z1) ∈ R3, pour tout −→u2 = (x2, y2, z2) ∈ R3,

f(−→u1 +−→u2) = f [(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2)]
= f [(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)]
= (2(x1 + x2)− (y1 + y2), 3(x1 + x2) + 4(z1 + z2))
= ((2x1 − y1) + (2x2 − y2), (3x1 + 4z1) + (3x2 + 4z2))
= (2x1 − y1, 3x1 + 4z1) + (2x2 − y2, 3x2 + 4z2)
= f(x1, y1, z1) + f(x2, y2, z2)
= f(−→u1) + f(−→u2).

Pour tout −→u = (x, y, z) ∈ R3, pour tout λ ∈ R,
f(λ−→u ) = f [λ(x, y, z)] = f(λx, λy, λz) = (2λx− λy, 3λx+ 4λz)

= (λ(2x− y), λ(3x+ 4z)) = λ(2x− y, 3x+ 4z)
= λf(x, y, z) = λf(−→u ).

donc f est une application linéaire de R3 dans R2.

1.3 Forme linéaire sur Rn

C’est une application linéaire de Rn dans R.
Exemple : n = 3,
f : R3 −→ R.
(x, y, z) → 2x− 3y + 4z.
f(1, 2, 3) = 2(1)− 3(2) + 4(3) = 8.

Remarque : l’ensemble des formes linéaires sur Rn est appelé le dual de
Rn et est noté Rn∗.

1.4 Forme bilinéaire sur Rn

C’est une application f de Rn × Rn dans R qui à tout couple (−→u ,−→v ) de
Rn ×Rn fait correspondre le nombre réel f(−→u ,−→v ) et qui est linéaire par rap-
port à −→u lorsque −→v est fixé et linéaire par rapport à −→v lorsque −→u est fixé.
−→u = (x1, x2, ..., xn), et −→v = (y1, y2, ..., yn), on a pour tout −→u ∈ Rn, pour tout
−→
u′ ∈ Rn, pour tout −→v ∈ Rn et pour tout λ ∈ R,
f(−→u +

−→
u′ ,−→v ) = f(−→u ,−→v ) + f(

−→
u′ ,−→v ).

f(λ−→u ,−→v ) = λf(−→u ,−→v ).
Pour tout −→u ∈ Rn, pour tout −→v ∈ Rn, pour tout

−→
v′ ∈ Rn, pour tout µ ∈ R,

f(−→u ,−→v +
−→
v′ ) = f(−→u ,−→v ) + f(−→u ,

−→
v′ ).

1.4. FORME BILINÉAIRE SUR RN 13

f(−→u , µ−→v ) = µf(−→u ,−→v ).
Exemple n = 2,
f : R2 ×R2 −→ R.
(−→u ,−→v ) = ((x1, x2), (y1, y2)) → 2x1y1 − 3x2y2.
Pour tout (−→u ,−→v ) ∈ R2 ×R2, pour tout (

−→
u′ ,

−→
v′ ) ∈ R2 ×R2,

f(−→u +
−→
u′ ,−→v ) = f((x1, x2) + (x′1, x

′
2), (y1, y2)) = f((x1 + x′1, x2 + x′2), (y1, y2))

= 2(x1 + x′1)y1 − 3(x2 + x′2)y2 = 2x1y1 +2x′1y1 − 3x2y2 − 3x′2y2
= 2x1y1 − 3x2y2 + 2x′1y1 − 3x′2y2

= f(−→u ,−→v ) + f(
−→
u′ ,−→v ).

f(λ−→u ,−→v ) = f(λ(x1, x2), (y1, y2)) = f((λx1, λx2), (y1, y2))
= 2(λx1)y1 − 3(λx2)y2 = λ(2x1y1 − 3x2y2) = λf(−→u ,−→v ).

f(−→u ,−→v +
−→
v′ ) = f((x1, x2), (y1, y2) + (y′1, y

′
2)) = f((x1, x2), (y1 + y′1, y2 + y′2))

= 2x1(y1, y
′
1)− 3x2(y2, y

′
2) = 2x1y1 + 2x1y

′
1 − 3x2y2 − 3x2y

′
2

= f(−→u ,−→v ) + f(−→u ,
−→
v′ ).

f(−→u , λ−→v ) = f((x1, x2), λ(y1, y2)) = f((x1, x2), (λy1, λy2))
= 2x1(λy1)− 3x2(λy2) = λ(2x1y1 − 3x2y2) = λf(−→u ,−→v ).

1.4.1 Forme bilinéaire symétrique sur Rn

Une forme bilinéaire f sur Rn est symétrique lorsque :
f(−→v ,−→u ) = f(−→u ,−→v ) pour tout −→u ∈ Rn, pour tout −→v ∈ Rn.
Exemple :
f(−→u ,−→v ) = f((x1, x2), (y1, y2)) = 2x1y1 − 3x2y2.
f(−→v ,−→u ) = f((y1, y2), (x1, x2)) = 2y1x1 − 3y2x2 = f(−→u ,−→v ).

1.4.2 Forme bilinéaire antisymétrique sur Rn

Une forme bilinéaire f sur Rn est antisymétrique lorsque :
f(−→v ,−→u ) = −f(−→u ,−→v ) pour tout −→u ∈ Rn, pour tout −→v ∈ Rn.
Exemple : f(−→u ,−→v ) = f((x1, x2), (y1, y2)) = x1y2 − x2y1.
f(−→v ,−→u ) = f((y1, y2), (x1, x2)) = y1x2 − y2x1 = −(x1y2 − x2y1)

= −f(−→u ,−→v ).
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1.5 Forme trilinéaire sur Rn

C’est une application f de Rn×Rn×Rn dans R qui à tout triplet (−→u ,−→v ,−→w )
de Rn ×Rn ×Rn fait correspondre le nombre réel f(−→u ,−→v ,−→w ) et qui est li-
néaire par rapport à chaque variable lorsque les deux autres sont fixées.
−→u = (x1, x2, ..., xn), −→v = (y1, y2, ..., yn) et −→w = (z1, z2, ..., zn).
On a donc pour tous −→u ,−→v ,−→w ∈ Rn et pour tout λ ∈ R,
f(−→u +

−→
u′ ,−→v ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(

−→
u′ ,−→v ,−→w ).

f(λ−→u ,−→v ,−→w ) = λf(−→u ,−→v ,−→w ).

pour tous −→u ,−→v ,
−→
v′ ,−→w ∈ Rn et pour tout µ ∈ R,

f(−→u ,−→v +
−→
v′ ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(−→u ,

−→
v′ ,−→w ).

f(−→u , µ−→v ,−→w ) = µf(−→u ,−→v ,−→w ).

pour tout −→u ,−→v ,−→w ,
−→
w′ ∈ Rn et pour tout ν ∈ R,

f(−→u ,−→v ,−→w +
−→
w′) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(−→u ,−→v ,

−→
w′).

f(−→u ,−→v , ν−→w ) = νf(−→u ,−→v ,−→w ).

1.5.1 Forme trilinéaire symétrique sur Rn

On rappelle qu’une permutation de −→u ,−→v ,−→w est une bijection 1 de {−→u ,−→v ,−→w }
dans lui-même ; il y a 3! = 6 permutations en tout :
−→u −→ −→u −→u −→ −→u −→u −→ −→v −→u −→ −→v −→u −→ −→w −→u −→ −→w
−→v −→ −→v −→v −→ −→w −→v −→ −→u −→v −→ −→w −→v −→ −→v −→v −→ −→u
−→w −→ −→w −→w −→ −→v −→w −→ −→w −→w −→ −→u −→w −→ −→u −→w −→ −→v

On écrit ces permutations :
−→u−→v −→w
−→u−→w−→v
−→v −→u−→w
−→v −→w−→u
−→w−→v −→u
−→w−→u−→v

1. Application : chaque élément de l’ensemble de départ a une image et une seule dans
l’ensemble d’arrivée ; si, de plus, chaque élément de l’ensemble d’arrivée a un antécédent et
un seul dans l’ensemble de départ, alors l’application est bijective. Application surjective :
application telle que chaque élément de l’ensemble de d’arrivée a au moins un antécédent
dans l’ensemble de départ. Application injective : application telle que chaque élément de
l’ensemble de d’arrivée a au plus un antécédent dans l’ensemble de départ.

1.5. FORME TRILINÉAIRE SUR RN 15

L’ensemble de ces permutations est noté σ3 car il y a 3 vecteurs.
σ désigne l’une quelconque des 6 permutations.
Une forme trilinéaire f est symétrique lorsque :
f(σ(−→u ), σ(−→v ), σ(−→w )) = f(−→u ,−→v ,−→w ) pour tout σ ∈ σ3, soit :
f(−→u ,−→v ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ),
f(−→u ,−→w ,−→v ) = f(−→u ,−→v ,−→w ),
f(−→v ,−→u ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ), ....

Exemple sur R4 : −→u




x1
x2
x3
x4


, −→v




y1
y2
y3
y4


, −→w




z1
z2
z3
z4




f(−→u ,−→v ,−→w ) = x1y1z1.

1.5.2 Forme trilinéaire antisymétrique sur Rn

Une forme trilinéaire f sur Rn est antisymétrique lorsque :
f(σ(−→u ), σ(−→v ), σ(−→w )) = ε(σ)f(−→u ,−→v ,−→w ) pour tout σ ∈ σ3.
ε(σ) désigne la signature de la permutation.
Si νσ désigne le nombre d’inversions de σ, alors ε(σ) = (−1)νσ .

Exemples :
1 u −→ u 1
2 v −→ v 2
3 w −→ w 3
aucune inversion : νσ = 0 donc ε(σ) = (−1)0 = 1

1 u −→ u 1
2 v −→ w 3
3 w −→ v 2
une inversion : νσ = 1 donc ε(σ) = (−1)1 = −1

1 u −→ v 2
2 v −→ u 1
3 w −→ w 3
une inversion : νσ = 1 donc ε(σ) = (−1)1 = −1

1 u −→ v 2
2 v −→ w 3
3 w −→ u 1
deux inversions : νσ = 2 donc ε(σ) = (−1)2 = +1
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1.5 Forme trilinéaire sur Rn
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−→
u′ ,−→v ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(

−→
u′ ,−→v ,−→w ).

f(λ−→u ,−→v ,−→w ) = λf(−→u ,−→v ,−→w ).
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−→
v′ ,−→w ∈ Rn et pour tout µ ∈ R,
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−→
v′ ,−→w ) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(−→u ,

−→
v′ ,−→w ).

f(−→u , µ−→v ,−→w ) = µf(−→u ,−→v ,−→w ).

pour tout −→u ,−→v ,−→w ,
−→
w′ ∈ Rn et pour tout ν ∈ R,

f(−→u ,−→v ,−→w +
−→
w′) = f(−→u ,−→v ,−→w ) + f(−→u ,−→v ,

−→
w′).
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1.7 Déterminant d’une suite de vecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R ou C.
Soit (−→a1,−→a2, ...,−→an) une base de En. Soit f une forme n-linéaire alternée sur
En. Soit (−→u1,−→u2, ...−→un) une suite de vecteurs de En.

1.7.1 Cas particulier n = 2

Soit (−→a1,−→a2) une base de E2. Soit f une forme bilinéaire alternée sur E2. Pour
simplifier l’écriture des calculs, (−→a1,−→a2) sera remplacée par (−→a ,

−→
b ).

Soit (−→u1,−→u2) une suite de vecteurs de E2. Pour simplifier l’écriture des calculs,
(−→u1,−→u2) sera remplacée par (−→u ,−→v ).
−→u = α−→a + β

−→
b

−→v = γ−→a + µ
−→
b

f(−→u ,−→v ) = f(α−→a + β
−→
b , γ−→a + µ

−→
b )

= αf(−→a , γ−→a + µ
−→
b ) + βf(

−→
b , γ−→a + µ

−→
b )

par linéarité par rapport à la première coordonnée.
= α[f(−→a , γ−→a ) + f(−→a , µ

−→
b )] + β[f(

−→
b , γ−→a ) + f(

−→
b ,−→µ−→

b )]
par linéarité par rapport à la seconde coordonnée.
= αγf(−→a ,−→a ) + αµf(−→a ,

−→
b ) + βγf(

−→
b ,−→a ) + βµf(

−→
b ,

−→
b )

=
−→
0 + αµf(−→a ,

−→
b )− βγf(−→a ,

−→
b ) +

−→
0 car f alternée.

On a donc :

f(−→u ,−→v ) = (αµ− βγ)f(−→a ,
−→
b ) (1.1)

Posons g(−→u ,−→v ) = αµ− βγ
g(α−→a + β

−→
b , γ−→a + µ

−→
b ) = αµ− βγ

On démontre aisément que g est une forme bilinéaire alternée sur E2

L’égalité (1.1) permet d’écrire :
Pour tout (−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u ,−→v ) = g(−→u ,−→v )f(−→a ,

−→
b ),

soit f(−→u ,−→v ) = f(−→a ,
−→
b )g(−→u ,−→v )

f(−→a ,
−→
b ) est un scalaire élément de R ou C.

On peut écrire :

f = f(−→a ,
−→
b )g (1.2)

De plus, si α = 1, β = 0, γ = 0, et µ = 1.
g(1−→a +0

−→
b , 0−→a +1

−→
b ) = 1(1)−0(0) = 1 donc g(−→a ,

−→
b ) = 1 donc g(−→a ,

−→
b ) ̸= 0

L’égalité (1.2) montre que toute forme bilinéaire alternée sur E2 est de la forme
λg où λ = f(−→a ,

−→
b ). Réciproquement, pour tout λ ∈ R ou λ ∈ C, λg est une

forme bilinéaire alternée sur E2. Par suite, l’espace vectoriel des formes bili-
néaires alternées sur E2 est de dimension 1 et {g} en est une base.
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1.6 Forme p-linéaire sur Rn

Plus généralement : on dit qu’une forme est p-linéaire sur Rn si elle est linéaire
par rapport à chaque variable lorsque les p− 1 autres sont fixées.

1.6.1 Forme p-linéaire symétrique sur Rn (ou sur Cn)

Une forme p-linéaire sur Rn est symétrique si et seulement si :
f(−→u σ(1),

−→u σ(2), ...,
−→u σ(p)) = f(−→u1,−→u2, ...,−→up) pour tout σ ∈ σp.

1.6.2 Forme p-linéaire antisymétrique sur Rn (ou sur Cn)

Une forme p-linéaire sur Rn est antisymétrique si et seulement si :
f(−→u σ(1),

−→u σ(2), ...,
−→u σ(p)) = ε(σ)f(−→u1,−→u2, ...,−→up) pour tout σ ∈ σp.

1.6.3 Forme p-linéaire alternée sur Rn (ou sur Cn)

Une forme p-linéaire sur Rn est alternée sur Rn si quels que soient les vec-
teurs −→u1,−→u2, ...,−→up de Rn, f(−→u1,−→u2, ...,−→up) = 0 lorsque 2 au moins des vecteurs
−→u1,−→u2, ...,−→up sont égaux.

Remarque importante :
Si f est p-linéaire alternée sur Rn (ou sur Cn) alors f est p-linéaire antisymé-
trique sur Rn (ou sur Cn).
Réciproquement, si f est p-linéaire antisymétrique sur Rn (ou sur Cn) alors
f est p-linéaire alternée sur Rn (ou sur Cn).
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