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AVANT-PROPOS

Ce livre est fondé, en grande partie, sur les notes des différents cours que j’ai donné pro-
gressivement, période par période, à l’Université Pierre et Marie Curie (UPMC) entre 1996
et 2017.

À l’origine du projet se trouvent mes anciens étudiants ; Axel Courtat et Gaëtan Gauthier
qui ont fortement apprécié les cours et ont beaucoup insisté sur l’idée de transformer les
notes de mes cours en un livre. Finalement, ils m’ont convaincu de l’utilité d’un tel ouvrage
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développé, Jérome et moi, une grande majorité des exercices des chapitres 1 à 3 et une partie
des cours sur les équations différentielles (chapitre 2).
Une autre contribution importante dans ces enseignements est dûe à Paul Ravary et Richard
Wilson qui ont développé des exercices de la partie probabilité (chapitre 6). J’ai beaucoup
appris à leur contact.

L’ambiance dans mon laboratoire (LPTHE), à Jussieu, a été également très positive, encou-
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le soutien de tout genre pendant mon travail sur le livre.
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livre, ont été tapées et préparées à partir de mes notes manuscrites en format "brouillon", par
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les articles de recherche, au cours de ma carrière, ceci en trois langues (plus LATEX), tout en
corrigeant les fautes dans les équations. Grand merci à elle.

Vladimir Dotsenko
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Au cours de notre formation universitaire, nous avons suivi et appliqué, de manière régu-
lière et approfondie, l’ensemble des méthodes proposées dans cet ouvrage. L’intérêt de ces
méthodes mathématiques est qu’elles furent développées en premier lieu pour la résolution
pratique des équations rencontrées lors d’études concrètes en physique, tant théoriques qu’ex-
périmentales. Il est impossible de comprendre les bases des théories physiques (électroma-
gnétisme, physique statistique, physique quantique, etc.) sans une bonne compréhension des
mathématiques sur lesquelles elles reposent. Ces méthodes mathématiques pour la physique
ont la volonté de rendre accessible aux étudiants le langage de la physique actuelle. Cela
se fait autour de notions, d’exemples d’illustration et d’exercices d’application de difficulté
croissante, dont certains sont directement appliqués à des phénomènes physiques. C’est cette
construction qui fait la grande force de ces méthodes.

Pour ma part (Axel Courtat), ces méthodes m’ont été et me sont encore d’une utilité pri-
mordiale lors de ma formation en physique théorique. Je travaille avec ces méthodes depuis
quatre ans, dans l’ordre qui est présenté dans ce livre. Elles m’ont d’abord servi de manière
cruciale tout au long de mes études, pour la résolution mathématique des nombreuses équa-
tions que l’on trouve dans tous les enseignements d’une formation en physique. Mais elles
m’ont été tout aussi utile lors des différents stages de recherche que j’ai effectué, sur des su-
jets théoriques d’un niveau bien plus élevé que celui requis pour les apprendre. Ces méthodes
ne se limitent pas à cet ouvrage et m’ont apporté une aisance calculatoire indispensable.

Pour ma part (Gaëtan Gauthier), j’ai été confronté l’ensemble à des méthodes présentées
dans ce livre, de nombreuses fois, depuis que je les ai découvertes, depuis quatre ans pendant
mes études en physique. Elle jouent un rôle crucial dans le développement et la traduction
de l’Univers en équations. Mon parcours est plus expérimental mais ces méthodes m’ont été
et me sont encore extrêmement utiles. Pour comprendre et appliquer les méthodes mathéma-
tiques, la répétition est un principe clé (surtout lorsque le problème se complexifie).

Bonne lecture,
A. Courtat & G. Gauthier

Cette seconde édition du livre a fait l’objet de plusieurs ajouts :
1. Remarque sur le d’alembertien, (section 1.8.1)

2. Identités de Green (section 1.9)

3. Application physique de l’analyse complexe (sous-section 7.4.8)

4. Et surtout, le 11e chapitre qui contient des sujets d’examens corrigés relatifs à tous les
chapitres du livre.

Ces sujets d’examens corrigés constituent un vaste terrain supplémentaire pour s’entraîner
sur les méthodes présentes dans le livre.



Chapitre 1

ANALYSE VECTORIELLE

1.1 Rappel, définitions

1.1.1 Systèmes de coordonnées
Un point P dans l’espace réel à trois dimensions spatiales R3, sera représenté par un vecteur
�r = �OP, avec des composantes (x,y,z) qui sont les coordonnées cartésiennes de ce point,
(Figure 1.1) :

�OP ≡�r =




x
y
z


 (1.1.1.1)

O

x

y

z

P(x,y,z)

r

FIGURE 1.1 – Coordonnées cartésiennes dans l’espace R3.
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Dans les coordonnées sphériques, ce même point sera représenté par les paramètres (r,θ ,φ),
(Figure 1.2), tels que :

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = arctan

√
x2 + y2

z
= arcsin

√
x2 + y2√

x2 + y2 + z2

φ = arctan
y
x
= arcsin

y√
x2 + y2

(1.1.1.2)

O

r

x

y

z

P(r,θ,φ)

θ

φ

cosφ

φy = r sin    sin 

z = r cos   θ

x = r sin θ

θ

FIGURE 1.2 – Coordonnées sphériques.

Dans les coordonnées cylindriques le vecteur�r représentant ce même point P, aura comme
paramètres (ρ,φ ,z), (Figure 1.3), définis tels que :

ρ =
√

x2 + y2

φ = arctan
x
y
= arcsin

y√
x2 + y2

z = z (1.1.1.3)

Dans le cas de l’espace réel à deux dimensions spatiales R2, le point P sera représenté par un
vecteur �ρ , avec des composantes (x,y) qui sont les coordonnées cartésiennes de ce point,
(Figure 1.4) :

�OP =�ρ =

(
x
y

)
(1.1.1.4)

Dans les coordonnées polaires (dans R2), ce même point sera représenté par les paramètres
(ρ,φ), (Figure 1.5), tels que :

ρ =
√

x2 + y2

φ = arctan
x
y
= arcsin

y√
x2 + y2

(1.1.1.5)
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O

r

x

y

z

φ

z=z

x=   cos

y=   sin

ρ

ρ

φ

φ

z

ρ ρφP(  ,  ,z)

FIGURE 1.3 – Coordonnées cylindriques.

O

y

x

P(x,y)

ρ

FIGURE 1.4 – Coordonnées cartésiennes dans l’espace R2.

1.1.2 Fonctions scalaires et fonctions vectorielles
Une fonction f (�r)≡ f (x,y,z) définie dans R3, est une règle particulière qui fait correspondre
les points de R3 et les nombres réels (ou complexes). Symboliquement :

f (�r)≡ f (x,y,z) : R3 → R (ou C) (1.1.2.1)

Exemples

1.
f (�r) =

1
r
≡ 1√

x2 + y2 + z2
(1.1.2.2)

représente le potentiel de Coulomb, en électrostatique (U(r) = 1
4πε0

q
r ), produit par la

charge électrique ponctuelle placée à l’origine (nous avons posé q/4πε0 → 1, pour
simplifier les formules).
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O

ρ

x

y

P(ρ,φ)

φ

ρ φy=    sin

x=    cosρ φ

FIGURE 1.5 – Coordonnées polaires dans l’espace R2.

2.
g(�r) =

1
a2 + r2 ≡ 1

a2 + x2 + y2 + z2 (1.1.2.3)

a est un paramètre réel constant.
3.

h(�r) =
�p ·�r
r3 ≡

pxx+ pyy+ pzz
(x2 + y2 + z2)3/2 (1.1.2.4)

où �p = (px, py, pz) est un paramètre vectoriel (l’ensemble de trois paramètres réels que
nous notons px, py, pz), h(�r) est un potentiel électrique créé par un petit dipôle placé à
l’origine et �p ·�r est un produit scalaire usuel.

Dans la suite, nous allons appeler f (�r) fonction scalaire pour la différencier des fonctions
vectorielles que l’on peut également définir dans l’espace R3. Une fonction vectorielle (ou
un champ de vecteurs, dans la terminologie des physiciens) �A(�r) ≡ �A(x,y,z) définie dans
R3, est une règle particulière qui fait correspondre les points de R3 et les points d’un autre
espace R3, ou du même espace.

�A(�r)≡ �A(x,y,z) =




Ax(x,y,z)
Ay(x,y,z)
Az(x,y,z)


 (1.1.2.5)

En d’autres termes, une fonction vectorielle est un ensemble de trois fonctions scalaires,
notées Ax(x,y,z), Ay(x,y,z) et Az(x,y,z).

Exemples

1.
�E(�r) =

�r
r3 (1.1.2.6)

Détaillons :

�E(�r) =
1
r3




x
y
z


=




x
r3
y
r3
z
r3


=




x
(x2+y2+z2)3/2

y
(x2+y2+z2)3/2

z
(x2+y2+z2)3/2


 (1.1.2.7)
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Dans cet exemple Ex(x,y,z) = x/(x2 + y2 + z2)3/2, etc. �E(�r) est un champ électrique
créé par une charge ponctuelle placée à l’origine (toujours en admettant que q/4πε0 →
1).

2.
�G(�r) =

2�r
(a2 + r2)2 (1.1.2.8)

Il est évident que dans le cas de l’espace bidimensionnel R2, une fonction vectorielle sera de
la forme :

�B(�ρ)≡ �B(x,y) =
(

Bx(x,y)
By(x,y)

)
(1.1.2.9)

qui correspond à un ensemble de deux fonctions scalaires dans R2.

Exemple

�B(�ρ) =
�ρ
ρ2 =

1
ρ2

(
x
y

)
=

(
x

ρ2
y

ρ2

)
=

(
x

x2+y2
y

x2+y2

)
(1.1.2.10)

1.2 Bases mobiles dans les coordonnées curvilignes

1.2.1 Rappel sur la base des coordonnées cartésiennes
Dans les coordonnées cartésiennes, un vecteur quelconque �p de composantes (px, py, pz) peut
être représenté soit sous la forme présentée dans la section précédente, c’est-à-dire par une
colonne :

�p =




px
py
pz


 (1.2.1.1)

soit sous la forme d’une décomposition dans les vecteurs de la base :

�p = px�ex + py�ey + pz�ez (1.2.1.2)

Les vecteurs�ex,�ey,�ez, montrés dans la Figure 1.6, forment une base orthonormée de coor-
données cartésiennes, à savoir :

‖�ex‖= ‖�ey‖= ‖�ez‖= 1
�ex ·�ey =�ey ·�ez =�ez ·�ex = 0 (1.2.1.3)

‖�ex‖ représente le module (aussi la norme, ou encore longueur) du vecteur�ex :

‖�ex‖2 =�ex ·�ex, ‖�ex‖=
√
�ex ·�ex (1.2.1.4)

Très souvent, les vecteurs�ex,�ey,�ez de la base de coordonnées cartésiennes sont notés respec-
tivement�i, �j,�k, c’est-à-dire :

�ex ≡�i, �ey ≡ �j, �ez ≡�k (1.2.1.5)
La forme (1.2.1.1) du vecteur �p, représenté sous la forme d’une colonne des composantes
px, py, pz, correspond implicitement à la décomposition (équation (1.2.1.2)) de �p dans les
vecteurs de la base.
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O

p

ex

ey

ez

p
x

p
y

p
z

z

y

x

x x y y z
p = p e + p e + p e

z

FIGURE 1.6 – Décomposition d’un vecteur �p quelconque dans l’espace R3 sur la base carté-
sienne formée par les vecteurs (�ex,�ey,�ez).

1.2.2 Bases mobiles des coordonnées curvilignes
Lorsque la symétrie du problème est appropriée, il est parfois plus facile de faire des cal-
culs avec d’autres coordonnées. Par exemple les coordonnées sphériques et cylindriques sont
souvent utilisées dans le cas de l’espace R3. Dans l’espace R2, les coordonnées polaires sont
employées très souvent.
Par la suite nous allons définir des bases orthonormées qui permettent de décomposer les
vecteurs, afin de les exprimer selon ces coordonnées. Autrement dit, nous allons définir des
bases qui remplacent la suite des vecteurs (�ex,�ey,�ez) des coordonnées cartésiennes.
Nous nous placerons dans un premier temps dans le cadre plus général des coordonnées
curvilignes quelconques de l’espace R3, mais qui sont soumises à la condition qu’elles soient
localement orthogonales. Si (u1, u2, u3) sont ces nouvelles coordonnées, alors l’orthogonalité
locale implique que les vecteurs suivants soient orthogonaux entre eux :

�e1 =
∂�r

∂u1
, �e2 =

∂�r
∂u2

, �e3 =
∂�r

∂u3
(1.2.2.1)

Dans l’équation (1.2.2.1), �r est censé s’exprimer en fonction des nouvelles coordonnées :
�r =�r(u1, u2, u3) = (x(u1,u2,u3),y(u1,u2,u3),z(u1,u2,u3)).
Prenons un exemple simple, celui de l’espace bidimensionnel R2 et des coordonnées polaires.
Nous notons�ρ les vecteurs qui représentent les points d’espace R2, au lieu de�r de R3. Alors :

�ρ =

(
x
y

)
=

(
ρ cosφ
ρ sinφ

)
(1.2.2.2)

ρ et φ étant les coordonnées polaires, curvilignes, de l’espace R2. Les vecteurs �e1 et �e2,
analogues aux vecteurs de l’équation (1.2.2.1), sont déterminés comme suit :

�e1 ≡�eρ =
∂�ρ
∂ρ

=
∂

∂ρ

(
ρ cosφ
ρ sinφ

)
=

(
cosφ
sinφ

)
(1.2.2.3)

�e2 ≡�eφ =
∂�ρ
∂φ

=
∂

∂φ

(
ρ cosφ
ρ sinφ

)
=

(
−ρ sinφ
ρ cosφ

)
(1.2.2.4)
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Ces vecteurs sont montrés dans la Figure 1.7. Ils sont orthogonaux entre eux, en tout point �ρ
de l’espace R2.

O

ρ

φ

e

eρ

φ

y

x

FIGURE 1.7 – Base mobile (�eρ ,�eφ ) des coordonnées polaires.

Il est également facile de déterminer les vecteurs �e1, �e2, �e3 (équation (1.2.2.1)) pour des
coordonnées sphériques et cylindriques de l’espace R3.
Pour les coordonnées sphériques de la Figure 1.2 :

�e1 ≡�er =
∂�r
∂ r

=
∂
∂ r




r sinθ cosφ
r sinθ sinφ

r cosθ


=




sinθ cosφ
sinθ sinφ

cosθ


 (1.2.2.5)

�e2 ≡�eθ =
∂�r
∂θ

=
∂

∂θ




r sinθ cosφ
r sinθ sinφ

r cosθ


=




r cosθ cosφ
r cosθ sinφ
−r sinθ


 (1.2.2.6)

�e3 ≡�eφ =
∂�r
∂φ

=
∂

∂φ




r sinθ cosφ
r sinθ sinφ

r cosθ


=



−r sinθ sinφ
r sinθ cosφ

0


 (1.2.2.7)

Ces vecteurs sont montrés dans la Figure 1.8. Il est facile de vérifier qu’ils sont orthogonaux
pour tout�r (tous r, θ , φ ).
Pour les coordonnées cylindriques (Figure 1.3) on trouve :

�e1 ≡�eρ =
∂�r
∂ρ

=
∂

∂ρ




ρ cosφ
ρ sinφ

z


=




cosφ
sinφ

0


 (1.2.2.8)

�e2 ≡�eφ =
∂�r
∂φ

=
∂

∂φ




ρ cosφ
ρ sinφ

z


=



−ρ sinφ
ρ cosφ

0


 (1.2.2.9)

�e3 ≡�ez =
∂�r
∂ z

=
∂
∂ z




ρ cosφ
ρ sinφ

z


=




0
0
1


 (1.2.2.10)

voir la Figure 1.9. Ces vecteurs sont orthogonaux entre eux.
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O

x

y

z

θ

φ

e

er

eφ

θ

r

FIGURE 1.8 – Base mobile (�er,�eθ ,�eφ ) des coordonnées sphériques.

O

r

x

y

z

φ

z

ρ

ez

eφ

eρ

FIGURE 1.9 – Base mobile (�eρ ,�eφ ,�ez) des coordonnées cylindriques.

Revenons au cadre général des coordonnées curvilignes quelconques u1, u2, u3 (localement
orthogonales) et des vecteurs �e1, �e2, �e3 (équation (1.2.2.1)). Ces vecteurs forment une base
locale, ou une base mobile, pour un point d’espace donné (Figure 1.10). Elle sert à décompo-
ser les vecteurs : à les exprimer dans ces coordonnées. Cette base est censée être orthogonale
mais elle n’est pas nécessairement normée. Autrement dit, en général ‖�ei‖ �= 1, i = 1,2,3.
Les échelles le long des axes de cette base locale sont définies par les modules (longueurs)
des vecteurs {�ei}. Nous allons les noter ei ≡ ‖�ei‖, i = 1,2,3. Ces quantités sont appelées
facteurs d’échelle ou facteurs géométriques des coordonnées curvilignes correspondantes.
Nous introduisons également les vecteurs normés de cette base locale :

�̂e1, �̂e2, �̂e3 (1.2.2.11)
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O

r

x

y

z

e1

e2

e3

FIGURE 1.10 – Base mobile des coordonnées quelconques u1, u2, u3, au point�r dans R3.

‖�̂e1‖= ‖�̂e2‖= ‖�̂e3‖= 1, de telle façon que :

�̂e1 =
�e1

e1
, �̂e2 =

�e2

e2
, �̂e3 =

�e3

e3
,

�e1 = e1�̂e1, �e2 = e2�̂e2, �e3 = e3�̂e3 (1.2.2.12)

Pour des coordonnées sphériques on trouve, à partir des équations (1.2.2.5)–(1.2.2.7), les
facteurs géométriques suivants :

e1 ≡ er = 1, e2 ≡ eθ = r, e3 ≡ eφ = r sinθ (1.2.2.13)

Pour des coordonnées cylindriques (équations (1.2.2.8)–(1.2.2.10)), on obtient :

e1 ≡ eρ = 1, e2 ≡ eφ = ρ, e3 ≡ ez = 1 (1.2.2.14)

Observons par ailleurs que le volume élémentaire, ou la mesure d’intégration, dans les
intégrales dans l’espace R3, est égal au produit des facteurs géométriques multipliés par les
différentielles des coordonnées. Dans le cas général des coordonnées curvilignes orthogo-
nales :

dV ≡ d3�r = e1e2e3du1du2du3 (1.2.2.15)

Les notations dV et d3�r sont équivalentes. Les deux sont utilisées couramment dans la litté-
rature physique.

En effet, on peut réécrire les équations (1.2.2.1), qui définissent les vecteurs {�ei}, de la ma-
nière suivante :

d�r(1) =�e1du1, d�r(2) =�e2du2, d�r(3) =�e3du3 (1.2.2.16)

où les petits vecteurs d�r(i), i = 1,2,3, représentent les petits déplacements, à partir du point�r
dans R3, qui correspondent à des variations des coordonnées dui, i= 1,2,3. Les trois vecteurs
d�r(1), d�r(2), d�r(3) sont orthogonaux entre eux, étant proportionnels aux vecteurs�e1,�e2,�e3 de la
base locale. Le volume élémentaire (dans des intégrales) s’obtient par le produit des longueurs
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des trois vecteurs {d�r(i)} (équation (1.2.2.16)), ce qui nous donne la mesure d’intégration
dans l’équation (1.2.2.15).
Dans les coordonnées sphériques :

dV ≡ d3�r = ereθ eφ dr dθ dφ = r2 sinθ dr dθ dφ (1.2.2.17)

Dans les coordonnées cylindriques :

dV ≡ d3�r = eρ eφ ez dρ dφ dz = ρ dρ dφ dz (1.2.2.18)

Finalement, les bases mobiles orthonormées de coordonnées sphériques et cylindriques sont
formées par les vecteurs

�̂er =
�er

er
, �̂eθ =

�eθ
eθ

, �̂eφ =
�eφ

eφ
(1.2.2.19)

et

�̂eρ =
�eρ

eρ
, �̂eφ =

�eφ

eφ
, �̂ez =

�ez

ez
(1.2.2.20)

Selon la base cartésienne, les vecteurs de la base mobile orthonormée de coordonnées
sphériques, s’expriment comme suit :

�̂er =




sinθ cosφ
sinθ sinφ

cosθ


 , �̂eθ =




cosθ cosφ
cosθ sinφ
−sinθ


 , �̂eφ =



−sinθ sinφ
sinθ cosφ

0


 (1.2.2.21)

Ou encore :

�̂er = sinθ cosφ�ex + sinθ sinφ�ey + cosθ�ez

�̂eθ = cosθ cosφ�ex + cosθ sinφ�ey − sinθ�ez

�̂eφ =−sinθ sinφ�ex + sinθ cosφ ey +0�ez (1.2.2.22)

Tandis que les vecteurs de la base mobile orthonormée de coordonnées cylindriques, s’ex-
priment selon la base cartésienne tels que :

�eρ =




cosφ
sinφ

0


 , �eφ =



−ρ sinφ
ρ cosφ

0


 , �ez =




0
0
1


 (1.2.2.23)

ou de manière équivalente

�̂eρ = cosφ�ex + sinφ�ey +0�ez

�̂eφ =−sinφ�ex + cosφ�ey +0�ez

�̂ez = 0�ex +0�ey +�ez (1.2.2.24)

Il est évident que la base mobile orthonormée de coordonnées polaires est formée par les
vecteurs :

�̂eρ =

(
cosφ
sinφ

)
, �̂eφ =

(
−sinφ
cosφ

)
(1.2.2.25)

également sous la forme suivante

�̂eρ = cosφ�ex + sinφ�ey

�̂eφ =−sinφ�ex + cosφ�ey (1.2.2.26)
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Par la suite nous n’allons utiliser que des bases orthonormées. Pour simplifier les écritures,
une fois les vecteurs définis par les méthodes exposées précédemment, nous allons supprimer
les accents circonflexes des vecteurs des bases �̂er →�er, �̂eθ →�eθ etc.

1.2.3 Les relations entre les vecteurs des bases de coordonnées carté-
siennes, cylindriques et sphériques

D’après les projections orthogonales des figures 1.11 et 1.12 on trouve les décompositions
suivantes :

�eρ = cosφ�ex + sinφ�ey

�eφ =−sinφ�ex + cosφ�ey (1.2.3.1)

dans le plan (x,y) (Figure 1.11), et

�er = sinθ�eρ + cosθ�ez

�eθ = cosθ�eρ − sinθ�ez (1.2.3.2)

dans le plan méridien (Figure 1.12).

φ

ρ

φ

eρ

y

xO

e

ex

y
e

FIGURE 1.11 – Plan (x,y).

Nous observons que les décompositions inverses s’obtiennent par la transposition des ma-
trices des coefficients dans les équations (1.2.3.1) et (1.2.3.2). On trouve :

�ex = cosφ�eρ − sinφ�eφ

�ey = sinφ�eρ + cosφ�eφ (1.2.3.3)

et

�eρ = sinθ�er + cosθ�eθ

�ez = cosθ�er − sinθ�eθ (1.2.3.4)
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FIGURE 1.12 – Le plan méridien, dans cette figure, est le plan qui passe par l’axe z et le
vecteur�r dans les figures 1.8 et 1.9. Autrement dit, le plan méridien est le plan (x,z) tourné
selon l’angle φ autour de l’axe z des figures 1.8 et 1.9. La variable ρ de l’axe horizontal
correspond à la distance de l’axe z, sur le plan.

En effet, les décompositions dans les équations (1.2.3.1) et (1.2.3.3) peuvent être réécrites
comme suit :

�eρ = (�eρ ·�ex)�ex +(�eρ ·�ey)�ey

�eφ = (�eφ ·�ex)�ex +(�eφ ·�ey)�ey (1.2.3.5)

et

�ex = (�ex ·�eρ)�eρ +(�ex ·�eφ )�eφ

�ey = (�ey ·�eρ)�eρ +(�ey ·�eφ )�eφ (1.2.3.6)

Les produits scalaires sont symétriques : (�ex ·�eρ) = (�eρ ·�ex), etc. En comparant les deux dé-
compositions on voit clairement que les matrices de coefficients, dans les équations (1.2.3.5)
et (1.2.3.6), sont transposées, l’une par rapport à l’autre.
Autrement, on retrouve les décompositions inverses par les projections correspondantes dans
les figures 1.11 et 1.12 .
De même, les décompositions des vecteurs �ex, �ey, �ez dans la base sphérique �er, �eθ , �eφ s’ob-
tiennent par la transposition de la matrice des coefficients dans l’équation (1.2.2.22). On
trouve :

�ex = sinθ cosφ�er + cosθ cosφ�eθ − sinθ sinφ�eφ

�ey = sinθ sinφ�er + cosθ sinφ�eθ + sinθ cosφ�eφ

�ez = cosθ�er − sinθ�eθ +0�eφ (1.2.3.7)

Observons que l’on peut également retrouver les décompositions (1.2.3.7) par les décompo-
sitions, dans un premier temps, des vecteurs�ex,�ey dans la base de�eρ ,�eφ (équation (1.2.3.3)),
le vecteur�ez restant inchangé. Et ensuite en décomposant les vecteurs�eρ ,�ez dans la base de
�er,�eθ (équation (1.2.3.4)), le vecteur�eφ restant inchangé.
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En résumé, on peut trouver toutes les relations entre les vecteurs des trois bases, cartésienne,
cylindrique et sphérique, en employant les projections orthogonales des figures 1.11 et 1.12 .
Les vecteurs des bases mobiles, de coordonnées cylindriques et sphériques en particulier, ont
initialement été définis dans la section 1.2.2 par les dérivées par rapport aux variables corres-
pondantes. Mais, une fois les orientations de ces vecteurs établies et les facteurs géométriques
déterminés, il est en principe possible de ne se servir que des projections orthogonales pour
obtenir (ou retrouver) les relations entre tous ces vecteurs.

D’une manière générale, concernant les transformations des champs de vecteurs entre les
différentes bases, les relations ci-dessous sont utiles en complément des décompositions des
vecteurs de bases présentées précédemment :

ρ = r sinθ , z = r cosθ (1.2.3.8)
x = ρ cosφ , y = ρ sinφ (1.2.3.9)

r =
√

x2 + y2 + z2, ρ =
√

x2 + y2, r =
√

ρ2 + z2 (1.2.3.10)

�r = x�ex + y�ey + z�ez = r�er (1.2.3.11)
�ρ = x�ex + y�ey = ρ�eρ (1.2.3.12)
− y�ex + x�ey = ρ�eφ (1.2.3.13)
�r = x�ex + y�ey + z�ez =�ρ + z�ez = ρ�eρ + z�ez (1.2.3.14)

1.2.4 Exemples de projections des champs de vecteurs sur des bases mo-
biles

Exemple 1
Soit le champ de vecteurs dans R2 (Figure 1.13)

�v =
(
−y
x

)
≡−y�ex + x�ey (1.2.4.1)

Ses décompositions dans les bases cartésienne et polaire sont montrées sur les figures 1.14 et
1.15.
À partir du champ�v exprimé en coordonnées cartésiennes (équation (1.2.4.1)), on peut passer
vers son expression en coordonnées polaires de manière plus algébrique :

�v =−y�ex + x�ey =−ρ sinφ (cosφ�eρ − sinφ�eφ )+ρ cosφ (sinφ�eρ + cosφ�eφ )

= (ρ sin2 φ +ρ cos2 φ)�eφ = ρ�eφ , �v = ρ�eφ (1.2.4.2)

Nous avons utilisé les décompositions des vecteurs�ex et�ey dans l’équation (1.2.3.3).
On trouve un accord avec la forme du champ�v en coordonnées polaires obtenue de manière
graphique dans la figure 1.15.

Exemple 2
Soit le champ de vecteurs dans R3 (Figure 1.16)

�w(�r) = z�ez (1.2.4.3)

Dans la base cartésienne, sa décomposition est de la forme :

�w(�r) = 0�ex +0�ey + z�ez ≡




0
0
z


 (1.2.4.4)
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y

x

FIGURE 1.13 – Champ de vecteurs �̃v = 1
2 (−y�ex+x�ey) dans R2. Le facteur 1

2 a été ajouté pour
simplifier l’image, la taille de flèches s’accordant plus ou moins à la formule. L’image du
champ�v =−y�ex + x�ey sera la même mais avec des flèches deux fois plus longues.
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de vecteurs v(   )ρ

ρ

v = xy

xv = −y

FIGURE 1.14 – Décomposition du champ de vecteurs�v(�ρ) = −y�ex + x�ey dans la base carté-
sienne (�ex,�ey) de R2.

Ses décompositions graphiques dans les bases mobiles des coordonnées sphériques et cylin-
driques sont données sur les figures 1.17 à 1.19.
Par la méthode algébrique on fait passer le champ �w = z�ez vers les coordonnées sphériques
de la manière suivante :

�w = z�ez = r cosθ (cosθ�er − sinθ�eθ ) = r cos2 θ�er − r cosθ sinθ�eθ

Nous avons utilisé la décomposition (équation (1.2.3.4)) du vecteur�ez dans les vecteurs de la
base sphérique.
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FIGURE 1.15 – Décomposition du champ de vecteurs�v(�ρ) =−y�ex +x�ey dans la base mobile
des coordonnées polaires.
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w( r )

FIGURE 1.16 – Champ de vecteurs �w(�r) = z�ez dans R3.

Exercices

1. Dessiner le champ de vecteurs défini dans le plan par l’expression�v(�r) = x�ex+y�ey. Donner
son expression en coordonnées polaires planes dans la base (�eρ ,�eφ ).

2. Dessiner dans le plan méridien le champ de vecteurs défini dans l’espace par l’expression
�v(�r) = r�eθ . Pourquoi demande-t-on le dessin seulement dans un plan méridien? Donner son
expression en coordonnées cartésiennes dans la base (�ex,�ey,�ez).

3. Soit le champ de vecteurs�v(�r) = x�ex + y�ey +2z�ez. Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (�eρ , �eφ , �ez) puis en coordonnées sphériques dans la base (�er, �eθ ,
�eφ ).

4. Soit le champ de vecteurs�v(�r) = (x2+y2)(�ex+�ey). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (�eρ ,�eφ ,�ez) puis en coordonnées sphériques dans la base (�er,�eθ ,�eφ ).



24 Chapitre 1. ANALYSE VECTORIELLE

O

x

y

z

φ

r

e

e

e

w( r )

(1)

θ

r

φ

θ

FIGURE 1.17 – Le champ de vecteurs �w(�r) = z�ez et la base mobile de coordonnées sphériques.
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FIGURE 1.18 – Le champ �w(�r) = z�ez, montré dans le plan (z,(1)) de la figure 1.17, qui est le
plan méridien de cette figure. Il se décompose dans la base mobile de coordonnées sphériques
comme suit : �w(�r) = zcosθ�er −zsinθ�eθ +0�eφ = r cos2 θ�er −r cosθ sinθ�eθ . C’est-à-dire que
wr = r cos2 θ , wθ =−r cosθ sinθ sont les composantes de �w(�r) par rapport à la base mobile
de coordonnées sphériques.

5. Soit le champ de vecteurs�v(�r) = ρ(�eρ +ρ sinφ�eφ ). Donner son expression en coordonnées
sphériques dans la base (�er,�eθ ,�eφ ) puis en coordonnées cartésiennes dans la base (�ex,�ey,�ez).
6. Soit le champ de vecteurs�v(�r) = r(�er + r sinθ�eθ ). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (�eρ , �eφ , �ez) puis en coordonnées cartésiennes dans la base (�ex, �ey,
�ez).
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FIGURE 1.19 – Décomposition du champ de vecteurs �w(�r) = z�ez dans la base mobile de
coordonnées cylindriques. On a : �w= 0�eρ +0�eφ +z�ez. C’est-à-dire que wρ = 0, wφ = 0, wz = z
sont les composantes de �w(�r) par rapport à la base mobile de coordonnées cylindriques.

Corrections
1. Le dessin est donné dans la figure 1.20. Évidemment que

�v(�r) = ρ�eρ (1.2.4.5)

car
�v(�r) = x�ex + y�ey =�ρ = ρ�eρ (1.2.4.6)

2. Le dessin est donné dans la figure 1.21. Le dessin dans le plan méridien est suffisant car le
champ�v(�r) = r�eθ est de symétrie axiale (ne dépend pas de φ ). Par l’équation (1.2.2.22),

�v(�r) = r�eθ = r (cosθ cosφ�ex + cosθ sinθ�ey − sinθ�ez)

= z cosφ�ex + z sinθ�ey −ρ�ez

= z
x√

x2 + y2
�ex + z

y√
x2 + y2

�ey −
√

x2 + y2�ez

�v(�r) =
1√

x2 + y2
(zx�ex + zy�ey − (x2 + y2)�ez) (1.2.4.7)

3. Le calcul direct, par la substitution des expressions des x, y, z, �ex, �ey, �ez en coordonnées
et vecteurs de la base sphériques serait long, tout en restant faisable. En profitant de la forme
particulière de ce champ de vecteurs, on effectue un calcul plus rapide :

�v(�r) = x�ex + y�ey +2z�ez = x�ex + y�ey + z�ez + z�ez

=�r+ z�ez = r�er + r cosθ (cosθ�er − sinθ�eθ )

�v(�r) = (r+ r cos2 θ)�er − r cosθ sinθ�eθ (1.2.4.8)

en coordonnées sphériques, et
�v(�r) = ρ�eρ +2z�ez (1.2.4.9)

en coordonnées cylindriques.
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FIGURE 1.20 – Dessin du champ�v(�r) = x�ex + y�ey = ρ�eρ dans le plan (x,y).
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FIGURE 1.21 – Dessin du champ de vecteurs�v(�r) = r�eθ dans le plan méridien.

Réponses
4. En coordonnées cylindriques :

�v = ρ2[(cosφ + sinφ)�eρ +(cosφ − sinφ)�eφ ] (1.2.4.10)

En coordonnées sphériques :

�v = r2 sin2 θ [(cosφ + sinφ)sinθ�er

+(cosφ + sinφ)cosθ�eθ +(cosφ − sinφ)�eφ ] (1.2.4.11)

5.

�v = r sin2 θ�er + r sinθ cosθ�eθ + r2 sin2 θ sinφ�eφ (1.2.4.12)

�v = (x− y2)�ex +(y+ xy)�ey (1.2.4.13)




