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CHAPITRE 1

QUELQUES METHODES
POUR BIEN COMMENCER !

Voild un tout petit chapitre pour bien commencer I'année (comme I'an-
nonce si bien son ftitre) afin d’accueillir en BCPST1 nos amis de maths com-
plémentaires comme ceux de maths expertes! Dans ce chapitre, on va voir
(ou revoir pour certains) :

e les raisonnements les plus classiques (un poil de récurrence, un peu de

logique)

e les ensembles et les applications (& dose homéopathique!)
Autant dire que les méthodes que I'on va développer dans ce chapitre se-
ront régulierement réinvesties tout au long de ce livre ! Au boulot les enfants!

1. Un peu de logique!

Un peu de logigque, cela ne fait jamais de mal!

A) Les récurrences

METHODE 1: La récurrence classique

m Principe :
On souhaite démontrer qu’une propriété P(n) dépendant d'un entier natu-
rel n est vraie au-deld d’un certain entier ny. Pour démontrer P(n) par récur-
rence, il faut respecter scrupuleusement ces différentes étapes :
o Etape 1 : Lintroduction.
On énonce clairement la propriété P(n) que I'on va démontrer. On
écrit donc : Pour tout entier naturel n (si on souhaite prouver notre pro-
priété sur N), j'appelle P(n) I'nypothése suivante : "....".
o Etape 2 : L'initialisation.
On démontre que notre propriété est vraie au rang ny. Ce ng est le
plus petit élément pour lequel on veut prouver notre propriété. Si on
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veut la prouver sur N, ng est 0. Si on veut la prouver sur N*, ng est 1...
Attention, il faut prouver P(ny), il ne faut pas I'écrire. On attend donc
une vérification, un calcul...

o Etape 3 : L’'hérédité.
On prouve que notre propriété est héréditaire. Cela veut dire qu’on
la suppose vraie pour un certain rang n avec n un entier supérieur ou
égal d ny et on montre que P(n + 1) est alors vraie. De nouveau, il
ne faut pas écrire P(n + 1) en remplacant n par n + 1, on attend une
gémons’rro’rion !

e Etape 4 : La conclusion.
On écrit cetfte phrase de conclusion : "On a prouvé que P, est vraie
et, pour tout entier naturel n supérieur a ny, P,, implique P,1. P, est
donc vraie pour tout entier naturel n supérieur a ny d’apres le principe
de récurrence."

m Cas d'utilisation :

Dés qu’on voit une propriété dépendant d’un entier, on peut se poser la
question de la récurrence. Ainsi, une question commencant par "Montrer que
pour tout entier naturel n, on a ... " sent fortement la récurrence !

Attention, avant de vous lancer dans une récurrence, essayez toujours le cal-
cul direct (c’est-a-dire prouver directement votre propriété en utilisant une
proposition du cours ou en effectuant un calcul) qui a I'avantage d’étre plus
rapide ! Sile calcul direct n’aboutit pas et qu’on peut enchainer logiquement
P(n) et P(n+ 1) (c’est-a-dire que P(n) apporte une information cruciale sur
P(n + 1)) alors on peut envisager une récurrence.

On retfrouvera souvent ce raisonnement tout au long de ce livre. Notez par
avance un certain nombre de cas classiques ou les récurrences intervien-
dront :

o Suites : Tres tres souvent! Notamment lors de la recherche du terme
général ou pour des histoires de croissance...

o Dérivabilité : Typiquement quand on veut calculer la dérivée nieme
d’une fonction.

e Intégration : Quand on a une suite d’intégrales (I,,)nen que I'on veut
expliciter. Il est alors classique de méler intégration par parties et récur-
rence : On s’en régale d’avance!

e Maitrices : La récurrence intervient surtout pour le calcul de la puis-
sance nt¢me des matrices.

e Polynémes : Quand on a une suite de polynédmes (P, ) ey dont on veut
évaluer le degré ou la parité... De nouveau, on s’en sort par récur-
rence!

¢ Probabilité : La récurrence peut intervenir en proba quand on étudie
une expérience qui se passe en plusieurs étapes et qu’on a besoin de
savoir ce qui s’est passé avant pour pouvoir parler de la nie™e étape
(n tirages sans remise par exemple).

Vous voyez, cela sert de savoir récurer!

m Mise en garde :
Quelques erreurs classiques :
e Démontrer par récurrence une propriété dépendant d’un réel non en-
tier . Cela ne veut rien dire !
e Oublier l'initialisation : Ne pas la faire du tout ou alors supposer P(ng)
vraie ou alors se contenter d’écrire P(no) sans la prouver. A ce moment
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I&, méme si I'initialisation est simple, votre raisonnement ne vaut rien du
tout. Ne méprisez pas l'initialisation, elle peut vous donner une idée sur
la facon dont vous allez relier P(n) et P(n+1).

e Démontrer P(n + 1) en supposant P(n + 1) vraie! Autant dire que vous
n’avez pas alors fait grand chose | Cela vous arrive ouvertement quand
vous utilisez P(n + 1) lors du passage P(n) = P(n + 1). Mais cela vous
arrive aussi de maniére plus subtile quand, lors de I'hérédité, vous ne
supposez pas P(n) vraie pour un certain rang n mais pour tout entier n
supérieur d ny ou A partir d’un certain entier n supérieur a ny. Dans ces
deux cas, vous supposez en particulier P(n + 1) vraie ! La différence est
donc de taille!

e Démontrer P(n + 1) sans utiliser le fait que P(n) est vraie. Cela signi-
fie qu’un calcul direct aurait suffil Ce n“est pas une d’erreur mais une
maladresse qui vous a fait perdre du temps!

e Ecrire P(n) est I'hypothése "Pour tout n entier naturel, blabla..." & la
place de : Pour tout n entier naturel, P(n) est I'hypothése "blabla...".

e Démontrer une proposition indépendante de n comme "(un )nen €st
croissante". Pour démontrer que la suite (un)nen €st croissante par ré-
currence, on introduit, pour tout n entier naturel, P(n) I’hypothése "u,, <

Unp1'
m Exemple :
) ) nn-+1)
Soitn un entier naturel. Montrerque 0 +1+2+---+n = —

Respectons les différentes étapes et on s en sortira frés bien :
¢ Introduction :
Pour tout n entier naturel, on appelle P(n) I'hypothése suivante :

Pln):" 041 +2+-~-+n:w
° Initialisagi%n :]
0=0et ( 2+ ) = 0 donc P(0) est vraie. On peut prouver aussi (Mais

1(1+1):1

ce n’est pas nécessaire) P(0) qui est vraie car0+1 =1 et
o Hérédité :
On suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a:
0+14+24 - 4n+Mm+1)=Mm+1)+0+14+2+4---+n)

n+1)

=Mm+1)+ nn+1) 3 d’apres P(n)

Mm+1)(2+mn)
2

P(n+ 1) est donc vraie si P(n) I'est.

e Conclusion :
P(0) est vraie et, pour tout entier naturel n, P, implique P, 1. P(n)
est donc vraie pour tout entier naturel n d’aprés le principe de ré-
currence.
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METHODE 2 : Autres récurrences

m Principe :

Dans une récurrence, le principe est toujours le méme. |l faut que votre pro-
cessus vous permette de décrire tous les entiers pour lesquels vous souhaitez
démontrer que votre propriété est vraie. On s’explique. Quand vous prouvez :

P(0) est vraie etvn e N,P(n) = P(n+1)

alors vous avez bien prouvé que P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
En effet, P(0) est vraie et P(0) = P(1) donc P(1) est vraie. P(1) est vraie et
P(1) = P(2) donc P(2) est vraie et on poursuit cet infernal processus !

Deux récurrences (4 part la classique bien sGr) gu’on retrouvera assez fré-
quemment :

1. La récurrence forte.
Au passage, on vous signale que la récurrence qu’on a qudlifiée de
classique dans la premiere méthode est qualifiée de faible. La récur-
rence "forte" marche ainsi :
e Etape 1 : L'introduction.

Méme étape que pour la récurrence faible.

Etape 2 : Linitialisation.

Méme étape que pour la récurrence faible.

Etape 3 : L'hérédité.

On fixe n un entier supérieur ou égal d ny. On ne suppose plus P(n)
vraie mais, cette fois-ci, on suppose que P(ng), P(ng + 1), ..., P(n)
sont toutes vraies. On essaye alors de démontrer P(n + 1).

Etape 4 : La conclusion.

On dit alors que P(ng) est vraie et, pour tout entier n supérieur a no,
P(no), -+, P(n) impliquent P(n + 1), P(n) est vraie pour tout entier n
supérieur a ny d’aprés le principe de récurrence forte.

Ceux qui n‘ont pas vu la différence feraient bien de se concentrer : Et
si vous vous déconnectiez de TikTok une petite heure ?

. Larécurrence double.
This is la démarche pour les récurrences doubles :
o Etape 1: Lintroduction.

Méme étape que pour la récurrence faible.

Etape 2 : Linitialisation.

On démontre que P(ny) et P(ny 4+ 1) sont vraies. Tiens, ca change
un peu!

Etape 3 : LUhérédité.

On suppose P(n) et P(n-+1) vraies pour un certain entier n supérieur
a no et on montre que P(n + 2) est alors vraie.

Etape 4 : La conclusion.

On dit alors que P(ng) et P(ny + 1) sont vraies et que, pour tout en-
tier n supérieur a ny, P(n) et P(n + 1) entrainent P(n + 2), P(n) est
alors vraie pour tout entier n supérieur & ny d’apres le principe de
récurrence double.
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On peut s"amuser & décrire les processus pour vérifier que nos récurrences
marchent bien. Faisons-le pour une récurrence double (vous étes assez grands
pour faire de la méme facon la description d’une récurrence forte). Si on
s‘amuse 4 décrire I'algorithme pour s’assurer que notre preuve est valable
pour tous les entiers naturels, cela donne (en supposant ng = 0 ce qui ne
change pas grand chose...) : P(0) et P(1) sont vraies et P(0), P(1) = P(2) donc
P(2) est vraie. P(1) et P(2) sont vraies et P(1),P(2) = P(3) donc P(3) est vraie
et on poursuit ce processus !

m Cas d’utilisation :

Par rapport & la récurrence classique, on fait une récurrence d notre sauce
quand la récurrence classique échoue. Pour la double, ¢c’est quand on a be-
soin de P(n) et P(n+1) pour avoir suffisamment d’information pour démontrer
P(n+2). Pour la forte, c’est quand on a besoin de P(ng), - - - , P(n) pour envisa-
ger P(n+ 1) et qu’on ne parvient pas, juste avec P(n), & démontrer P(n + 1).

m Exemple :

Soit a un réel. On considére la suite (un )nen définie par :
Uy =2, uy =2cos(a) et vn e Nyu, 2 =2cos(a)un1 — Un.

Démontrer que, pour tout entier natureln, on a : u,, = 2cos(na).

Pour tout entier naturel n, on appelle P,, I'hypothése :
"un = 2cos(na)".

Uy =2et2cos(0 x a) =2, Py est donc vraie. u; =2cos(a) et 2cos (1 x a) =
2cos(a), Py est donc vraie.
On suppose P,, et P, 1 vraies pour un certain entier naturel n. On a :

Uny2 =2C0S(a)Un i1 — Up
=2cos(a) x 2cos((n+ 1)a) —2cos(na) d’apres Pet P i1
=4cos(a) (cos(na)cos(a) —sin(na)sin(a)) —2cos(na)
= 2(2cos?(a) — 1) cos(na) — 4 cos(a) sin(a) sin(na)
=2co0s(2a) cos(na) — 2sin(2a) sin(na)
=2cos((2+n)a)

Pni2 est donc vraie si P, et P, 1 le sont.

Po et Py sont vraies et pour tout entier naturel n, P, et P, impliquent
Pni2. P est donc vraie pour tout entfier naturel n d’aprées le principe de
récurrence (double si on veut se la jouer un peul).

m Exemple :

On définit la suite (W) men PAr :
u=1et vmeNun 1= Zuk.
k=0

Soitn un entier naturel non nul, vérifiez que u,, = 2",
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Pour tout n entier naturel non nul, on appelle P(n) I'hypothése suivante :
Pn):"upy =2""""

Comme u; =ug,onau; =1.0r2'" =1 donc P(1) est vraie.
Soit m un certain entier naturel non nul. on suppose que P(1), P(2), ..., P(m)

m
sont toutes vraies. De um.1 = Z W, on déduit :
k=0

m
Um 41 = Up + E Uy
k=1

m

=1+ 25" daprésP(1),--,P(m)
k=1
m—1

=1+ Z 2% avec un p’tit changement de variable!
k=0
17 m
1-2

=1+ (cf. cours sur les suites géométriques)

P(m + 1) est donc vraie si P(1),---,P(m) le sont. P(1) est vraie et, pour tout
entier n naturel non nul, P(1), ---, P(n) impliquent P(n + 1). P(n) est donc
vraie pour tout entier naturel n non nul d’aprés le principe de récurrence
forte.

B) Absurde et contraposée

METHODE 3: Comment exprimer P

On signale qu’on note P la proposition "non P, c’est la proposition qui est
vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est vraie.

m Rappel :
Soient P et Q deux propositions. Voici les propriétés que I'on va utiliser tout le
temps:vV=3,d=Vet:

PefQ=PouQ PouQ=PetQ P—Q=PetQ

On rappelle aussi que :
e (P et Q) vraie veut dire que les propositions P et Q sont toutes les deux
vraies.
e (P ou Q) vraie veut dire qu’au moins une des deux propositions P et Q
est vraie (les deux éventuellement!).
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m Principe :

On souhaite nier une proposition P, cela signifie qu’on cherche une proposi-
fion Q telle que, si Q est vraie alors P est fausse et, si Q est fausse, alors P est
vraie. Pour exprimer cette proposition, on va décomposer P (avec des ou,
des et et des implications) en propositions élémentaires et se servir du rappel
juste au-dessus. On va donc remplacer les ou par des et, les et par des ou,
les "Pour tout" par des "ll existe" et les "Il existe" par des "Pour tout".

m Mise en garde :

1. Réfléchissez bien! Si f est une fonction de R dans R, le contraire de f est
paire n'est pas f est impaire (une fonction peut €tre ni paire ni impaire)
mais il existe un réel x fel que f(x) # f(—x) puisque f paire s’ écrit ;

Pour tout réel x, on a: f(x) = f(—x).

Dans le méme genre, le contraire de f croissante n’est pas f décrois-
sante, le contraire de f positive n’est pas f négative...

2. Sivous donne une proposition valable pour des x positifs, ne remplacez
pas "pour des x positifs” par "pour des x négatifs' pour nier votre propo-
sition. Sinon, vous vous intéressez & des éléments différents et cela ne
contredit absoluement pas la proposition d’origine, vous parlez tout
simplement d’autre chose!

m Exemple :

Nier les propositions suivantes :

1. Tous les habitants de la rue Sainte Perpetue qui portent des lunettes
ou des chapeaux sont des grands mathématiciens et auront un bon
point avant 30 ans.

2. YeeRy,Inp e NtelqueVn e Nyn > ng = lun, — Ll <e.

1. La proposition "Tous les habitants de la rue Sainte Perpetue qui
portent des lunettes ou des chapeaux sont des grands mathéma-
ticiens et auront un bon point avant 30 ans "peut s'écrire avec des
connecteurs logiques :

vV habitants de... chapeaux = matheux et bon point

On nie en utilisant le rappel, ca donne donc : Il existe un habitant de
la rue Sainte Perpetue qui porte des lunettes ou des chapeaux qui
n’est pas un grand mathématicien ou qui n’aura pas de bon point
avant 30 ans. Si vous dites que cela donne Il existe un habitant de
la rue Sainte Perpetue qui ne porte pas des lunettes et pas de cho-
peaux non plus qui n“est pas un grand mathématicien ou qui n’aura
pas de bon point avant 30 ans, vous commettez une belle faute de
logique car vous énoncez une proposition compatible avec celle
d’origine puisque que vous ne parlez pas de la méme catégorie de
gens : Il se peut que, dans les habitants de la rue Sainte Perpetue,
ceux gqui portent des lunettes ou des chapeaux soient des grands
mathématiciens et aient un bon point avant 30 ans et que, parmi
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les autres, i.e. (pour id est, cela signifie c’est-a-dire chez Virgile et
c’est toujours trés classe de parler une langue morte) parmi ceux
qui ne portent ni lunettes ni chapeaux, il y ait un pas grand mathé-
maticien ou un n‘ayant pas de bon point avant 30 ans...Capiche ?
Sinon, re(ou rere)lisez ce paragraphe & haute voix!

2. Lanégationde Ve > 0,dng e NtelqueVn e NNn > ng = lup —L| < ¢
est:

Jde e RY telque Vnp,In e Ne Ntelquen > ng et ju, — LI > ¢

De nouveau, si vous avez mis ¢ < 0 ou n < np , VOUs ne parlez pas de
la méme catégorie !

METHODE 4 : L'absurde

m Principe :

Soient P et Q deux propositions. On sait que P est vraie. On souhaite démon-
frer que Q est vraie. Le raisonnement par I'absurde consiste & supposer Q
fausse i.e. Q vraie. Le but est d’aboutir & une contradiction. On pourra alors
conclure que I'hypothése Q fausse est une hypothése fausse, ce qui signifie
que Q est vraie.

® Remarque :

Dans un raisonnement parI’absurde comme dans un raisonnement par confra-
posée, on a besoin d’étre capable d’énoncer la propriété 'non Q "en connais-
sant Q. Comment faire ? Et bien relisez la précédente méthode, on vous a

bien prémaché le boulot : Bon appétit!

m Cas d'utilisation :

On est tenté (a juste fitre) par un raisonnement par I’absurde quand la pro-
position Q est exploitable. Par exemple, si Q est "x est irrationnel” alors Q est
bien pratique car alors, si on suppose Q, on peut affirmer que x est rationnel

et I’écrire sous la forme % puis se lancer dans des calculs...

m Exemple :

Soit £ une fonction continue sur un intfervalle 1 de R non réduit & un point.
On suppose que f ne s‘annule pas sur 1. Montrer par I’absurde que f est de
signe constant sur 1.

On suppose donc que f change de signe sur I sans s’annuler. Il existe donc
a un élément de I tel que f(a) < 0 et b un élément de I tel que f(b) >
0. On a donc f(b) x f(a) < 0 et f continue donc f s‘annule entre a et b
d’aprés le théoreme des valeurs infermédiaires (aftention, ce n’est pas le
théoréme que vous avez vu en terminale... cf. chapitre "Méthodes d’étude
des fonctions numériques réelles") ce qui est absurde !




