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Chapitre 1

Théorie des poutres

L’ objectif de ce premier chapitre est de mettre en place et de définir toutes
les notions de base en mécanique des milieux continus permettant d’aborder
dans les chapitres suivants la Résistance des Matériaux (RDM). La RDM
est une des branches de la mécanique qui permet 1’étude des contraintes
et des déformations. Les contraintes mécaniques peuvent étre vues comme
des « efforts de cohésion » de la matiere et sont homogenes a une pression
(généralement exprimée en méga-Pascal ou MPa). Les déformations d’un
objet physique s’observent par un changement de forme de celui-ci et/ou de
variation dans ses dimensions. Les déformations sont sans unités.

1.1 PRINCIPES DE BASE EN RESISTANCE DES
MATERIAUX

1.1.1 La notion de contrainte

Si un solide est en équilibre sous 1’action d’un ensemble de forces, de
couples et de liaisons, ce dernier se déformera et sera soumis a des « efforts »
internes. La contrainte est I’objet mathématique permettant de quantifier ces
« efforts » internes a la matiere. Pour définir la notion de contrainte, il suffit
de procéder par la méthode des coupures virtuelles du solide étudié.

En un point M, isolons une partie du solide, défini par un plan de coupure
orienté par le vecteur normal sortant au solide 72 (voir figure 1.1).
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=
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T, 7)

K1

Figure 1.1

En chaque point M de la surface de coupure, il faut remplacer la partie
du solide manquant par une densité surfacique d’effort sur la coupure re-
présentant I’action de ce dernier sur le solide isolé. Cette densité d’effort,
définie localement en un point M et orientée par une normale sortante 77
est appelée le vecteur contrainte 7(M, 7). Le vecteur contrainte dépend
linéairement du vecteur unitaire 77 . Il existe donc localement un opérateur
linéaire reliant le vecteur contrainte sur un plan a sa normale, c’est le tenseur
des contraintes o, symétrique du second ordre. Il vient ainsi,

TM,7)=o0M).7

—

La matrice du tenseur des contraintes, relative a une base (€ x, € y, € ;)

prend la forme suivante :

Oxx Oxy Oyxz
0 =1 Oy Oy Oy
Ozx Ozy Ozz

Il est usuel de représenter graphiquement le tenseur des contraintes dans le
plan de Mohr, permettant de séparer les contraintes normales des contraintes
de cisaillement. Si on désigne par t la contrainte de cisaillement (portée
par un vecteur 7 orthogonal & 77) et o, la contrainte normale, on peut
décomposer le vecteur contrainte en deux contributions :

TMTA)=0,7 +77

Il existe un repere particulier dans lequel le tenseur des contraintes est dia-
gonal, c’est le repere principal des contraintes. En notant o1, o2 et o3 les
3 contraintes principales, avec o1 < 02 < 03, le domaine d’admissibilité du
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vecteur contrainte est défini par les 3 inéquations suivantes, définissant un
ensemble de cercles.

7% + (00 — 02)(0, — 03) = 0

7% + (00 — 01)(0, — 03) < 0

% + (00 — 01)(0p — 02) 2 0

Dans le plan de Mohr, I’admissibilité de la contrainte est visualisée par la
zone grisée ci-apres.

o1 o2 03

Figure 1.2

Pour un état plan de contrainte, si on désigne par 6, 1’angle entre le repere
principal des contraintes et le repére dans lequel la matrice du tenseur des
contraintes est exprimée, la relation entre les contraintes principales et les
différents termes du tenseur des contraintes est

Oy = a1 —;02 + o2 ;Gl .cos(20)
o1+ o2 o) — O]
Oyy = 7 — 5 .cos(20)
o)

— o1 .
Oxy = — sin(20)

ce qui donne la représentation graphique de la figure 1.3.



4 1 « Théorie des poutres

On

Figure 1.3

1.1.2 La déformation

La déformation est la variation relative de longueur d’un solide lorsque ce
dernier est soumis a une action extérieure. Le tenseur des déformations,
sous 1’hypothese des Petites Perturbations (HPP) est la partie symétrique
du gradient du champ de déplacement TJ)(ux, Uy, Uz).

1
€= E(gradf]) + gradT TJ))

- = = o
Dans la base (€, €y, € ;), le tenseur symétrique du second ordre se
calcule de la maniere suivante :

u du 3M 1,0u duyg
€xx €xy €xg e 2( e }) 5( 5. T )
_ _ du Buv 3u} 1, 0uy du,
E=| e &y & | T 2( v ) N E(B_z + B_y)
Z)u)r duy du Bug
€ €y €z 2( 2( = T 5y az
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1.1.3 La loi de comportement

La relation liant le tenseur des contraintes au tenseur des déformations est
la loi de comportement. Sous 1I’Hypothese de Petites Perturbations, pour
un matériau homogene, linéaire et isotrope, la loi de comportement est un
opérateur linéaire du quatrieme ordre. La loi d’élasticité, ou loi de Hooke,
introduit 2 parametres matériaux : le module d’ Young E et le coefficient de
Poisson v. La relation tensorielle s’exprime comme suit :

14+v
€ =
E
Id est le tenseur identité, tro désigne la trace de o. A I’inverse, la relation

exprimant la contrainte a la déformation, en fonction des coefficients de
Lamé (A et ) est :

v
o— —tro.ld
E

o =2ue+ rtre.Id

Les parametres d’élasticité et les coefficients de Lamé sont liés par les
relations :
vE
A= ——
(I 4+v)(1 —2v)
E
T 2(1+v)
En écrivant les tenseurs des contraintes et déformations en vecteur colonne
de taille 6, on peut exprimer la loi de Hooke de maniere matricielle, plus
simple d’interprétation.

uw

Oy 2+ A A A 0O 0 O €xx
Oyy A 2u+ A A 0 0 O €yy
oz | _ A A 2u+x 0 0 O €7
Oy; 0 0 0 uw 0 0 2¢y;
Ozx 0 0 0 0 n O 26,
Oxy 0 0 0 0 0 u 2eyy

Dans un cas de chargement bidimensionnel, la loi de comportement se re-
trouve sous forme simplifiée et condensée. Dans un cas d’hypotheése de
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contraintes planes, valable pour les structures minces, la relation s’écrit :

1 v 0
O €
Gxx B E b1 0 Exx
yy - 2 _ yy
1— 1—v
Oxy ( V%) 0 0 25xy

Sous I’hypotheése de déformations planes, valable pour les structures
épaisses, la relation s’écrit :

1—v v 0
o €
oi; — # v 1—v 0 EX
_ 1-2
Oy (I +v)(1—2v) 0 0 . v 26

1.1.4 Définitions et hypothéses en mécanique des structures

La théorie des poutres consiste a associer a la mécanique des milieux conti-
nus des hypotheses statiques, géométriques et cinématiques permettant de
réduire la taille du probleme a étudier.

a) La géométrie et le matériau

Une poutre est un élément particulier de structure décrit par une surface
plane X appelée section droite de centre de gravité G. La ligne moyenne de
la poutre I" est formée par les différentes positions du centre de gravité G de
la poutre lorsque lorsque 1’on parcourt cette derniere selon toute sa longueur
L. Si ¥ est petit devant L alors 1’état de contrainte o ainsi que le champ de
déplacement T]) du solide pourront &tre approximés en fonction de quantités
exprimées uniquement le long de I'.

Si I' est une droite, la poutre est dite droite. Si I' est dans un plan, la
poutre est dite plane. Dans les autres cas, la poutre est dite courbe.

En théorie des poutres, le matériau constituant celle-ci est considéré
homogene, isotrope et €lastique linéaire.
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b) Les hypothéses cinématiques

En HPP, les déplacements, rotations et déformations sont supposés petits. La
poutre sera donc étudiée dans sa configuration initiale de référence et non
dans sa configuration déformée.

L’hypothese d’Euler-Bernoulli suppose que, pour toutes transformations
géométriques, les sections droites d’une poutre restent planes et perpendicu-
laires a la fibre moyenne. Cette hypothese permet de définir le déplacement

U p de tout point P, d’une section droite uniquement en fonction du dépla-
. . .
cement du centre de gravite U ¢ (ug,, UG, , uG,) et de la rotation de la section

droite @)(s) a I’abscisse curviligne s.
TUp(s) = Uols) + B (s) A GP

Dans le cas d’une poutre droite, si 1’abscisse curviligne est confondue avec
I’axe x, le champ de déplacement T}(ux, uy, uz) de tout point P(x, y, z) peut
étre obtenu par :
ux(x,y,2) = ug,(x) + 6y(x).z2 — 0(x).y
uy(x,y,2) = ug,(x) — 6x(x).2
uz(x,y,2) = ug,(x) + Ox(x).y

Dans la suite, nous définirons la courbure x par x = d® /dx.

duy(x)

Figure 1.4
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Les déformations non nulles sont données par :

9
mm%@=u$®+xmm—h®y
dug, (x)
2%@%@=uix—@®—m®z
oug. (x)
2€x,(x,y,2) = 8;6 + Qy(x) + Xxx(x).y

Dans I’hypothese d’Euler-Bernoulli, les déformations de cisaillement sont
nulles. On peut définir la rotation 6 d’une section droite par :

Ay (x)
0,(x) = I
du;

Oy(x) = — ua')(CX)

Si, de plus, la poutre ne subit pas de torsion (6,(x) = 0), alors le tenseur de
déformations est uniaxial et il reste :

Qux(x)
€xnlx,y,2) = o + xy(x).z — xz(x).y
zexy(xa y7 Z) = 0

26xz(X, ¥,2) = 0

¢) Efforts de cohésion et hypothéses statiques

L’hypothése de Barré de Saint Venant suppose que pour une section droite
quelconque, suffisamment éloignée du point d’application des efforts ex-
térieurs sur une poutre, les effets de ce méme chargement peuvent étre
remplacés par un torseur équivalent s’appliquant a cette section droite. Pour
une section droite quelconque, le tenseur des contraintes en un point P
prendra la forme suivante :

Oxx Oxy Oyxz
o=| o, 0 0
oy 0 0
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Le torseur des contraintes généralisées, par application du principe fon-
damental de la statique est défini par une composante en efforts R et une
—
composante en moments M .

R=NT+VT +V.7
M =M +MT +M.7
N est I’effort normal, Vy et V, sont respectivement les efforts tranchants selon
les directions y et z. My est le moment de torsion, My et M sont les moments
de flexion autour des directions y et z. L’expression de ces actions de liaison
s’obtient par intégration des contraintes dans la section droite.

N = f Oxxdydz
)
Vy = / oxydydz
b))
V, = / Oy dydz
)
M, = / (0xzy — Oxy2)dydz
=
M, = / oxxzdydz
=

M, =/ — Oy ydydz
b

1.1.5 Equations d'équilibre d’un élément de poutre

En isolant un trongon de poutre (figure 1.5), on peut établir les équations dif-
férentielles d’équilibre d’une poutre en termes de contraintes généralisées.
Pour une flexion dans le plan (x, y), 3 équations d’équilibre sont obtenues.

dN(x)
dx

0
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dv(x) B
- p(x)

am()
dx Ve

p(x) V(x + dx)
_ d
T‘\M(X)TTTTT T M(x + d)
] > X
N(x+dx)
:c—l—dx

Figure 1.5

1.2 ETUDES DES POUTRES SOUS DIVERSES
SOLLICITATIONS

1.2.1 Lois de comportement généralisées pour les poutres

En mécanique des structures, on distingue certaines actions de base ainsi
que leurs combinaisons. Par définition,

— traction ou compression : N # 0, Vy =V, =0etMy =M, =M, =0

— flexionpure : My #0ouM, #0,N=0,V, =V, =0etM, =0

— flexion simple : My, #OetV, #0ouM; #0etVy, #A0,N=0etM, =0
— flexion composée : N # 0, My, # Oet V, # OouM; # OetV, # 0,

M,=0

— flexion déviée : My, #0,V, #OetM, #0,V, #0,N=0etM, =0
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— flexion composée déviée : N # 0, My # 0, V, # 0et M, # 0, V, # 0,
M,=0
—torsion: M, #O,N=0,V, =V, =0etMy =M, =0

Les effets des 3 actions de base sont étudi€s dans les paragraphes suivants.

a) Effort normal dans une poutre

On considere une poutre droite (barre) isostatique de module d’ Young E, de
longueur L et de section S(x) soumise a un effort normal Ney. L’effort nor-
mal est constant le long de la barre et vaut N(x) = —Ngx;. La contrainte est
constante le long de la barre et dans la section droite et vaut : oy, = Ni(x)/S.
Par la loi de comportement, €., = 0y /E = N(x)/ES(x). La déformation la-
térale, dans les directions z et y vaut €,, = €;; = —Véy,. Considérant la
relation entre le déplacement axial et la déformation axiale, nous pouvons
exprimer la loi de comportement généralisée d’une poutre sous un effort
axial centré :

oy
Nkx) = ES(x)a

Le déplacement en tout point d’une barre s’obtient par intégration :

* N
u(x) = /0 ES(s)ds

b) Moment fléchissant dans une poutre

Considérant une flexion plane selon la direction 7y, I’hypothése d’Euler-
Bernoulli permet d’obtenir le profil des déformations axiales le long de la
section droite :

36,

Gxx=—a—)€-y=_Xz-y

Utilisant la loi de comportement uniaxiale reliant la contrainte et la défor-
mation ainsi que la définition d’une contrainte généralisée de flexion, nous
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pouvons exprimer le moment fléchissant dans une section X d’abscisse x
par :

M, = [ Ex, Yds
by

Soit, en introduisant la définition du moment d’inertie quadratique I, =

/ yzds, la loi de comportement généralisée d’une poutre en flexion :
=

M, = Elg, .

Pour deux sections infiniment voisines, sous I’hypothese des petits déplace-
ments et petites déformations, on peut assimiler la courbure de la poutre a la
dérivée de la rotation, soit la dérivée seconde du déplacement :

82uy(x)
ax2

La contrainte normale, en fonction du moment fléchissant, est obtenue en
tout point de la poutre par :

M, = Elg,

M (x)y
Oxx(X,y) = ————
IGZ
— hevd
r i
_y) / / / M
A exx(V') = —xzv oxx(V) = _EI
/2 N I N N G;
1%
G Z ,o
v
""""""""""" W= = My
Exx(V) = xzv ou(V) =
xXx b4 Xx Elg
Figure 1.6

Les distributions de la déformation et de la contrainte normale le long de
la section sont linéaires.
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¢) Moment de torsion dans une poutre

Considérons une poutre de section circulaire (pleine ou évidée), de rayon R
soumise a un moment de torsion constant M,. La contrainte de cisaillement
en tout point P, repéré par sa distance r au centre de gravité G de la section
est obtenue par :

T =

J

avec J le moment quadratique de torsion (/ = mwR*/2, pour une section
pleine et J = y'r(R‘l1 — R‘z‘) /2 pour une section évidée de rayon intérieur Ry).

—
AV

N
NG \*J

4 »|
) ’|

Figure 1.7

Le déplacement relatif de deux sections voisines distantes de dx est une
rotation d6 autour de I’axe X . En introduisant le module de cisaillement du
matériau G, la loi de comportement généralisée d’une poutre en torsion est :

ag My

d — GJ
Pour toute section droite autre que circulaire, I’expression de la contrainte
et de la loi de comportement généralisée doit prendre en compte le gauchis-
sement des sections.

o Section rectangulaire

En considérant une section rectangulaire de hauteur 4 et d’épaisseur e (avec
e < h), la contrainte de cisaillement maximum vaut Tpy,x = M,y /Iqhe2 etla
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loi de comportement généralisée s’exprime par :
o M,
dx — Gkyhe?
Les valeurs de k| et k» peuvent étre estimées a I’aide du tableau suivant :

h/e 1 1.5 2,0 2,5 3 4 5 10 00
kq 0,208 | 0,231 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,291 | 0,312 | 1/3
k> 0,141 | 0,196 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,291 | 0,312 | 1/3

e Profilés minces ouverts

Pour des poutres dont les sections droites s’apparentent a un I ou un U,
les contraintes maximales de cisaillement peuvent étre approximées de la
maniére suivante :

3M,e;
‘L’l [ —
e hle? + 2h2e§
3M
Dans Iaile du profilé : T2 max = %
hlel + 2/’126‘2

. TR . do 3M,
La loi de comportement généralisée s’exprime par : — = -
dx G(h1€1 + 2h2€2)

e
]
C 1 e
hy el hy
ey
L T1e
hy '
e

Figure 1.8
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e Tube mince ouvert

De maniere analogue aux sections rectangulaires étroites, lorsque le rapport
h/e tend vers I’infini :
3M, do 3M,

T he A Ghed

Tmax

e Tube mince fermé

Pour un tube mince fermé, le flux de cisaillement le long du tube est
constant, de méme donc pour la contrainte de cisaillement. En dénommant
I' la ligne moyenne du tube, et S I’aire délimitée par cette ligne moyenne,
on peut calculer la contrainte de cisaillement par :

M,
T=—
2Se
et la loi de comportement généralisée :
o M,
dx  GJ
2 ds
avecJ =48/ | —
r €

1.2.2 Poutre en flexion simple

En flexion simple, viennent se superposer aux contraintes normales engen-
drées par le moment fléchissant, les contraintes de cisaillement liées a la
présence d’un effort tranchant non nul a 1’abscisse x de la poutre. Pour
une section droite quelconque, de moment quadratique I, la contrainte de
cisaillement, en tout point y de cette section s’obtient comme indiqué en
figure 1.9.

b(y) est la largeur de la poutre a I’ordonnée y et 7(y) est le moment statique
(défini au paragraphe 2.2.3) de la section au-dessus de 1’ordonnée y. Pour
une section rectangulaire (largeur b et hauteur %), le profil des contraintes de
cisaillement est parabolique, nul aux bords et maximum au centre :

3V. 4y?
)= 2?;:6) (1 N h_yZ)




16 1 « Théorie des poutres

<)

T Vy@)H ()

= _
N o

Figure 1.9

ol

Le diagramme des contraintes normales reste linéaire dans la section :
oxx(X,y) = =M(x)y/I;.

1.2.3 Poutre en flexion déviée

Lorsque 1’axe du moment fléchissant extérieur ne correspond pas avec 1’un
des axes principaux d’inertie de la section, il est nécessaire de décomposer
ce dernier en deux composantes, selon les axes principaux d’inertie de la
section afin de procéder au calcul des contraintes par superposition. Ainsi,
la contrainte normale pourra étre obtenue par :

My()z M (x)y

Oxx(X) = Iy L.

Si une section droite est repérée par un sytéme de coordonnées x'y’z’, Les
. 5e . N . . . -/

axes principaux d’inertie d’une section droite portée par la normale X' sont

obtenues par une rotation d’un angle o autour de x’ tel que :

2y
L —1y

tan 2o =

1.2.4 Poutre en flexion composée

Lorsqu’aux actions de flexion se rajoute une composante d’effort normal,
nous parlerons de flexion composée. La contrainte normale est obtenue par
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superposition des différents termes :

S L
y z

Dans certains cas, il peut étre intéressant de remarquer que le sytéme d’effort
est équivalent a un effort unique appliqué dans le plan de la section appelé le
« centre de pression ». La position de ce centre de pression est y; = —M,/N
et z1 = M, /N. Si le centre de pression est a I’intérieur « du noyau central »
de la section, alors toutes les contraintes normales sont de méme signe, quel
que soit le point de la section droite considérée. A 1'inverse, si le centre de
pression est en dehors du noyau central, alors les contraintes normales de
part et d’autres de la section droite seront de signes contraires. La limite du
noyau central est obtenue en faisant coincider I’axe neutre de la poutre avec
le contour de la section droite.

Prenons I’exemple d’une poutre rectangulaire (section b x k) ne subissant
qu’un moment de flexion M, et un effort normal N. La position du centre

de pression repérée par ses coordonnées z; = 0 et y; = —M,/N permet de
calculer la contrainte en tout point, sachant que I, = bh3 /12 :
N  6M,
Oxx = ﬁ + W

Pour les bords les plus sollicités :

ou(¥1) = %] (1 + 6&)

h
ol = (1-62)

La frontiere du noyau central, dans ce cas, est obtenue en imposant oy, = 0
eny=y] ety = —yj, soit /6 et —h/6. La méme étude peut étre effectuée
pour une flexion selon z due a2 un moment M, permettant de définir pour
limite du noyau central /6 et —b/6. La forme du noyau central pour une
section rectangulaire est un losange centré sur G, de dimension #/3 et b/3.
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