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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux étudiants de premieére année BCPST de classes prépara-
toires scientifiques. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées en cours
de mathématiques et d’algorithmique par le biais d’exercices. Chacun est suivi d’une
correction détaillée et commentée dans laquelle 'accent est mis sur la méthode qui
mene a la solution.

Le livre est divisé en quatre parties et dix-huit chapitres, consacrés chacun a une partie
du programme avec respect de la séparation en deux semestres. Au sein d’'un méme
chapitre, les exercices ont été choisis de facon a passer en revue toutes les capacités
attendues autour des notions a connaitre. Ces capacités sont listées a la fin de chaque
chapitre avec un renvoi explicite aux questions et exercices dans lesquels elles sont
utilisées. Les principales formules sont également rappelées au sein de chaque capacité.
En BCPST, l'informatique joue un réle important et indissociable des mathématiques.
Nous avons donc également intégré des questions de programmation en Python quand
I’exercice pouvait s’y préter.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement :

e la réflexion préliminaire, comprenant analyse du probléme et tdtonnements au
brouillon (nous nous sommes en particulier autorisés une plus grande liberté dans
la fagcon de formuler les idées et le sens profond de certaines notions parfois au
mépris d’une certaine rigueur mathématique mais toujours dans un souci pédago-
gique),

e de la rédaction finale, rigoureuse et précise.

Cette derniere étape est signalée dans le texte par la présence d’un liseré gris sur la

gauche et d’un . Insistons sur le fait que nous ne prétendons nullement présenter
l'unique cheminement permettant d’aboutir a la solution d’un exercice donné, ni la
seule rédaction acceptable. Par ailleurs, nous avons souhaité mettre en exergue les

idées réutilisables en les rédigeant sur un fond grisé et indiqué par un @ De méme,

la présence d’une difficulté courante est signalée par un .

L’index présent en fin d’ouvrage fournit des renvois aux principales notions aussi bien
vers la liste de capacités du chapitre dont elles dépendent que vers leurs utilisations
explicites dans d’autres chapitres.

Enfin, comme 'usage le veut I'expression “si et seulement si” sera parfois abrégée en

“SSi”.
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CHAPITRE

|

Calcul algébrique

n
On rappelle le vocabulaire élémentaire associé aux sommes E uy, et aux produits

k=m
n

H ug, d’'un nombre fini de termes :
k=m

e [ est I’indice de la somme ou du produit,

e m et n sont les bornes respectivement inférieure et supérieure de la somme ou du
produit,

e wuy est le terme général de la somme ou du produit.

Exercice 1.1 : Techniques de sommation de base N

1. Soit (u,) une suite arithmétique de raison r (r # 0) et de premier terme ug.

n
Calculer Z U

k=m

2. Soit (uy) une suite géométrique de raison g (¢ # 1) et de premier terme ug.

n n
Calculer Z uy, et H U,
k=m k=m

n
2n)!
3. Montrer que, pour tout n € N*, H(Qk -1)= (2n) .
Pt 2np)

Ecrire une fonction Python d’en-téte def produit_impairs(n) qui calcule le
produit des n premiers entiers naturels impairs.

4. Calculer Z |i — 7] et Z (‘Z)

1<i,j<n 1<i<j<n

\. J

1. I1 y a plusieurs facons naturelles de procéder :

e la suite est arithmétique donc son terme général s’écrit uy = ug + kr et on est
ainsi ramené a une somme d’entiers consécutifs ;
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n

Zn:uk = Z(uo+kr):uozn:1+rzn:k
k=m k=m k=m

k=m

= udn—m—kl)—krlik—ik]

k=1 k=1

nn+1) (m-— l)m]
2 2

= (n—m+1)uo+r[ -

n4+n—-—m?+m
2
(n—i—m)(n—m—&—l)r
2 .

= (m—=m+1Duo+

= (n—m+1uo +

e on peut alternativement utiliser 'expression uy = u, + (k — m)r pour se ramener
directement & la somme des premiers entiers;

n n n
Z[um+(k—m)r] = um21+r2(k—m)
k=m

k=m k=m

= um(n—m+1)+rz K’
k=0
(avec le changement d’indice k' = k — m)

= (n—m+1)um+r(n_m)(n_m+1)

2
= (n—m+1)(uo+mr)+r(”_m)(g—m+1)
- (n_m+1)uo+r(n+m)(z_m+l),

e on peut encore utiliser la démarche du jeune Gauss* en ajoutant la somme incon-
nue a elle-méme mais en ordonnant les termes dans 'autre sens

1T+ 2 4+ k + -+ n—1 + n
n 4+ n—1 4 - 4 n4l—k 4+ - + 2 4+ 1
n+1) + (n+1) + -+ + (@+1) + -+ + (n+1) + (n+1)

100
ce qui lui a permis d’obtenir rapidement que 2 Z k=100 x (100 + 1).
k=1

Avec les changements d'indice k' =k —m etk =n —k, on a
Z Uk + Z Uk = Z U+ K/ + Z Up ! = Z (um+k + unfk)-
k=m k=m

k’=0 k''=0 k=0

*. Carl Friedrich Gauss (1777-1865), le Prince des mathématiciens, a ouvert la voie & de nombreux
domaines des mathématiques. Il racontait lui-méme cette anecdote pour construire sa légende.
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On remarque alors que Utk +Un—k = Um + kT + Un — kT = U, +uy, est indépendant
de k, d'ou

Zuk = (n—m+1)7um_2|—u" :(n_m+1)uo+mr;—uo+m‘

(n—m—i—l)(m—i—n).

= (n—m+1)U0+T B

2. Pour la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique, il y a encore plu-
sieurs fagons naturelles de procéder :

e la suite est géométrique donc son terme général s’écrit uy, = upg® et on est ainsi
n+1

PN k _ 1—gq

ramené a la somme connue q —_—

k=0 1-q |
Z S Z g™ = Z S
k=m k=m k=m

= Um Z qk/ (avec le changement d’indice k' = k — m)

k'=0
1— qn7m+1 m]- _ qn7m+1
= Um 1_ 4 = uoq 1_ 4

e on peut aussi reprendre l'idée de Gauss et voir comment la relation ugy+1 = quy
permet d’obtenir une équation algébrique du premier degré d’inconnue la somme
cherchée.

qZuk—ZukH— Z uk/—Zuk—l—unH—u
k=m

k/'=m+1
d’ol
" U, — Un+1 Um, — QUn, uoq"™ — quoq"™ ml— q"fmJrl
> = 1-q  1-¢q = 1= It I
— q q q q

Quant au produit des termes consécutifs de la méme suite géométrique, le probléme
se déplace dans I’exposant et se rameéne a la somme des termes consécutifs d’une suite
arithmétique.

<

n
- 50 I
ug = = ug q 2 .
k=m

n
qu =ug

k=m
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3. Le produit fait penser a la définition d’une factorielle mais seuls les termes impairs
sont présents :

I1x2x3x--x2k=1)x(2k)x---x(2n—-1)x (2n) = (2n)!
1x 3x--x(2k—-1) XX (2n—1) = ﬁ(%—l).
k=1

Les termes pairs manquants donnent eux :

2x4x-ox(2n—=2)x2n)=02x---x2[l x2x%x---x (n—1) xn].

n fois

ﬁ(%—n: (2n)! (2n)! _ (2n)!

" n n 2nn!”

I1 (H?) (Hk) '
k=1 k=1 k=1

L’implémentation en Python du calcul du produit se fait naturellement a ’aide d’une
boucle for, il y a plusieurs possibilités selon que l'on calcule le terme général du
produit a part ou non.

=

n)
(

|
2k)

1 def produit_impairs(n): # 1 def produit_impairs(n): #
2 P=1 # 2 P,I=1,3 #
3 for k in range(2,n+1): # 3 for k in range(l,n): #
4 P=P#*(2xk-1) # 4 P,I=P*I,I+2 #
5 return P # 5 return P #
Uy

1 def produit_impairs(n): #

2 P=1 #

3 for k in range(3,2*n,2): # pour chaque impair entre 3 et 2n-1

4 P=Pxk #

5 return P #

4. On commence par écrire la somme double comme deux sommes simples imbriquées ;

o
ooli-il = Z(Zli—ﬂ)

1<i,j<n i=1 \j=1

puis on découpe la somme intérieure selon le signe de la différence ¢ — j pour pouvoir
“éliminer” la valeur absolue;

= ElZ@—W“ Z(j—i)]

i
j= j=itl
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en les écrivant en développé, on constate que les deux sommes sont connues

i(i—j) = (D)4 (i—2) 241,
=1

” (-1 = 1424+ +(n—i-1)+(n—1);
j=it1

3

> li—dl = 3 Z]%—Z]]

1<i,j<n i=1 [j/= —
(avec les changements d’indice j' =i — j et j = j — 1)
R~ -(i—l)i+(n—z’)(n—z’—|—1)
B 2 2

i=1 -

on regroupe alors selon les puissances de ¢ et on conclut par linéarité de la somme.

n

- [ﬁ iy "D 1)]

_ w_(n+1)w+2n (n+1)
= w[2n+1—3(n+1)+3n} :%‘

Quant a la seconde somme, on choisit de sommer en premier (la somme extérieure)
n

sur j qui varie donc selon 1 37 < 7 < n (& ce stade, 7 n’existe pas encore) i.e. E ,
i=1

une fois j fixé, on somme sur ¢ qui varie donc selon 1 < 7 < j ¥ (la contrainte

<
J
concernant j a déja été prise en compte précédemment) i.e. Z

Z.0-2E0

j=1
n

= Z(Qj —1) (d’apres la formule du bindéme de Newton)

j=1

= 2 Z 27— Z 1 (par linéarité de la somme)
=1 j=1
1-2"
1-2

= 2 —n=2"""_n_-2
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Exercice 1.2 : Séparation pairs/impairs

1. Pour n € N*, on pose Pn=Z<22) et I":Z<2kﬁ1>'

k=0 k=1

2n
2. Calculer, pour n € N*, Z(—l)ka.
k=0

"

En considérant P, + I, et P, — I,,, calculer les deux sommes P, et I,,.

1. Ecrivons les sommes en développé pour visualiser ce qui se passe :

P = (28””) + (22”> TR N @;) e @Z)

A N I S LN
wen = ()0 ) B () C)
e B (L A R A A Y

On a, pour n € N*, d'apres la formule du bindme de Newton,
2n
2n 2n 2n
P’n + -[n - =(1 + 1 =2 5
> () =a+y

p=0
2n 2
P, —1, = )P (M) =g -1)? =o.
> )(p) (1-1)
p=0
Dot P, =1, = %22” =22n-1

2. La encore, écrivons la somme en développé :
2n

DD =012 +2° = = (2p— 1)+ (2p)° — - — (20— 1)* + (2n)°

k=0

pour constater qu’il y a des simplifications entre deux termes consécutifs puisque

(2p)2 —(2p—1)2=[2p+2p—1]2p— (2p—1)] =4p— 1.

Pour n € N*,
STEDEEE =Y 2p) =) (2 1)°

k=0 p=1 p=1
= Z(4p—1):42p—21
p=1 p=1 p=1

= 2n(n+1)—n=n2n+1).
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Exercice 1.3 : La somme des premiers cubes |

k=1
différentes et indépendantes.

n%(n+1)>2

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, S, = 1

2. Calculer (k +1)* — k*, en déduire que

(n+1)*—1=4S,+6> k*+4) k+n
k=1 k=1
et retrouver l’expression de S,,.
3. a. Justifier que (n+1—k)> = (n+1)3 - 3(n+1)%k + 3(n + 1)k
b. En déduire que

Sn:n(n+1)3—3(n+1)2zn:k+3(n+1)zn:k2—

et retrouver l'expression de S,,.

4. a. En calculant de deux fagons Z 42, montrer que
1<i<j<n

n*(n+1)(2n+1)

6 ——S Z ——Zz

b. Retrouver alors ’expression de S,,.

Sp =

.

n
On se propose de calculer S,, = Zk?’, pour n € N*, par quatre® méthodes

— k3.

J

1. Le résultat est donné dans 1’énoncé, le raisonnement par récurrence est bien pos-

sible, encore faut-il indiquer clairement I’hypotheése de récurrence.

2 2
Pour n > 1, notons P,, |'assertion “S,, = %
(141 27
Pour I'initialisation, S1 = Zk:3 =1%=1d'une part et % = 2Z = 1d'autre
part donc P; est vraie.
Pour I'hérédité, supposons P,, vraie pour un certain n > 1, alors
: 1 : 1
Sut1 = Spt+(n+1)°= w +(n+1)° = %W +4(n+1)
1) 1)? 1) +1)?
IR P S RS i LR V)
4 4
donc Pp41 est vraie.
2 2
Finalement, par principe de récurrence, pour tout n > 1, S, = n(nf—&—l)

*. On trouvera une cinquiéme méthode dans ’exercice 7.2 en page 131.
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2. On commence par développer pour visualiser la simplification.

. D’aprés la formule du bindme de Newton,
+ 1) — k' = (K +4K® 4 6k + 4k + 1) — k' = 4k + 6k + 4k 4 1.

Le terme général de S,, apparait dans le membre de droite, on va donc sommer cette
égalité pour 1 < k < n pour faire apparaitre S, .

En sommant cette égalité, pour k variant entre 1 et n, on obtient
3 [(k+1)4—k4} = (4k3+6k2+4k+1).

k=1 k=1
D’'ol, par télescopage dans le membre de gauche et par linéarité de la somme dans le
membre de droite,

(n+1)'=1=48,+6) K +4) k+n.
k=1 k=1
En isolant S,,, on conclut que

B 1 . n n .
S, = 4l(n+1) —1—n—42k—62k]
k=1 k=1
= i{n—i—l n+l)—2n(n+1)—n(n+l)(2n+1)]
= nl—l[( +1)° —1—2n—n(2n+1)}
= ni—l[n3+3n2+3n+1—1—2n—2n2—n}
2 2
_ nl—l(n3+n2):n(n4—|—1).

3.a. On reconnait les coefficients de la formule du bindéme, il suffit donc de bien
découper n+1—ken (n+1) — k.

D’aprés la formule du bindme de Newton,
¢/
3 _ k]S _

(n+1—k)?*=[n+1) (n+1)°=3(n+ 1)k +3(n+ 1)k — k°.

3.b. La encore, on reconnait a droite le terme général de .S, et on somme donc 1’égalité.

, Par linéarité de la somme,
n n n

Y n+1-k)’=m+1)’n-3n+1)°Y k+3(n+1)Y Kk — S,

k=1 k=1 k=1
On doit aussi reconnaitre S,, dans le membre de gauche ce qu’on constate en écrivant
n
la somme en développé Z(n +1-kP=n+mn—-1)>+---+2%+ 1% et qui incite

k=1
donc a faire un changement d’indice par symétrie.
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En outre, avec le changement d'indice j =n+ 1 —k, Z(n +1-k)*=35, donc

k=1
Sy =n(n+1)° =3(n+ l)zw +3(n+ 1)% _s,
— QSn:M[Q(n+l)—3(n+l)+(2n+l)}
— sn:7”(”11)2[—(n+1)+(2n+1)}
= Sp= 7712(“: 1)2.

4.a. Il s’agit évidemment d’écrire la somme double comme deux sommes imbriquées
avec les deux ordres possibles de sommation.

D'une part,

> -3 (T0) -2 ea-s.

1<i<j<n 2
et, d'autre part,

n

.2

J
1<i<G<n i=1
n

6
=1
- 1)(2n+1
_ Z[n(n+ )(2n +1) 1(2 3 +Z):|
6
i=1
D'ou, par linéarité de la somme,
2 n n
n“(n+1)2n+1) 1 1 2 1 ,
Sp=—-—"— 2 -5, + = - = .
6 3on g2t Tg !

4.b. 1l ne reste plus qu’a extraire S,, de I’égalité précédente et utiliser 1a encore les
sommes connues des premiers entiers et premiers carrés.

En regroupant toutes les occurrences de S,, dans le membre de gauche,

2 n n
_n (n+1)2n+1) 1 1 o2 1 .
S, = 5 35"+ 3 2_1 7 5 2_1 7

4, n’(n+1)@2n+1)  Inn+1)2n+1) 1nn+1)
= 3= 6 *3 6 6 2
_3n(n+1) 2n+1 1
= Sh=1—¢ {n(2"+1)+ 5 2]
— s, nn+1)n2n+1)+n
4 2
2 2
— Sn:n(n+1)
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Exercice 1.4 : Sommes télescopiques N

n

1

1. Calculer gln <1 — z_2> pour n > 2.
1=

2. a. Déterminer des constantes réelles a, b et ¢ telles que

1 a b
Yk >3, _ 2 .
S ¥ ) Sl M S S

n

1
b. En déduire une expression simple de la somme Z m
k=3

pourn > T.

\. J

1. 1l faut transformer I'écriture du terme général pour mettre en évidence la forme
ai+1 — a; (utilisée ici avec a; = Ini — In(i — 1)).

On a, pouri > 2,
1 -1 (i+1)(—1)

ln(l—?) = In 2 In 2 =In(i+1)—2Ini+1In(i — 1)

= [ln(i—i—l) —lnz} — {lni—ln(i—l)}.

Par télescopage, on en déduit

iln (1— %2) = {ln(n—i—l)—lnn} — [an—ln(Q—l)} =In n2—|7—11‘

2.a. Comme mentionné dans 1’énoncé, on demande de trouver a, b et ¢ mais pas
forcément d’expliquer comment. On procede donc au brouillon en partant de I’égalité
a atteindre et en réduisant le second membre au méme dénominateur

1 a b c ak(k+2)+b(k —2)(k+2) + c(k — 2)k
R —4) k-2 kTky2" (k— 2)k(k + 2)
a(k? +2k) +b(k®> —4) + c(k* —2k)  (a+b+c)k?>+2(a—c)k —4b
B (k2 — 4) B k(k2 — 4) '
La comparaison des termes de méme degré (en k) du numérateur fait dire qu’il suffit
d’avoira+b+4+c¢c=0,a —c=0et —4b =1 qu’on résout tres simplement : b = —i et
b 1
a=c=—-=-=.

8
Ces nombres obtenus au brouillon sont alors injectés dans le second membre et la
réduction au méme dénominateur montre 1’égalité avec le membre de gauche.

Pour £ > 3, on a
1 1 1 _ k(E4+2)—2(k—-2)(k+2)+ (k—2)k

8k—2) 4k 8(kt2) 8(k — 2)k(k 1 2)
K42 -2k —4)+k* -2k 1

8k(k? — 4) k(k2 — 4)
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1 1 .
I donca=c= 3 et b= ~2 conviennent.

2.b. Ce coup-ci, apres transformation d’écriture, la structure a1 — ap n’apparait

pas clairement.

>
Pourn > 7,

- 1
2 w0 -

1w 1 2 1
ék:s (k—=2) k' (k+2)

En écrivant les sommes en développé,

n

k=3

1 1 1
- 9 Z 4 — =

(R T
1 3 5
1 2 1
A 2
3 T 5 T 7
+ =4+
NS S T |
n—4 n—2 n
n 1 2 n 1
— —1 1
+n13 ng nii—
n—2 n n+2’

on constate qu’il faut décaler les colonnes verticalement (de deux crans vers le haut
pour la premiére et deux vers le bas pour la derniére) pour aligner les simplifications
donc on va faire des changements d’indice par translation pour mettre en évidence

ces simplifications.

0| —

oo =

|~ |~ ool oo|r+

[ "] = 1
z—k_Q—zzwz—M]
k=3 k=3

:::—32 1 n 1 n+2 1
DTt k_]
i/ =1 k=3 k=5

(avec les changements d’indice k' = k — 2 et k" =k + 2)

r 1 1 1 1 1 1 1 }

2 n—-1 n 3 4+n+1+n+2
-2 2
12 n2-1 n(n+2)
11 _nn+2)+ @ -1)
12 n(n? —1)(n+2)

1 m?4+2n—1
|12 nn2—-1)(n+2)|"
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Exercice 1.5 : Formule du bindme et moments de la loi binomiale

On se propose de calculer de deux facons$ distinctes la valeur des sommes

n n

En.(p) = k(Z)z?’“(l =p)"", L(p)= 2 %H <Z>p'“(1 -,

et  My(p) = Zk(k —-1) (Z)Pk(l —p)"*  (avec p # 0).

k=0
1. a. Vérifier que, pour 1 < k < n, k(n) = n(n B 1).
k k—1
b. En déduire la valeur de E,(p).
c. Avec la méme stratégie, montrer que
_ 1— (1 _ p)n-‘rl

M, (p) = n(n —1)p? et I,,(p) o 1)p

n
n
2. a. Donner une expression simple de Z (k> (1 —p)nk.
k=0
b. En dérivant par rapport a = ’égalité obtenue, montrer que E,(p) = np.

c. En dérivant une seconde fois, déterminer une expression simple de M, (p)
et, en intégrant au contraire sur [0, p| la premiére égalité, calculer I, (p).

3. Avec le changement d’indice j = n — k, montrer que E,(p) =n— E,(1 —p) et

retrouver la valeur de E,,(p) pour p = 5

. J

1.a. Il s’agit ni plus ni moins de la formule du pion dont on va reproduire la preuve
a l'aide de la définition des coefficients binomiaux par les factorielles.

n n! n!
k(k:) = Mo T G DR

_ (n—1)! _ (n-1
T kDD - (k-1 "\k-1)

1.b. La définition de F,(p) ressemble beaucoup au développement du bindéme au
terme surnuméraire k prés (que l'on ne peut mettre en facteur vu que c’est l'indice
de sommation). Il suffirait d’éliminer ce facteur, I’égalité précédente va permettre de
transférer la dépendance en k en dépendance en n que 'on pourra alors mettre en
facteur. La somme obtenue ressemble alors clairement au développement du binéme
mais pour la puissance (n — 1)-iéme.

§. On trouvera un développement théorique plus systématique de la seconde facon dans 'exer-
cice 18.8 en page 379.
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D’ou,
En(p) = 0+Zk<z>1)k(l—p)”k = n(Z:DPk(l—p)"k
k=1 1

k=

_ ~ (n—1\ s (n—1)—(k—1) _ n—1 __
= np;(,c_l)p (I=p) =np(p+1-p)"" =np.
=1

1.c. Onreprend donc la stratégie en utilisant d’abord la formule du pion pour convertir

1
la dépendance en k(k — 1) ou Pl

en dépendance en n puis on reconnait alors une
formule du bindéme.

On a, pour 2 < k < n, k(k—1)<:) = (k_l)”(z:i) _"(”_1)<Z:§)

D’ou,

Ma(p) = Zk(k—l)@)pk(l—p)”_k

= -2
= nn-1p") (Z B 2) P —p) R

k=2

nn—1)p°(p+1—p)" 2 (dapres la formule du binéme de Newton)
= n(n—1)p°
. 1 n 1 n+1
<k< [ =
Par ailleurs, pour 0 < k < n, ) (k) p—— ] (k " 1) donc
1 —~ (n+1 ki1 (n4+1)—(k+1)
Lp) = —— 1—
(p) (n+1)p;<k+1>1) (I-p)
_ (p+ 1 _p)n+1 _ (nél)pO(l _p)n+170
(n+1)p
1-(1-p*!
B (n+1)p

2.a. Il s’agit de la partie développée de la formule du bindme.

n

' A PPN n k n—k __ _ n
‘ D’aprés la formule du binéme de Newton, Z <k>x 1-p) =x+1-p)".

k=0

2.b. Les deux membres sont sous forme polynomiale donc la dérivation ne pose pas
de probleme.

En dérivant par rapport a x, on obtient, par linéarité de la dérivation,
n k—1 n—k n—1
Z<k>kx (1-p) =n(z+1-p)" .

k=1

1
En particulier, avec = p, on a EEn(p) = n donc E,(p) = np.
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2.c. On suit 'indication donnée en dérivant une seconde fois 1’égalité.

En dérivant une seconde fois toujours par rapport a =, on a
n

> <Z> k(k = Da* 21— p)" * = n(n— (@ +1 - p)">

k=2

1
d'ou, en particulier avec z = p, FMn (p) = n(n—1) de sorte que M, (p) = n(n—1)p°.
Pour I,,(p), on procéde comme indiqué, par intégration.

En reprenant I'égalité initiale et en intégrant sur [0, p], on a, par linéarité de I'intégrale,

2": (Z) /P #Fdz(1—p)"F = /p(x +1—p)"dx
0

k=0 0
n n k+1 7P e ( +1_ )n+1 P
= Z(k) [:+1] (1-p) k_[x n+f ]

k=0 0 0
n k41 n+1
n\ p ok _1—(1—p)
= ;<k>k+1(1 P = n+1 '
. 1— l_pn+1
DOU,In(p):ﬁ

3. Le changement d’indice donné va échanger les roles respectifs de p et 1 — p et ne
rien changer pour le coeflicient binomial puisqu’il est symétrique.

Avec le changement d'indice j = n — k,
_ . N\ ke . \n—k _ - o n n—jq1 _ . N\j
En(p) = Zk(k)p (1-p) > (n J)(n_j)l? (I-p)

k=0 j=0
— Y- (") (1= pp
=0 !
= ny (") (1=pyp"7 = <n> (1—p)p" ™
j=0 J j=0 J

n(l—p+p)" — En(l —p) (d’apres la formule du bindme)
= n—E,(1-p).

1 1 1 1
En particulier pour p = > E, (5) =n—F <§> d'ou E, <§> — g
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Exercice 1.6 : La formule de Vandermonde | N

1. En procédant par récurrence sur n, montrer que

e (vmner. £(0(5)-C5) )

k=0

2. En utilisant 1’égalité précédente, déterminer la valeur de

200

n 2
3. Calculer, pour tout n € N, Z <Z> .
k=0

\. J

1. Il suffit de faire attention a bien mettre I'universalité en (m, p) dans ’hypothese de
récurrence.

Pour n € N, on note P,, |'assertion
p
9 m n _[m+n
somets 2(0)(0) - (77)

k=0

n
On tient aussi compte du fait que le coefficient binomial ( k) est, par convention, nul

lorsque la condition 0 < k < n n’est pas vérifiée.

Commencons par l'initialisation, pour n = 0, (p - k:) n'est non nul que pour k =p
P
de sorte que Z (Z) (p ﬁ k) = <7;> <8) _ (m;— 0) et I'assertion Py est vraie.

k=0
Passons maintenant a I'hérédité en supposant |'assertion P, vraie pour un certain

n € N. Soit (m,p) € N?, si p=0, alors

i(m)(n—kl)_(m)(n-&-l) (m—!—n—!—l)
e~ k p—k 0
sinon, par la relation de Pascal,

6 = (GG
> (0S5

C’est ici que I'on utilise ’hypothese de récurrence pour le triplet (n,m,p) mais aussi
pour le triplet (n,m,p — 1).
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:
m\(n+1 m+n m+n
k)\p—k) ~ Tlpot
e p p P
(d’apres ’hypothese de récurrence)

m-+n+1
p

) (par la relation de Pascal)

autrement dit Py est vraie.
Par principe de récurrence, on conclut que P, est vraie pour tout n € N.

2. Comme dans 'exercice 1.5, il faut d’abord transférer la dépendance en I'indice de
sommation k devant le coefficient binomial en dépendance en m, ce qui est encore
réalisé par la formule du pion.

Soit (n,m, p) € N°.

e Sim>1letsip>1, alors

P p
m n m—1 n .
kg_o k ( k) (p B k) = 2 (k _1 ) <p B k) (par la formule du pion)

p—1 1
m — n
-2 () 6-1n)

(avec le changement d’indice k' = k — 1)

(m—l—i—n)
= m
p—1

(par la formule du 1 pour (n,m —1,p — 1)) ;

3

Il ne faut pas oublier de traiter enfin les cas particuliers non encore pris en compte
du fait que la formule de Vandermonde n’a été montrée que pour un triplet d’entiers
positifs ou nuls.

e sip =0, alors
- m n m\ (n m—1+n
k = —0= .
Z <k><p_k> O(O) (0> ’ m( 0-1 ) ’
k=0
e sim =0, alors
p
m n 0\ /n 0—14n
pr k p—k 0/ \p p—1
Finalement, dans tous les cas,
— k)J\p—k p—1
3. Le terme général de la somme est bien le produit de deux coefficients binomiaux

comme dans la question précédente, il suffit d’en transformer un peu ’écriture pour
rentrer précisément dans le cadre de la premiere question.
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En appliquant I'égalité de la premiére question au triplet (n,n,n), on a

2065 (0)

n 2
- . . 2
D’'ol, par symétrie des coefficients binomiaux, E (Z) = <:)
k=0
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Liste des capacités attendues

e Savoir reconnaitre une somme usuelle ou un produit usuel (¢f exer-

cices 1.1, 1.2, 1.3 et 1.5)

¢ le principe du terme constant

nyg

Za:(nf—ni—i—l)a

k:nqj

et

nyg

k:nqj

& la somme des premiers entiers et des premiers carrés

IS

n
k=1

n(n+1)
2

B2 nn+1)(2n+1)

et

n
k=1

6

¢ le produit des premiers entiers (ou factorielle)

& la somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison g # 1

nn+3)(n+1)7

ﬁk =n!
k=1

& la formule du bindéme de Newton

e Savoir utiliser un raisonnement par récurrence (c¢f questions 1.3.1 et 1.6.1)

e Savoir utiliser les propriétés de la somme ' et du produit (¢f exercices 1.2

et 1.3)

& la linéarité de la somme

€. Attention & ne pas extrapoler inconsidérément & partir de cette forme de la formule ce que

n

k

D

(Z) a*bn Tk = (a +b)" |
0

nf

Jj=n;

D aj+ub) =AD" a;+u Y byl

Jj=

n; Jj=ni

pourrait étre la somme des premiers cubes !
1. ou plus exactement les propriétés de la sommation






