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Préface

Les mathématiques constituent l’ossature de la science moderne et sont une source intaris-
sable de concepts nouveaux d’une efficacité incroyable pour la compréhension de la réalité
matérielle qui nous entoure. Ainsi l’apprentissage des mathématiques est devenu indispen-
sable pour la compréhension du monde par la science. Les nouveaux concepts eux-mêmes
sont le résultat d’un long processus de distillation dans l’alambic de la pensée. Essayer de
justifier les mathématiques par leurs applications pratiques n’a guère de sens, tant ce pro-
cessus de création est sous-tendu par la soif de connaître et non l’intérêt immédiat.
Les mathématiques restent l’un des domaines dans lequel la France excelle et ceci malgré
la mutilation des programmes dans le secondaire et l’influence néfaste d’un pédagogisme
dont l’effet principal est de compliquer les choses simples.
Vues de loin les mathématiques apparaissent comme la réunion de sujets distincts comme
la géométrie, qui a pour objet la compréhension du concept d’espace, l’algèbre, art de ma-
nipuler les symboles, l’analyse, science de l’infini et du continu, la théorie des nombres etc.
Cette division ne rend pas justice à l’un des traits essentiels des mathématiques qui est leur
unité profonde de sorte qu’il est impossible d’en isoler une partie sans la priver de son es-
sence. En ce sens les mathématiques ressemblent à un être biologique qui ne peut survivre
que comme un tout et serait condamné à périr si on le découpait en morceaux en oubliant
son unité fondamentale.
L’une des caractéristiques de l’apprentissage des mathématiques, c’est la possibilité donnée
à tout étudiant de devenir son propre maître et en ce sens il n’y a pas d’autorité en mathéma-
tiques. Seules la preuve et la rigueur y font la loi. L’étudiant peut atteindre par le travail une
maîtrise suffisante pour pouvoir s’il le faut tenir tête au maître. La rigueur, c’est être sûr de
soi, et à l’âge où l’on construit sa personnalité, se confronter au monde mathématique est le
moyen le plus sûr de construire sur un terrain solide. Il faut, si l’on veut avancer, respecter
un équilibre entre les connaissances qui sont indispensables et le « savoir-faire » qui l’est
autant. On apprend les maths en faisant des exercices, en apprenant à calculer sans l’aide de
l’ordinateur, en se posant des questions et en ne lâchant pas prise facilement devant la dif-
ficulté. Seule la confrontation réelle à la difficulté a une valeur formatrice, en rupture avec
ce pédagogisme qui complique les choses simples et mélange l’abstraction mathématique
avec le jeu qui n’a vraiment rien à voir. Non, les mathématiques ne sont pas un jeu et l’on
n’apprend pas les mathématiques en s’amusant.
L’ouvrage qui suit est un cours soigné et complet idéal pour apprendre toutes les Mathé-
matiques qui sont indispensables au niveau de la Licence. Il regorge d’exercices (350) qui
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incitent le lecteur à réfléchir et ne sont pas de simples applications de recettes, et respecte
parfaitement l’équilibre nécessaire entre connaissances et savoir-faire, permettant à l’étu-
diant de construire des images mentales allant bien au-delà de simples connaissances mé-
morisées. Il s’agit d’un ouvrage de référence pour la Licence, non seulement pour les étu-
diants en mathématiques mais aussi pour tous ceux qui s’orientent vers d’autres disciplines
scientifiques. Il insiste sur la rigueur et la précision et va au fond des notions fondamentales
les plus importantes sans mollir devant la difficulté et en respectant constamment l’unité des
mathématiques qui interdit tout cloisonnement artificiel. Il répond à une demande de tant
de nos collègues d’un ouvrage qui les aide à « redresser la barre », mais sera aussi un atout
merveilleux pour l’étudiant travaillant seul par la cohérence et la richesse de son contenu.
Il est l’œuvre d’une équipe qui rassemble des mathématiciens de tout premier plan ayant
une véritable passion pour l’enseignement. Il était grand temps!

Alain Connes,
Médaille Fields 1982,

Professeur au Collège de France.
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Avant-propos

Cet ouvrage est le dernier d’une série de trois, conçue pour couvrir les programmes de
mathématiques de la plupart des Licences scientifiques.
Il complète le précédent en traitant certains sujets habituellement enseignés au niveau de la
deuxième année de Licence et couvre par ailleurs un « tronc commun » des programmes de
mathématiques au niveau de la troisième année.

Ce cours est illustré d’exemples et applications, il propose de plus au fil du texte de nom-
breux exercices corrigés qui permettront à l’étudiant de s’entraîner au fur et à mesure de
son apprentissage, des notices historiques et un index très complet. On trouvera aussi à
la fin de chaque module des exercices supplémentaires1 avec des indications de solutions.
Une correction détaillée d’une grande partie de ces exercices est accessible sur le site de
l’éditeur.

Nos livres sont conçus comme une aide à l’enseignement oral dispensé par nos collègues
dans les cours et travaux dirigés. L’ordre de lecture n’est pas complètement imposé et
chaque étudiant peut se concentrer sur tel ou tel aspect en fonction de son programme et
de son travail personnel.
Ce livre peut aussi être utilisé par un enseignant comme ouvrage de base pour son cours,
dans l’esprit d’une pédagogie encore peu utilisée en France, mais qui a largement fait ses
preuves ailleurs. Nous avons aussi pensé à l’étudiant travaillant seul, sans appui d’un corps
professoral.

Dans les mathématiques d’aujourd’hui, un certain nombre de théories puissantes sont au
premier plan. Leur maniement, au moins à un certain niveau dépendant de la filière choisie,
devra évidemment être acquis par l’étudiant à la fin de ses années de Licence. Mais celui-ci
devra aussi avoir appris à calculer, sans s’appuyer exagérément sur les ordinateurs et les
logiciels, et à savoir « se débrouiller » devant un problème abstrait ou issu des applications.
Nous avons, à cette fin, mis en place une approche adaptée. Nous insistons aussi sur les exi-
gences de rigueur (définitions précises, démonstrations rigoureuses), mais les choses sont
mises en place de façon progressive et pragmatique, et nous proposons des exemples riches,
dont l’étude met souvent en œuvre des approches multiples. Nous aidons progressivement le
lecteur à acquérir le maniement d’un outillage abstrait puissant, sans jamais nous complaire
dans l’abstraction pour elle-même, ni un formalisme sec et gratuit : le cœur des mathéma-
tiques n’est sans doute pas un corpus de théories, si profondes et efficaces soient-elles, mais

1Les plus difficiles sont marqués d’une ou deux étoiles.
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un certain nombre de problèmes dans toute leur complexité, souvent issus d’une réflexion
sur le monde qui nous entoure.

Historiquement, les mathématiques se sont développées pendant des siècles en relation avec
les autres sciences. De nos jours, leurs interactions se poursuivent vigoureusement (avec la
physique, l’informatique, la mécanique, la chimie, la biologie, l’économie...). Nous sou-
haitons accompagner ce mouvement au niveau de l’enseignement des premières années
d’université et aider à la mise en place, ici ou là, de filières scientifiques pluridisciplinaires
contenant une composante mathématique pure ou appliquée. En particulier, nous avons in-
troduit dans nos ouvrages de solides initiations aux probabilités et statistique ainsi qu’à
l’algorithmique.

Malgré tout le soin apporté à cet ouvrage il est inévitable que quelques erreurs subsistent.
Nous prions le lecteur, qui pourra les signaler à l’éditeur ou à l’un d’entre nous pour correc-
tion lors d’un nouveau tirage, de nous en excuser.

Jean-Pierre Ramis, André Warusfel

Vous pouvez accéder aux corrigés des exercices supplémentaires à partir de la
page de présentation de l’ouvrage sur le site de l’éditeur www.dunod.com.
Les corrigés sont au format pdf et permettent une recherche classique par mots
clef. Ils peuvent être lus, enregistrés ou imprimés en partie comme en totalité.
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I.1Arithmétique

On attribue à Gauß (lui-même surnommé « le prince des mathématiciens ») la phrase selon
laquelle « les mathématiques sont la reine des sciences et la théorie des nombres est la reine
des mathématiques ». C’est sans conteste le domaine où l’activité des mathématiciens a été
le plus purement motivée par la beauté et le plaisir. Trois mutations ont progressivement
changé le caractère de l’arithmétique (c’est l’autre nom de la théorie des nombres) telle que
l’avait connue Gauß :

1. Sous son influence, puis sous celle d’autres mathématiciens du XIXe siècle (surtout al-
lemands !), de profondes techniques d’algèbre puis d’analyse (et même, au XXe siècle,
de géométrie algébrique) ont renforcé l’arsenal de l’arithméticien.

2. Au XXe siècle, des problèmes de pure théorie des nombres ont rencontré des échos en
physique.

3. Encore au XXe siècle, des applications financières et même militaires lui sont tombées
dessus ! Il s’agit bien entendu des questions de sécurité de communication : crypto-
graphie, authentification . . .

Ce chapitre commencera donc par un peu d’outillage algébrique (section 1, consacrée à
une approche abstraite de la théorie de la divisibilité et de la factorisation), complété par
la section 2, intermédiaire entre l’algèbre et l’arithmétique, et qui comportera des applica-
tions informatiques ; et il se terminera par un pont avec la théorie des fonctions spéciales
(section 6), qui jouent un rôle essentiel en physique ; cet aspect sera développé dans le
module III.4 de ce volume sur les polynômes orthogonaux ; les aspects proprement arith-
métiques des fractions continues pourront être approfondis dans le livre [MPA1]. Entre ces
limites, les sections 3, 4 et 5 permettront de jouer avec des problèmes remontant à Fermat,
Euler, Lagrange, Gauß, Legendre. . . et dont certains (critères de primalité) jouissent d’un
intérêt renouvelé depuis quelques années.
Nous avons proposé dans la bibliographie quelques livres qui vous permettront d’appro-
fondir les sujets abordés dans ce module et d’en découvrir d’autres. Les ouvrages [HW] et
[Serre] sont de grands classiques que tout mathématicien, même amateur, devrait posséder
(le second est toutefois nettement plus avancé que le premier). [Demazure] fait le lien avec
les applications informatiques, que [Knuth2] (qui est beaucoup plus ancien) développe de
manière détaillée. [Baker] et [Hindry] sont très riches, mais d’un abord plus difficile.

Comme des notions plus générales vont apparaître, précisons que nous réservons
l’appellation de nombre premier aux entiers naturels premiers : 2, 3, 5, 7 . . . .
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1 Divisibilité dans un anneau commutatif
Notre but est de généraliser autant que possible le théorème fondamental de l’arithmétique :
existence pour tout entier d’une factorisation essentiellement unique en produit de nombres
premiers. Le cadre est ici celui des anneaux commutatifs intègres (autrement, les difficultés
techniques seraient trop grandes). Les éléments les plus caractéristiques de l’arithmétique
d’un tel anneau sont ses unités, i.e. ses éléments inversibles (ce sont eux qui empêchent la
décomposition d’être vraiment unique) ; et, bien entendu, ses éléments irréductibles et ses
éléments premiers : nous verrons que ces deux termes ne désignent pas exactement la même
chose, et c’est même là le cœur du problème!

1.1 Anneaux euclidiens et anneaux principaux
Résumons l’enchaînement logique des propriétés arithmétiques des anneaux intègres Z

et K[X] (K un corps commutatif), telles qu’on les a établies dans le livre [L1] :

1. Dans Z et dans K[X] , on dispose d’une division euclidienne.

2. Les anneaux Z et K[X] sont principaux. On en déduit le théorème de Bézout, le
lemme de Gauß et le lemme d’Euclide.

3. Dans Z et dans K[X] , tout élément admet une factorisation essentiellement unique
en produit de facteurs irréductibles.

Nous allons maintenant formaliser (ici et dans la section 1.2) les liens logiques entre ces
propriétés en vue d’applications plus générales.

Définition 1. Un anneau (commutatif intègre) A est dit euclidien s’il admet un
stathme euclidien, c’est-à-dire une application g : A \ {0} → N telle que, pour tout
couple (x, y) d’éléments de A :

1. Si x, y �= 0 et x | y , alors g(x) � g(y) . De manière équivalente, si x, x′ �= 0 ,
alors g(x) � g(xx′) .

2. Si x �= 0 , il existe q, r ∈ A tels que y = qx+r et : soit r = 0 ; soit g(r) < g(x) .

Les éléments q et r sont appelés quotient et reste de la division euclidienne. On ne
requiert pas l’unicité de la division euclidienne.

L’exemple qui suit sera fondamental dans les applications arithmétiques de ce chapitre. On
rappelle que Z[i] désigne l’anneau des entiers de Gauß a + bi , a, b ∈ Z et que la norme
algébrique N est définie par N(z) := zz (on approfondira ces notions en 4.1).

Exercice 1.
Démontrer que, pour tout complexe z ∈ C , il existe un entier de Gauß q tel
que N(z − q) < 1 , où N est la norme algébrique sur C . En déduire que N est un stathme
euclidien sur Z[i] .
Solution. Si z = a + ib , notons a0 l’entier le plus proche de a et b0 l’entier le plus
proche de b (s’il y a ambiguïté, c’est-à-dire si a ou b est un entier plus 1/2 , on prend
la partie entière) ; on a donc |a− a0| , |b− b0| � 1/2 , d’où, en posant q := a0 + b0i ,
N(z − q) � 1/4 + 1/4 < 1 .
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Soient maintenant x, y ∈ Z[i] , x �= 0 . En appliquant ce qui précède à z :=
y

x
, on

trouve q ∈ Z[i] tel que, si r := y − qx , on ait N(r) < N(x) et y = qx + r : que r
soit nul ou pas, c’est bien une division euclidienne.
Par ailleurs, si x, x′ ∈ Z[i] \ {0} , on a N(x′) � 1 , d’où N(x) � N(xx′) .

Théorème 1. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. On rappelle (cf. le livre [L1], module « Groupes, anneaux, corps ») qu’un
anneau principal est un anneau intègre dans lequel tout idéal est principal.
Soit I un idéal de l’anneau euclidien A . Si I = 0 , il n’y a rien à démontrer. Sinon,
soit x ∈ I \ {0} tel que l’entier g(x) est minimum. Alors Ax ⊂ I . Pour tout y ∈ I ,
dans la division euclidienne y = qx + r , on a r ∈ I , donc r = 0 car g(r) < g(x) est
impossible (minimalité), donc y ∈ Ax et I = Ax .

Exemples. L’application x �→ |x| est un stathme euclidien sur Z .
L’application P �→ degP est un stathme euclidien sur K[X] (K un corps). Ces anneaux
sont donc principaux, ainsi que Z[i] . En revanche, l’anneau Z[X] n’est pas principal : si
l’idéal <2,X> était engendré par u , ce dernier diviserait 2 et X , donc vaudrait ±1 ;
mais 1 et −1 n’appartiennent pas à l’idéal engendré par 2 et X , car tout élément P de cet
idéal est tel que P (0) est pair.

Soient x, y deux éléments de l’anneau principal A . Tout générateur d de l’idéal Ax+Ay
est un diviseur commun à x et y (car x, y ∈ Ad) ; comme il s’écrit d = ax + by , tout
diviseur commun à x et y divise d : c’est donc un pgcd de x et y .

Proposition 2 (Algorithme d’Euclide). Supposons A euclidien. L’algorithme
suivant permet de calculer un pgcd de x et y . On admet l’existence d’une fonction
reste(y,x) qui, si x �= 0 , rend le reste r d’une division euclidienne y = qx+ r .
On suppose au départ que : y �= 0 , et que : x = 0 ou g(x) < g(y) (on peut s’y ramener
au prix d’une division euclidienne de y par x). Voici le corps de l’algorithme :

pgcd(x,y)
si x = 0

rendre y
sinon

(r := reste(y,x); rendre pgcd(x,r));

Démonstration. C’est un algorithme récursif (voir le module « Structures discrètes et ré-
cursivité » du livre [L2]). Dans le cas de sortie où x = 0 , il n’y a pas de problème, on sait
bien que y est un pgcd de x et y .
Si x �= 0 , et si y = qx + r , on sait qu’un pgcd de x et r est aussi un pgcd de x et y
(même raisonnement que dans les versions de cet algorithme du livre [L1]). Pour calcu-
ler pgcd(x,y), il suffit donc de calculer pgcd(x,r). Est-ce plus simple? Oui, car
soit r = 0 (et le calcul est instantané), soit g(r) < g(x) < g(y) , et l’on est plus près
de la sortie de l’algorithme qu’au premier appel de la fonction pgcd.
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Si l’on préfère une version non récursive (boucle tant que), il suffit de calquer celle du
livre [L1].

Le résultat suivant est donné sous une forme concrète dans le cas d’un anneau euclidien.
Voir [MPA1] pour une extension (considérablement enrichie) au cas des anneaux princi-
paux.

Proposition 3 (Algorithme du pivot sur un anneau euclidien). Soit A
un anneau euclidien et soit M ∈ Mm,n(A) une matrice à coefficients dans A . On peut,
par des permutations de lignes et de colonnes, et par des transvections (à coefficients
dans A) sur les lignes et les colonnes, mettre M sous la forme :




d1 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 d2 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . dr 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0




=

r�

i=1

diEi,i =

�
D 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

�
,

pour un certain r ∈ [[0,min(m,n)]] et des éléments d1, . . . , dr de A \ {0} tels
que d1 | d2 | · · · | dr . Dans la dernière écriture, D := Diag(d1, . . . , dr) , et 0p,q
désigne la matrice nulle de type (p, q) .

Démonstration. Il s’agit bien sûr d’une adaptation de l’algorithme du pivot de Gauß sur
un corps, mais en plus compliqué ; le lecteur est donc invité à se replonger dans l’algo-
rithme classique (cf. le livre [L1], module sur les matrices). On peut supposer la matrice M
non nulle. Pour simplifier les notations, nous noterons ici γ(M) le minimum des g(mi,j)

pour mi,j non nul (les g(mi,j) sont des entiers).

Pour commencer, on choisit un coefficient mi,j (le « pivot ») tel que g(mi,j) = γ(M) .
Par permutation de lignes et colonnes, on le ramène en position (1, 1) . C’est donc main-
tenant g(m1,1) qui est minimal. Par divisions euclidiennes m1,j = qjm1,1 + rj , on
peut définir des transvections sur les colonnes : Cj ← Cj − qjC1 , à l’issue desquelles
chaque m1,j (j > 1) est nul ou tel que g(m1,j) < g(m1,1) . De même, par des transvec-
tions sur les lignes, on peut obtenir la propriété que chaque mi,1 (i > 1) est nul ou tel que
g(mi,1) < g(m1,1) .

Si l’un des m1,j (j > 1) ou l’un des mi,1 (i > 1) n’est pas nul, γ(M) a diminué stricte-
ment et l’on recommence tout le processus ci-dessus. Cela ne peut se produire une infinité
de fois puisque l’entier γ(M) diminue strictement chaque fois. On peut donc ramener M à

la forme

�
m1,1 0
0 M ′

�
, où M ′ a une ligne et une colonne de moins que M (si M n’avait

qu’une ligne ou une colonne, l’algorithme est déjà terminé).

Supposons que m1,1 ne divise pas tous les coefficients de M ′ . Soit mi,j (i, j > 1) non
multiple de m1,1 ; on a donc une division euclidienne mi,j = qm1,1 + r , g(r) < g(m1,1) .
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On opère la transvection Cj ← Cj + C1 , puis la transvection Li ← Li − qL1 et mainte-
nant mi,j = r , donc γ(M) a diminué strictement. En itérant l’ensemble des deux processus

décrits ci-dessus, on peut ramener M à la forme

(
m1,1 0
0 M ′

)
, où, de plus, m1,1 divise

tous les coefficients de M ′ . Ce m1,1 est d1 .

On recommence maintenant l’ensemble de l’algorithme ci-dessus sur M ′ .

Le lecteur courageux pourra tenter la programmation de cet algorithme : il constatera que
la structure ne peut en être substantiellement simplifiée.

Exemple. Nous allons étudier le système à inconnues entières

(
−10 14
−8 10

)(
x
y

)
=

(
a
b

)
,

ou encore

{
−10x+ 14y = a,

−8x+ 10y = b.
(x, y, a, b ∈ Z). On effectue successivement les opé-

rations L1 ↔ L2 , C2 ← C2 + C1 , L2 ← L2 − L1 , C1 ↔ C2 , C2 ← C2 + 4C1

et L2 ← L2 − L1 , ce qui donne la matrice

(
2 0
0 6

)
. Du côté des systèmes, les trans-

vections sur les colonnes se traduisent par les changements de variable x′ := x − y puis

y′ := y − 4x′ . Le système final est

{
2y′ = b,

6x′ = a− 2b.

Il admet des solutions entières si, et seulement si, 2 | b et 6 | a − 2b . On trouve alors
les solutions du système de départ en inversant le changement de variables : y := y′ + 4x′

et x := x′ + y = y′ + 5x′ . Par exemple si a := 10 et b := 2 , on trouve (x′, y′) = (1, 1) ,
puis (x, y) = (6, 5) .

1.2 Anneaux principaux et anneaux factoriels
Ces notions ont déjà reçu des applications dans le module sur les polynômes à plusieurs
indéterminées du livre [L2]. Rappelons et complétons le vocabulaire sur la divisibilité dans
un anneau intègre. Nous notons A∗ le groupe des unités (éléments inversibles) de A .

1. On dit que x divise y , notation : x | y , s’il existe a ∈ A tel que y = ax . Si x = 0 ,
cela implique y = 0 et a est quelconque ; si x �= 0 , un tel a est unique (intégrité !),

on le note
y

x
· On dit que x et y sont associés, ce que l’on notera x ∼ y , si chacun

divise l’autre. Si x = 0 , cela implique y = 0 (et réciproquement) ; si x et y sont non
nuls, cela équivaut à l’existence de u ∈ A∗ tel que y = ux , et donc x = u−1y .

2. On dit que x est irréductible s’il est non inversible et s’il n’admet aucune décomposi-
tion non triviale ; autrement dit, pour toute décomposition x = yz , on a y inversible
(et donc z associé à x) ou bien z inversible (et donc y associé à x).

3. On dit que x est premier s’il est non inversible et non nul et si l’idéal principal Ax
est premier ; de manière équivalente, x �= 0 , x �∈ A∗ et :

∀y, z ∈ A , x | yz ⇒ (x | y ou x | z) .
Il est bien évident que tout élément premier est irréductible.
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Idéaux et divisibilité dans un anneau principal. Soit A un anneau principal qui n’est pas
un corps (cette hypothèse sera désormais implicite). Outre l’idéal nul, ses idéaux sont de la
forme <x> avec x �= 0 . De plus, <x> = <y> si, et seulement si, x et y sont associés.
Il y a donc bijection entre les idéaux non nuls et les classes d’éléments non nuls de A (pour
la relation « être associé »). De plus, x | y si, et seulement si, <y> ⊂ <x> . Ainsi, le plus
grand idéal, A , correspond à la plus petite classe (pour la relation « diviser »), A∗ (la classe
de 1) ; et les idéaux maximaux correspondent aux classes des éléments irréductibles. Les
idéaux premiers non nuls de A sont donc les <x> , x irréductible, et ils sont maximaux et
ces x sont premiers.

La situation n’est en général pas aussi simple. Commençons par quelques exemples moti-
vants. Ceux-ci font appel aux propriétés de la norme algébrique des nombres complexes :
N(a+ ib) := a2 + b2 (pour a, b ∈ R) ; rappelons que N(uv) = N(u)N(v) .

Exemple. Soit d ∈ Z , d > 0 . Rappelons que, par convention, nous notons
√
−d := i

√
d .

Si u ∈ Z[
√
−d] \ {0} , alors N(u) ∈ N∗ (si a, b ∈ Z sont non tous deux nuls,

N(a + b
√
−d) = a2 + db2 est un entier strictement positif). On en déduit que les élé-

ments inversibles de l’anneau Z[
√
−d] sont les éléments u tels que N(u) = 1 : en effet,

si u a pour inverse v , on a N(u)N(v) = N(uv) = 1 , d’où N(u) = 1 (c’est un entier
positif) ; réciproquement, si N(u) = 1 , le conjugué u est l’inverse de u . Pour des entiers,
a2 + db2 = 1 n’est possible que si a = ±1 et b = 0 , sauf dans le cas où d = 1 , pour
lequel on a aussi les solutions a = 0 et b = ±1 . Les éléments inversibles de Z[

√
−d] sont

donc ±1 et ±i si d = 1 et ±1 si d � 2 .
Montrons maintenant que le nombre premier p ∈ N est réductible dans Z[

√
−d] si, et

seulement s’il est de la forme a2 + db2 avec a, b ∈ Z . Supposons tout d’abord p = uv ,
avec u, v ∈ Z[

√
−d] non inversibles. Alors p2 = N(p) = N(u)N(v) et N(u), N(v) > 1 ,

donc N(u) = N(v) = p . Comme N(a + b
√
−d) = a2 + db2 , p est bien de la

forme indiquée. Réciproquement, si p = a2 + db2 avec a, b ∈ Z , on a p = uv ,

avec u := a+ b
√
−d ∈ Z[

√
−d] et v := u ∈ Z[

√
−d] tous deux non inversibles.

Exercice 2.
On prend maintenant d := 5 . Montrer que 3 est irréductible dans l’anneau Z[

√
−5] . Véri-

fier que 3 divise (2 +
√
−5)(2 −

√
−5) mais qu’il ne divise ni 2 +

√
−5 ni 2−

√
−5 .

Solution. On vérifie facilement que 3 = a2 + 5b2 est impossible avec a, b ∈ Z . Ainsi, 3
est irréductible dans Z[

√
−5] (de même, du fait que N(2+

√
−5) = N(2−

√
−5) = 9 , on

peut déduire que 2+
√
−5 et 2−

√
−5 sont irréductibles). On a (2+

√
−5)(2−

√
−5) = 32 .

Mais ni
2 +

√
−5

3
, ni

2−
√
−5

3
, ne sont de la forme a + b

√
−5 avec a, b ∈ Z , donc 3

ne divise ni 2 +
√
−5 ni 2−

√
−5 . Ainsi, 3 est irréductible mais n’est pas premier. C’est

cette discordance qui est impossible dans un anneau factoriel.

Exercice 3.
Soit d ∈ Z qui n’est pas un carré. Décrire les éléments de Z qui sont premiers dans Z[

√
d] .
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Solution. Puisque, par construction, l’anneau Z[
√
d] est intègre, l’idéal {0} est premier

dans Z[
√
d] ; mais, par définition, l’élément 0 n’est pas considéré comme premier.

Soit p ∈ N∗ (−p engendre le même idéal) ; par convention, 1 n’est jamais premier (car
l’anneau trivial n’est pas intègre), et l’on peut supposer p � 2 . En vertu des résultats
du module « Compléments d’algèbre » du livre [L2] (théorèmes d’isomorphisme pour les

anneaux, et polynômes sur un anneau), l’anneau Z[
√
d]/<p> est isomorphe à l’anneau

Z[X]/<X2 − d, p> , qui est lui-même isomorphe à l’anneau Fp[X]/<X2 − d> , où d

désigne la classe de d modulo p ; rappelons que l’on note Fp le corps Z/pZ . Cet anneau est

intègre si, et seulement si, le polynôme X2−d est irréductible, i.e. (puisqu’il est de degré 2)

s’il n’a pas de racines. En conclusion, p � 2 est premier dans Z[
√
d] si, et seulement si, d

n’est pas un carré modulo p .

1.2.1 Divisibilité dans les anneaux factoriels
Les preuves des résultats qui vont suivre sont en tous points similaires à celles données dans
le cas de Z et de K[X] , voire pour tout anneau principal, dans le livre [L1] : nous laissons
au lecteur le soin d’en rédiger les détails.

Théorème et définition 4. Soit A un anneau intègre (commutatif) dans lequel tout
élément non nul et non inversible est produit d’éléments irréductibles. Les propriétés
suivantes sont alors équivalentes :
(i) La décomposition en produit d’irréductibles est unique à l’ordre des facteurs près et
à inversible près.
(ii) Tout élément irréductible est premier.
On dit alors que l’anneau A est factoriel. Cette propriété équivaut encore à la suivante :
tout élément non inversible de A est produit d’éléments premiers.

La propriété (i) signifie que, si p1 · · · pr = q1 · · · qs , les pi et qj étant irréductibles,
alors r = s et, quitte à réordonner les facteurs, qi est associé à pi pour tout i ∈ [[1, r]] .

Point Méthode

Il sera plus commode de procéder comme suit. Dans l’ensemble des éléments irréductibles
de A , on fixe un ensemble de représentants P . Autrement dit, tous les éléments de P sont
irréductibles ; et, pour chaque p ∈ A irréductible, il y a un unique p′ ∈ P tel que p ∼ p′

(i.e. p et p′ sont associés). Ce choix étant fait, les propriétés du théorème et de la défini-
tion se résument ainsi : tout a ∈ A non nul admet une unique écriture a = upr11 · · · prkk
(u ∈ A∗ , k ∈ N et les ri ∈ N∗ , les pi ∈ P ).

Exemple. Si A = Z , on prend pour P l’ensemble des nombres premiers (dans N).
Si A = K[X] , on prend pour P l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles.

Théorème 5. Tout anneau principal est factoriel.
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1.2.2 Valuations
Soit a ∈ A . On introduit les valuations vp par la formule :

a = u
∏

p∈P
pvp(a),

où u ∈ A∗ et où les vp(a) ∈ N sont presque tous nuls.
On convient par ailleurs que ∀p ∈ P , vp(0) := +∞ . On a alors les formules :

vp(ab) = vp(a) + vp(b) et vp(a+ b) � min
(
vp(a), vp(b)

)
.

On vérifie immédiatement que a | b équivaut à : pour tout p ∈ P , vp(a) � vp(b) .
Ainsi, a ∼ b équivaut à : pour tout p ∈ P , vp(a) = vp(b) .
Il en découle que le plus grand commun diviseur a ∧ b de a et b se calcule ainsi :

a ∧ b =
∏

p∈P
pmin

(
vp(a),vp(b)

)
;

les pgcd de a et b sont les éléments associés à a ∧ b . Les diviseurs communs à a et b
sont les diviseurs de a ∧ b . On voit que a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si, et
seulement si, a ∧ b = 1 .

Dire que les éléments a et b sont étrangers n’est pas équivalent à dire que les
idéaux <a> et <b> sont étrangers (c’est-à-dire, selon le module « Compléments

d’algèbre » du livre [L2], que <a>+<b> = A) : voir l’exercice I.1.8 de la page 69.

Proposition 6 (Lemme de Gauß). Si a et b sont étrangers et si a | bc , alors a | c .

Plus généralement, on peut calculer :

pgcd(a1, . . . , an) := a1 ∧ · · · ∧ an :=
∏

p∈P
pmin

(
vp(a1),...,vp(an)

)

et dire que les éléments a1, . . . , an ∈ A sont premiers entre eux (ou étrangers) dans leur
ensemble si ce pgcd est égal à 1 . De même, on peut définir le ppcm par la formule :

ppcm(a1, . . . , an) := a1 ∨ · · · ∨ an :=
∏
p∈P

pmax
(
vp(a1),...,vp(an)

)
. Les multiples communs

à a1, . . . , an sont les multiples de leur ppcm.

Exercice 4.
On suppose que a et b sont étrangers et que ab est de la forme xd pour un d � 2 . Montrer
qu’il existe y, z ∈ A tels que a ∼ yd et b ∼ zd .
Solution. Puisque a et b sont étrangers, pour tout p ∈ P , vp(a) ou vp(b) est nul ; mais

comme vp(a) + vp(b) = vp(x
d) = dvp(x) , vp(a) et vp(b) sont tous deux multiples de d .

Or, la condition « il existe y ∈ A tel que a ∼ yd » est clairement équivalente à : « pour
tout p ∈ P , vp(a) est multiple de d ».
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Extension des vp au corps des fractions de A

Soit
a

b
un élément du corps des fractions K de A . Quitte à simplifier le numérateur et

le dénominateur par a ∧ b , on peut supposer que cette fraction est irréductible, c’est-à-

dire que a et b sont premiers entre eux. Dans ce cas, pour toute égalité
a

b
=

c

d
, on a c = am

et d = bm avec m ∈ A : cela découle du lemme de Gauß. En particulier, si
c

d
est également

irréductible, alors a et c sont associés, ainsi que b et d .
On peut étendre les valuations vp au corps des fractions de A en posant :

∀p ∈ P , ∀a, b ∈ A \ {0} , vp

(a
b

)
:= vp(a)− vp(b).

Le lecteur vérifiera que cette définition n’est pas ambiguë et que les règles sur vp(ab)

et vp(a+ b) restent valides. De plus, tout élément x ∈ K∗ admet une unique écriture :

x = u
∏

p∈P
pvp(x),

où u ∈ A∗ et où les vp(x) ∈ Z sont presque tous nuls.

Exercice 5.
Démontrer que

√
2 est irrationnel.

Solution. Si x :=
√
2 était rationnel, de l’égalité x2 = 2 on tirerait 2v2(x) = 1 , ce qui est

impossible puisque v2(x) ∈ Z .

Remarque. Notons P ∗ le sous-groupe de K∗ engendré par P , autrement dit :

P ∗ := {x ∈ K∗ | x =
∏

p∈P
pvp(x)}.

Il résulte des conventions précédentes que le pgcd et le ppcm d’éléments de A \ {0}
sont des éléments de P ∗ .

La propriété suivante, bien que facile à démontrer, est très utile :

Proposition 7. Pour que x ∈ K soit élément de A , il faut, et il suffit, que vp(x) soit
positif ou nul pour tout p ∈ P .

Exercice 6.
Démontrer que x =

√
2 +

√
3 est irrationnel.

Solution. Si x était rationnel, de l’égalité (x2−5)2 = 24 , i.e. x4−10x2+1 = 0 , on dédui-
rait que x2 = 10 − x−2 , donc que vp(x

2) � min(vp(10),−vp(x
2)) , donc que vp(x) � 0

pour tout p ∈ P , et x serait entier. Mais c’est impossible car 1,4 + 1,7 < x < 1,5 + 1,8 .
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1.3 Polynômes sur un anneau factoriel
Soit A un anneau factoriel, de corps des fractions K . On choisit un ensemble de représen-
tants P de l’ensemble des irréductibles de A (pour la relation « être associé »).

Définition 2. Un polynôme non nul F ∈ A[X] est dit primitif si ses coefficients sont
premiers entre eux dans leur ensemble.

Proposition et définition 8. Soit F ∈ K[X] un polynôme non nul. Il existe alors

un unique c(F ) ∈ P ∗ et un unique polynôme primitif F̃ ∈ A[X] tels que F = c(F )F̃ .
L’élément c(F ) est appelé contenu de F .

Démonstration. Écrivons F =
∑ ai

bi
Xi , et soit b le ppcm des dénominateurs des bi .

Alors bF ∈ A[X] , et l’on prend pour c(F ) le pgcd des coefficients de bF divisé par b . Les
propriétés indiquées (unicité, primitivité) sont alors immédiates.

Il est clair que F ∈ A[X] si, et seulement si, c(F ) ∈ A .

Théorème 9 (Gauß).
(i) Le produit de deux polynômes primitifs est primitif.
(ii) Si F,G ∈ K[X] sont non nuls, c(FG) = c(F )c(G) .

Démonstration. Soient F,G ∈ A[X] . Si FG ∈ A[X] n’est pas primitif, il existe p ∈ P

qui divise tous les coefficients de FG . Dans l’anneau intègre A/<p>[X] , le produit des

images F et G est nul, donc l’un des deux, par exemple F , est nul ; donc p divise tous les
coefficients de F , qui n’est donc pas primitif : on a prouvé (i) par contraposée.
L’assertion (ii) est alors immédiate en invoquant la proposition 8.

Lemme 10. Les éléments suivants sont premiers dans A[X] : d’une part, les irré-
ductibles de A , d’autre part, les polynômes primitifs de A[X] qui sont irréductibles
dans K[X] .

Démonstration. En ce qui concerne les irréductibles de A , cela résulte de la preuve du
théorème 9. Soit F un polynôme primitif de A[X] irréductible dans K[X] . Supposons
que F | GH dans A[X] . Comme F divise GH dans K[X] , il divise (par exemple) G

dans K[X] : on a donc FE = G avec E ∈ K[X] . Alors c(E) = c(G) (car c(F ) = 1),
donc c(E) ∈ A , donc E ∈ A[X] et F divise G dans A[X] .

Théorème 11. L’anneau A[X] est factoriel. Ses irréductibles sont, d’une part, les
irréductibles de A , d’autre part, les polynômes primitifs de A[X] qui sont irréductibles
dans K[X] .

Démonstration. Soit F un élément non inversible de A[X] . S’il est constant, c’est un
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élément non inversible de A , donc, de manière essentiellement unique, un produit d’ir-
réductibles de A ; et il n’est pas multiple d’un polynôme non constant. Si F est non
constant, il est produit d’irréductibles de K[X] , ce que l’on écrit F = F1 · · ·Fr . On

a donc c(F ) = c(F1) · · · c(Fr) , d’où F̃ = F̃1 · · · F̃r . Finalement, F = c(F )F̃1 · · · F̃r ,

où c(F ) ∈ A et les F̃i primitifs dans A[X] et irréductibles dans K[X] . Le lemme précé-
dent et la remarque qui suit le théorème 4 de la page 9 permettent alors de conclure.

Nous pouvons maintenant compléter la théorie du résultant (module sur les polynômes à
plusieurs indéterminées du livre [L2]).

Corollaire 12. Soient P,Q ∈ A[X] . Si l’anneau A est factoriel, pour que Res(P,Q)
s’annule, il faut, et il suffit, que P et Q aient un facteur commun non constant
dans A[X] .

2 Le groupe multiplicatif de l’anneau Z/nZ
Cette section est surtout destinée à fournir des outils pour la suivante ; cependant, on y
trouvera deux applications informatiques intéressantes en 2.4.

2.1 Rappels sur (Z/nZ)∗

Pour tout n � 1 entier, on note (Z/nZ)∗ le groupe multiplicatif de l’anneau Z/nZ , c’est-
à-dire, en tant qu’ensemble :

(Z/nZ)∗ = {a | a ∈ {0, . . . , n− 1} , a ∧ n = 1},
où l’on a noté a ∈ Z/nZ la classe de a et a ∧ n le pgcd de a et de n (choisi positif).
L’indicatrice d’Euler ϕ(n) est alors définie par la formule :

ϕ(n) := card (Z/nZ)∗ = card {a ∈ {0, . . . , n− 1} , a ∧ n = 1}.

Exemple. Si n = pr , p premier, r � 1 , les non inversibles de Z/prZ sont les a tels

que p | a , i.e. les pb avec 0 � b < pr−1 . Il y en a donc pr−1 et ϕ(pr) = pr − pr−1 .

Si n = pr11 · · · prkk (décomposition en facteurs premiers), on déduit du lemme chinois l’iso-
morphisme d’anneaux puis l’isomorphisme de groupes :

Z/nZ ≃ Z/pr11 Z× · · · × Z/prkk Z =⇒ (Z/nZ)∗ ≃ (Z/pr11 Z)∗ × · · · × (Z/prkk Z)∗,

puisque pour deux anneaux A,B quelconques (A × B)∗ = A∗ × B∗ . On en tire les
formules :

ϕ(n) = ϕ(pr11 ) · · ·ϕ(prkk ) = (pr11 − pr1−1
1 ) · · · (prkk − prk−1

k ) = n(1− 1/p1) · · · (1− 1/pk).

Exercice 7.
À quelle condition a-t-on ϕ(n) = 1 ? ϕ(n) = 2 ? ϕ(n) impair?
Solution. Puisque ϕ(n) = ϕ(pr11 ) · · ·ϕ(prkk ) , on ne peut avoir ϕ(n) = 1 que si n = 1

ou 2 . De plus, sauf dans le cas de ϕ(2) , chaque facteur ϕ(prii ) est pair ; donc on ne peut
avoir ϕ(n) = 2 que si n = 3 ou 4 et ϕ(n) ne peut être impair que si n = 1 ou 2 .
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Plus généralement, on voit que la fonction arithmétique ϕ est multiplicative, ce qui, en
arithmétique, exprime la propriété suivante :

∀a, b ∈ N , a ∧ b = 1 =⇒ ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Puisque le groupe (Z/nZ)∗ a ϕ(n) éléments, on déduit du théorème de Lagrange le théo-
rème d’Euler :

∀a ∈ Z , a ∧ n = 1 =⇒ aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Le petit théorème de Fermat en est un cas particulier ; si p est premier :

∀a ∈ Z \ pZ , ap−1 ≡ 1 (mod p), d’où l’on déduit : ∀a ∈ Z , ap ≡ a (mod p).

La relation ∀a ∈ Z \ pZ , ap−1 ≡ 1 (mod p) entraîne réciproquement que tout non mul-
tiple de p est premier avec p , donc que p est premier. Cependant, la deuxième relation, qui
est conséquence immédiate de la première, n’implique pas la primalité de p : les nombres
de Carmichael, comme 561 = 3× 11× 17 la possèdent (proposition 39 de la page 43).

Application aux groupes cycliques

On sait que tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe à (Z/nZ,+) et que les généra-
teurs du groupe (Z/nZ,+) sont les éléments de (Z/nZ)∗ (section 2 du module « Groupes,
anneaux, corps » du livre [L1]). On en déduit que tout groupe cyclique d’ordre n admet
exactement ϕ(n) générateurs.

Exemple. Il découlera de la section 2.2 que (Z/5Z)∗ et (Z/7Z)∗ sont cycliques. Ils ont
respectivement ϕ(5) = 4 et ϕ(7) = 6 éléments. Ils sont donc respectivement isomorphes
à Z/4Z et Z/6Z . Le groupe (Z/5Z)∗ a ϕ(4) = 2 générateurs (les classes de 2 et de 3) et
le groupe (Z/7Z)∗ en a ϕ(6) = 2 (les classes de 3 et de 5).

Proposition 13. Pour tout n ∈ N∗ , on a :
∑

d|n
ϕ(d) = n (somme étendue aux diviseurs entiers naturels de n).

Démonstration. Notons E := {0, . . . , n−1} et, pour d | n , Ed := {a ∈ E | a∧n = d} ,
de sorte que E est la réunion disjointe des Ed . Soit d | n et soit n′ := n/d . L’application
a′ �→ da′ définit une bijection de {0, . . . , n′ − 1} sur Ed . On a donc card Ed = ϕ(n/d)

et n est la somme des ϕ(n/d) pour d | n . Comme l’application d �→ n/d permute l’en-
semble des diviseurs de n , la formule voulue en découle.

Une autre démonstration est proposée dans l’exercice I.1.23 de la page 70.

2.2 Le groupe multiplicatif d’un corps fini
Nous commencerons par un résultat un peu plus général que nécessaire.

Proposition 14. Soient K un corps commutatif et G un sous-groupe fini de K∗ .
Alors G est cyclique.

Démonstration. Notons n := card G et, pour tout diviseur d de n , ψ(d) le nombre
d’éléments de G qui sont d’ordre exactement d . Nous voulons démontrer que ψ(n) �= 0 .



2 Le groupe multiplicatif de l’anneau Z/nZ 15

D’après le théorème de Lagrange, l’ordre de tout élément de G est un diviseur de n , et
donc

∑
d|n

ψ(d) = n .

Soit d | n tel que ψ(d) �= 0 et soit x ∈ G un élément d’ordre d . Le sous-groupe <x>

qu’il engendre a exactement d éléments, qui vérifient donc xd = 1 . En particulier, ils sont
les racines du polynôme Xd − 1 , qui en a au plus d puisque le corps K est commutatif.
Ainsi <x> est égal à l’ensemble de toutes les racines de ce polynôme. Tous les éléments
d’ordre d de G sont donc dans <x> et en sont des générateurs, d’où, en vertu de ce qui a
été dit plus haut sur les groupes cycliques, l’égalité ψ(d) = ϕ(d) .

On a donc ψ(d) = 0 ou ψ(d) = ϕ(d) pour tout d | n . Comme
∑
d|n

ψ(d) =
∑
d|n

ϕ(d) = n ,

on a en fait ψ(d) = ϕ(d) pour tout d | n , d’où ψ(n) = ϕ(n) �= 0 .

Ce résultat peut être en défaut si l’on ne suppose pas le corps commutatif (exercice I.1.24
de la page 70).

Corollaire 15. Soit K un corps fini commutatif1. Alors K∗ est cyclique.

Exemple. Soit p un nombre premier. Un entier a ∈ Z dont la classe dans Z/pZ est un
générateur de (Z/pZ)∗ est appelé racine primitive modulo p . Ces nombres sont utiles
pour les tests de primalité (voir la section 5). On en trouve des tables, par exemple sur le
site :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Racine_primitive_modulo_n

2.3 Le groupe multiplicatif de l’anneau Z/prZ
Dans toute cette section, p désignera un nombre premier impair. Pour le cas des
groupes (Z/2rZ)∗ , des informations partielles sont proposées en exercice ; le cas général
est traité dans [Demazure].

Lemme 16. L’élément 1 + p ∈ (Z/prZ)∗ est d’ordre pr−1 .

Démonstration. On va démontrer par récurrence sur i que (1 + p)p
i
= 1 + pi+1xi ,

où xi ∈ Z \ pZ . Pour i = 0 , on a x0 = 1 . Supposons la relation vérifiée au rang i � 1 .
Alors :

(1 + p)p
i+1

=
(
1 + pi+1xi

)p
= 1 + pi+2xi+1,

où :

xi+1 = xi +

p−1∑

k=2

(
p

k

)
pk(i+1)−(i+2)xki + pp(i+1)−(i+2)xpi ≡ xi (mod p),

car p |
(p
k

)
pour 0 < k < p et que p(i + 1) − (i + 2) > 1 puisque p > 2 . La relation

étant établie, on voit que
(
1 + p

)pr−2

�= 1 (prendre i = r − 2) et que
(
1 + p

)pr−1

= 1

(prendre i = r − 1).
1En fait, tout corps fini est commutatif (théorème de Wedderburn, voir le livre [MPA1]).
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Théorème 17. Pour p premier impair, le groupe (Z/prZ)∗ est cyclique.

Démonstration. Le morphisme surjectif d’anneaux Z/prZ → Z/pZ induit un mor-
phisme de groupes (Z/prZ)∗ → (Z/pZ)∗ qui est lui aussi surjectif, puisqu’à la source
comme au but on trouve les classes des éléments de Z \ pZ . Soit x0 un générateur
de (Z/pZ)∗ (corollaire 15 de la page précédente) et soit y0 ∈ (Z/prZ)∗ un antécédent

de x0 . Puisque yk0 = 1 ⇒ xk0 = 1 , l’ordre p − 1 de x0 dans (Z/pZ)∗ divise l’ordre
de y0 dans (Z/prZ)∗ . Il existe donc une puissance z0 de y0 dont l’ordre est p − 1 . Alors
l’ordre de z0 1 + p ∈ (Z/prZ)∗ est (p − 1)pr−1 = ϕ(pr) (exercice I.1.25 de la page 70)
et z0 1 + p est un générateur de (Z/prZ)∗ .

Exercice 8.
Trouver un générateur de (Z/125Z)∗ .
Solution. Puisque (par exemple) la classe de 3 engendre (Z/5Z)∗ , on cherche l’ordre
de 3 ∈ (Z/125Z)∗ , qui doit être un multiple de 4 et un diviseur de ϕ(125) = 100 . On
constate que le reste de 320 modulo 125 est 26 et l’on a donc directement un générateur.

2.4 Deux applications informatiques
2.4.1 Première application : générateurs pseudo-aléatoires
L’un des pères fondateurs de l’informatique, John von Neumann, a dit : « Anyone who consi-
ders arithmetical methods of producing random digits is, of course, in a state of sin. »2.
Nous tenterons donc plus modestement de simuler l’aléatoire et parlerons de « générateur
pseudo-aléatoire ». Dans ce but, nous décrirons des moyens de produire de longues suites
de nombres variés (en utilisant l’arithmétique modulaire, et en particulier la structure du
groupe (Z/mZ)∗ ). Il y a pour cela une théorie riche et compliquée (et amusante), que nous
effleurerons à peine. Pour une étude approfondie, voir [Knuth2] qui traite de plus des tests
permettant d’évaluer la qualité d’un générateur (son aptitude à simuler l’aléatoire). Vu de
l’extérieur, un générateur pseudo-aléatoire est un programme qui rend un nombre chaque
fois qu’on l’appelle. Vu de l’intérieur, ce programme calcule en fait les termes d’une suite
numérique (xn) . Chaque fois qu’on l’appelle, il renvoie un terme; d’un appel sur l’autre,
il passe au terme suivant. Autrement dit, entre deux appels, le programme garde trace du
rang du dernier terme rendu : l’indice n est une variable rémanente, et il faut donc sa-
voir programmer de telles variables. Le plus souvent, il s’agit de suites définies par récur-
rence : xn+1 = f(xn) . Dans ce cas, la variable rémanente contient la dernière valeur de xn
qui a été rendue. Dans notre approche élémentaire, nous ne traiterons pas ce problème :
nous considérerons simplement des programmes qui calculent f(x) , donc chaque nouveau
terme en fonction du précédent. Il existe deux types principaux de générateurs aléatoires :
ceux qui rendent des nombres réels entre 0 et 1 ; et ceux qui rendent des entiers entre 0
et m − 1 , l’entier m � 2 ayant été passé en argument. Nous ne nous occuperons que du
deuxième type.

2« Quiconque envisage des méthodes arithmétiques pour produire des nombres aléatoires est, bien entendu, en
état de péché. »
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Générateurs linéaires congruentiels

Nous supposons fixé le module m � 2 (argument d’appel). Au lieu de considérer une suite
d’entiers compris entre 0 et m− 1 , nous considérerons une suite d’éléments de Z/mZ . Le
format général de cette suite est donné par la relation de récurrence :

∀n ∈ N , xn+1 := axn + b.

Un générateur pseudo-aléatoire basé sur ce principe est appelé linéaire congruentiel. Il faut,
pour le spécifier choisir le module m , la « graine », ou « semence », (en anglais : the seed)
x0 ∈ Z/mZ et les coefficients a, b ∈ Z/mZ . On ne prendra évidemment pas a := 0 car
la suite serait constante à partir du rang n = 1 et n’aurait pas du tout l’air aléatoire. On ne
prendra pas non plus en général a := 1 (nous employons cette notation simplifiée pour 1),
car on aurait xn = x0 + nb , et l’on repérerait trop facilement une régularité. La théorie des
générateurs linéaires congruentiels n’est vraiment développée que pour le cas d’un module
premier ou primaire (i.e. puissance d’un nombre premier).

Cas d’un module premier

Supposons m premier. Puisque l’on a exclu le cas où a = 1 , l’élément 1 − a est inver-
sible dans Z/mZ et l’on va pouvoir appliquer la méthode vue en terminale pour les suites
arithmético-géométriques. On cherche un « point fixe » u = au+ b , d’où u = b(1− a)−1 .
La relation de récurrence devient alors : (xn+1 − u) := a(xn − u) , et l’on en dé-
duit xn − u = an(x0 − u) , donc :

∀n ∈ N , xn = an(x0 − u) + u.

Finalement, à un décalage près de valeur u , tout se passe comme si la suite était géo-
métrique. Pour la suite de ce paragraphe, nous supposons donc que b = u = 0 et donc
que xn = anx0 . On prendra évidemment x0 �= 0 , sinon la suite serait constante et n’aurait
pas du tout l’air aléatoire. Finalement, on est donc conduit à examiner la suite des anx0 .
Pour savoir si elle a l’air aléatoire, on trouvera dans [Knuth2] des tests empiriques. On peut
déjà se demander si elle ne boucle pas trop vite. En effet, le petit théorème de Fermat nous
dit que am−1 = 1 et donc que, si n = q(m − 1) + r , on a an = (am−1)qar = ar ,
d’où xn = xr : cela signifie que la suite se reproduit avec une période (m − 1) . Mais ce
n’est pas nécessairement la période de cette suite.

Exemple. Prenons m := 7 . Tout a ∈ (Z/7Z)∗ vérifie a6 = 1 , donc la suite des anx0
se reproduit à coup sûr avec une période 6 . Mais si l’on prend par exemple a := 2 ,
on a a3 = 1 et la période tombe à 3 . Il vaut mieux prendre a := 3 qui est tel
que a0 = 1 , a1 = 3 , a2 = 2 , a3 = 6 , a4 = 4 , a5 = 5 sont distincts et qui fournit
donc une suite aussi longue que possible.

Dans tous les cas, il est raisonnable de choisir pour a un générateur du groupe cy-
clique (Z/mZ)∗ .
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Cas d’un module primaire
Supposons m primaire, c’est-à-dire puissance d’un nombre premier : n = pr , où p est
premier et r � 2 . Dans ce cas, il n’est pas aussi facile d’étudier une suite arithmético-
géométrique générale (car a �= 1 n’entraîne pas que 1 − a est inversible), aussi prendrons
nous d’emblée b := 0 . Et, bien entendu, on suppose toujours a �= 0, 1 et x0 �= 0 .
Si a est la classe d’un multiple de p , alors ar est la classe d’un multiple de pr , donc ar = 0 .
Dans ce cas, la suite est stationnaire en 0 et donc très peu aléatoire. Nous supposons donc
que a est la classe d’un entier non multiple de p . Mais un tel entier n’a pas de diviseur
commun avec pr = m , donc a est inversible : on a encore a ∈ (Z/mZ)∗ . la situation est
analogue à celle décrite plus haut : la suite aura pour longueur l’ordre de a . Si p est impair,
le groupe étant cyclique, on choisira donc pour a un générateur.

Exemple. Avec m := 27 , on a ϕ(m) = 18 . Les générateurs de (Z/27Z)∗

sont 2 , 5 , 11 , 14 , 20 et 23 (en fait, les puissances de 2 avec un exposant premier à 18).

2.4.2 Deuxième application : cryptographie à clé publique
La méthode RSA de cryptographie à clé publique a été inventée en 1978 par Ron Rivest,
Adi Shamir et Leonard Adleman du MIT. Sa mise en œuvre suppose le choix d’un mo-
dule n , d’une clé publique (e, n) et d’une clé secrète (d, n) . Les propriétés requises sont
les suivantes :

1. L’entier naturel n est assez grand pour que l’on puisse facilement coder
(voir la remarque ci-dessous) tout message sous la forme d’une suite d’entiers
de {0, . . . , n− 1} .

2. Les entiers naturels d et e vérifient la propriété :

∀a ∈ Z , ade ≡ a (mod n).

Nous distinguons ici le codage du cryptage. Le codage est simplement la mise du texte
sous une forme adaptée à l’algorithme. Par exemple, chaque caractère du message à trans-
mettre est représenté par un octet et le message est tronçonné en paquets d’octets de
tailles telles que l’on puisse les représenter par un entier M ∈ {0, . . . , n − 1} . Le pro-
blème du cryptage est alors, pour l’émetteur du message, de remplacer M par un en-
tier M ′ := C(M) ∈ {0, . . . , n−1} (la lettre C est ici pour « cryptage »), que le destinataire
du message saura reconvertir en M := D(M ′) (la lettre D est ici pour « décryptage »).
La clé publique (e, n) et la clé secrète (d, n) étant données, le principe est le suivant.
Leur détenteur diffuse publiquement ( !) la clé publique (e, n) et garde par devers lui
(!) la clé secrète (d, n) . Chaque fois que quelqu’un veut lui envoyer un message se-
cret M ∈ {0, . . . , n− 1} :

1. Il crypte M selon la formule M ′ := C(M) := M e (mod n) .

2. Le destinataire décrypte M ′ selon la formule M := D(M ′) := (M ′)d (mod n) .

Ici, par abus de notation, M e (mod n) désigne le reste de la division de M e par n , et

similairement pour (M ′)d (mod n) . En fait, ces calculs peuvent s’effectuer relativement
vite par exponentiation rapide dans Z/nZ . La méthode RSA est correcte en vertu du calcul :

D(C(M)) = Mde (mod n) = M.




