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Ava nt-Propos

Ce livre a pour vocation d’aider les éleves dans leur préparation aux concours des
grandes écoles d’ingénieur. Il complete les excellents ouvrages de cours ou d’exer-
cices corrigés déja parus dans la collection « J’integre » du méme éditeur.

Apres leur premiere année, les éleves de mathématiques spéciales savent 1’impor-
tance cruciale de 1’apprentissage du cours : il s’agit non seulement de connaitre les
définitions, les méthodes et techniques de calcul, les théoremes et leurs démonstra-
tions, mais aussi de savoir mobiliser ces connaissances pour répondre a des problémes
de mathématiques. C’est ce qui permet de distinguer un « cours appris » d’un « cours
compris ».

C’est notre expérience aupres de ces éleves, comme professeurs et comme colleurs,
qui nous a conduit a élaborer ces tests de connaissances. Leur objectif est triple :

détecter au travers de questions simples les points du cours qui ne sont pas suffi-

samment compris ;

manipuler les notions du cours sur des exemples concrets ;

progresser dans la logique et la rigueur.

Nous proposons un test par chapitre principal du cours de deuxieme année.
Conformes au programme officiel, ces tests sont tous indépendants les uns des autres,
et peuvent étre abordés dans n’importe quel ordre, au fil du cours prodigué par votre
professeur de mathématiques. Comptez entre quinze et vingt-cinq minutes pour ré-
pondre aux questions du test (généralement entre 15 et 20 questions), puis prenez le
temps qu’il faut pour lire et comprendre le corrigé. Les questions sont en principe
de difficulté croissante, la majorité des éleves auxquels nous avons proposé ces tests
donnent entre 50 % et 60 % de réponses justes. Au-dela de 75 % de réponses justes,
vous pouvez considérer que votre apprentissage du cours est satisfaisant.

Dans les corrigés, nous ne nous contentons pas de vous donner la bonne réponse,
mais nous vous expliquons aussi pourquoi les autres réponses proposées sont fausses.
C’est une maniere efficace de prendre du recul sur votre cours.

Vous trouverez aussi dans ce livre trois QCM de révision portant sur la totalité du
programme de premiere et deuxieme année. Ils sont étudiés pour vous permettre de
cibler les principaux chapitres sur lesquels vos révisions seront les plus efficaces.

Nous espérons que ces QCM trouveront leur place chaque semaine dans votre em-
ploi du temps. C’est au travers d’un investissement régulier que votre travail portera
ses fruits.

Les auteurs






Partie 1

Algebre




Groupee», anneaux,
corps

Avec ce QCM, vous évaluez vos compétences sur les sujets suivants :

La caractérisation des sous-structures
Le sous-groupe engendré par une partie
Les morphismes de structure

Les sous-groupes de Z

Les groupes monogenes

o Lesidéaux d’un anneau commutatif

o Lesidéaux de K[X]

o Les groupes usuels (groupe symétrique, groupes de matrices. . .)

Répondez d’abord aux questions suivantes, puis allez voir les corrigés page 40.
Nous vous rappelons qu’il n’y a qu'une seule réponse exacte par question. Cer-
taines questions nécessitent d’écrire quelques lignes au brouillon.

n Dans I’anneau R[X], le sous-ensemble Z[X] est
O a. un sous-groupe ODb. un sous-anneau
O c. un idéal J d. un sous-corps
a Soit X une partie non vide de R?. L’ensemble des applications u € GL(R?) telles
que u(X) = X est
O a. un groupe O b. un espace vectoriel

J c. une algebre O d. une droite

B Quels sont les idéaux de R ?
Ja. iln’y en a pas car R est un corps
Ob. {0} etR
O c. tous les sous-corps de R

O d. les ensembles de la forme aZ, ou a € R



—

Enoncés

1" Groupes, anneaux, corps

n Soient a, b, c dans Z. Si le groupe engendré par {a, b, c} est égal a Z alors
O a. I'un des entiers vaut 1 ou —1
O b. les trois entiers sont premiers entre eux
O c. deux des trois entiers suffisent a engendrer Z

O d. le ppcm de a, b, ¢ vaut 1

B Lequel des ensembles suivants est un idéal de C[X] ?
Oa. {P € C[X], P(0) =0} Ob. {P € C[X], P'(0) =0}
Oc. {PeC[X], P(1)=PO)y Od. {PeC[X], PO)=1}

ﬂ Le groupe symétrique (%, o) est cyclique
Oa. pourn =1 Ob. pour n € {1,2}
Oec. pourn e {l,2,3} O d. jamais

Soit A un ensemble muni d’une structure algébrique et B = A X A muni de la
(resp. des) loi(s) naturelle(s). L'une des phrases suivantes est fausse. Laquelle ?
O a. si A est un groupe alors B est un groupe
O b. si A est un anneau alors B est un anneau
(J c. si A est un anneau commutatif alors B est un anneau commutatif

J d. si A estun corps alors B est un corps

B Pour prouver qu’un sous-groupe non nul G de Z est de la forme nZ, comment
construit-on n a partir de G ?

Ja. n=min(GNN") O b. n = pged{x, x € G}
Oc. n=Card G Od. n=inf N*\G

n Soient A et B deux anneaux commutatifs non nuls, et soit ¢ un morphisme d’an-
neau de A dans B. Le noyau de ¢ est

J a. un sous-anneau de A (3 b. un sous-anneau de B

Oc. unidéal de A O d. sans structure particuliere
m Quel est le sous-groupe de (C, +) engendré par {1, i} ?

Oa. {a+ bi,(a,b) € 7% Ob. {1,-1,i,—i}

Oec. {a+bi,(a,b) € Q% Jd. C

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit
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Enoncés

1" Groupes, anneaux, corps

m Soit G un groupe fini de cardinal n de neutre e et x un élément de G. Laquelle
des conditions suivantes ne permet pas de dire que x engendre G ?

Oa. G est cyclique Ob. X #epourl <k<n
O c. x% engendre G Od. (keZ, x* = e} =nZ

m Lequel des ensembles suivants n’est pas un groupe pour la composition des ap-
plications ?

(J a. I’ensemble des bijections de [0, 1] sur [0, 1]
O b. I’ensemble des bijections continues de [0, 1] sur [0, 1]
J c. I’ensemble des bijections &' de [0, 1] sur [0, 1]

O d. I’ensemble des bijections croissantes de [0, 1] sur [0, 1]

m Soit A un anneau commutatif, /7, J deux idéaux de A et a € A. Lequel des en-
sembles suivants n’est pas forcément un idéal de A ?

Oa. InJ Ob. I+J={x+y,xel,yeJ}
Oc. IUJ ad. al = {ax,x € I}

m Soit G un groupe fini, de neutre 1, et x un élément de G tel que xlzletx!2=1.
Alors le cardinal du groupe engendré par x

Oa. est12 Ob. divise 12
Oec. est 1l O d. est un multiple de 12

m Quels groupes sont isomorphes ?
Ja. (C,+) et (C*, x) Ob. (R, +) et (R*, x)
Oc. (Z,+)et(Q,+) Od. (Z,+)et RZ,+)
m Lequel des ensembles suivants est un sous-groupe du groupe linéaire
(GL2(R), %) ?
(J a. I’ensemble des matrices inversibles a coefficients dans Z
O b. I’ensemble des matrices a coefficients dans Z de déterminant 1
O c. I’ensemble des matrices de déterminant < O

I d. I'ensemble des matrices A vérifiant A> = b

Dans le groupe symétrique Ss combien y a-t-il d’éléments qui engendrent un
sous-groupe de cardinal 2 ?

Oa. 10 Ob. 25 Oc. 40 0Od. 60



4 ’
Enonceés

1 GFOUPBQ, anneaux, corps

m Soit G un groupe cyclique d’ordre n engendré par x. Les éléments x> et x° en-
gendrent le méme sous-groupe de G lorsque

O a. n est impair ODb. n est pair

O c¢. n est premier avec 6 O d. n est un multiple de 6

Retrouvez les corrigés du chapitre 1 page 40.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit



Arithmétique
et anneaux Z/nZ

4

Avec ce QCM, vous évaluez vos compétences sur les sujets suivants :

o Larithmétique de Z
Les calculs dans Z/nZ
Les structures de groupe et d’anneau de Z/nZ

Les inversibles de Z/n’Z, I’indicatrice d’Euler

La caractéristique d’un anneau ou d’un corps

4

Répondez d’abord aux questions suivantes, puis allez voir les corrigés page 46.
Nous vous rappelons qu’il n’y a qu’une seule réponse exacte par question. Cer-
taines questions nécessitent d’écrire quelques lignes au brouillon.

Notations. On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

n Soit a un entier > 1. Quel est le reste de la division euclidienne de a” + 1 par
a—-17

Oa. 0 Ob. 2 Oc. a+1 Od. —a+1

ﬂ Pour quelles valeurs de n € N a-t-on 15 = 36 [n] ?

O a. seulement 21 Ob. les multiples de 21

O c. les diviseurs de 21 O d. le pged de 15 et 36
B Quel est le pged de 659 et 4699

Ta. 1 b, 269 TJe 469 7Jd. 6

n Lequel des éléments suivants n’est pas inversible dans I’anneau Z/30Z ?
Ja. 11 db. 13 Oec 17 dd. 21
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Z /
Z Arithmétique et anneaux Z/nZ Enoncés

B Combien I’équation ¢(n) = n — 1 a-t-elle de solutions ?
O a. aucune Ob. 1 Oc. 2 O d. une infinité

ﬂ Soit n > 2. Combien Z/nZ possede-t-il de sous-anneaux ?
Oa. 1 Ob. ¢n) Oc. n

O d. autant que de diviseurs de n

Quel est I'inverse de 11 dans Z/60Z ?
Ta. 11 Ob. 49 Te 29 O d. 11 n’est pas inversible

B Le sous-groupe de Z/12Z engendré par la classe de 9 est isomorphe a
Oa. Z/3Z Ob. Z/4Z Oc. Z/9Z Od. Z/12Z

n Combien y a-t-il d’entiers n > 2 tels que 3 soit I'inverse de 5 modulo n ?
0 a. aucun Ob. 1 Oc. 3 O d. une infinité

m Soit A un anneau commutatif non nul, (P) la propriété « A est fini » et (Q) la
propriété « la caractéristique de A est non nulle ». Alors

Ja. (P) = (0) Ob. (Q) = (P) Oc. (P) = (0
O d. il n’y a aucune implication entre (P) et (Q)

m Lequel des groupes suivants a le plus de générateurs ?
Oa. Z/12Z Ob. Z/13Z Oc. Z/14Z Od. Z/15Z

Soit n € N qui peut s’écrire comme somme de deux carrés : n = a” + b* avec a, b
entiers. Modulo 4, I’entier n ne peut pas étre congru a

Oa. 0 Ob. 1 Oc. 2 0Od. 3

m Quelle est la caractéristique de 1’anneau produit A = Z/6Z X Z/10Z?
Oa. 2 Ob. 10 Oec. 30 Od. 60

m Les deux groupes Z,/2Z. x Z/3Z et Z/6Z sont-ils isomorphes ?
(J a. non, car ils n’ont pas méme cardinal
O b. non, car I’un est commutatif et 1’autre non

O c. non, car ’un est cyclique et I’autre non
Od. oui



z /
E nhonces Z Arithmétique et anneaux Z/nZ

m Dans I’anneau Z,/12Z, quels sont les éléments nilpotents ?
T a. seulement 0 Tb. {0,6) De. {0,2,3,6)

O d. tous car 12 n’est pas premier

m Dans I’anneau Z/12Z, combien d’éléments vérifient x* = 1?
Oa. 1 Ob. 2 Oc. 4 O d. une infinité

Soit K un corps de caractéristique p, et £ un K-espace vectoriel de dimension
finie n > 1. Alors ’anneau Z(E) est de caractéristique

Ta. 0 Ob. p Oc. np Od. nzp2

m Combien y a-t-il de morphismes de groupes de Z/5Z dans Z,/3Z.?
Oa. 0 Ob. 1 Oc. 3 ad. 15

m Quelle fonction, dont I’ensemble de départ est Z/nZ, n’est pas définie ?

2ikm

Oa. ke k Ob. k— k2 Oe. k1 Od. ks e

Retrouvez les corrigés du chapitre 2 page 46.



Espaoes vectoriels
et applications
linéaires

Avec ce QCM, vous évaluez vos compétences sur les sujets suivants :
o Les familles libres, génératrices et les bases

o Les sommes et sommes directes d’espaces vectoriels

o Les projecteurs

o Les applications linéaires

o Le théoreme du rang

Répondez d’abord aux questions suivantes, puis allez voir les corrigés page 51.
Nous vous rappelons qu’il n’y a qu’une seule réponse exacte par question. Cer-
taines questions nécessitent d’écrire quelques lignes au brouillon.

n Soient p,q deux projecteurs d’un espace vectoriel E qui commutent. Laquelle
des applications suivantes n’est pas forcément un projecteur ?

Oa. Idg—p Ob. p+gq
Oc. pog Od. (dg-p) o (Idg —q)

ﬂ Soit u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie avec
rgu < rgv. Quel est le rang maximum que peut avoir v o u ?

Ja. rgu+rgv Ob. rgv Oc. rgu Od. rgv—rgu

B Soit E = #,(R), et A dans E, inversible. Quelle application est linéaire ?
Oa. f,: M— AMA™! Ob. f,: M— MAM
Oc. fo: M- MAM™! Od. fi;:M—~A+M




_

Enoncés

5 Espaces vectoriels et applications linéaires

n Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie, ' un sous-
espace de E stable par u et v ’endomorphisme de F induit par u. Laquelle des
implications suivantes n’est pas vraie ?

(J a. si u est un projecteur, v est un projecteur
O b. siuest une symétrie, v est une symétrie
O c. siu est non nul, v est non nul

O d. siu est injectif, v est injectif

Soit ¢ I’endomorphisme de C,,[X] défini par ¢(P) = P(X + 1) — P(X) pour tout
P. Alors ¢ est de rang

Oa. 1 Ob. n-1 Oc. n Od. n+1

Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension infinie tel que
Ker u soit un hyperplan. Alors

Oa. rgu=1 Ob. rgu<1 Oc. rgu>1

Od. un’est pas forcément de rang fini

Soit E un espace vectoriel et u € Z(E). Les propriétés suivantes sont toutes
vraies si E est de dimension finie. Laquelle reste vraie méme si E est de dimen-
sion infinie ?

O a. s’il existe v € Z(F) tel que u o v = Idg alors u est bijective
O b. si u est injective alors u est bijective
Oc. siuouou=Idg alors u est bijective

Od. siImu = E alors u est bijective

n Soient F, G deux sous-espaces de E tels que £ = F @& G. Combien existe-t-il
d’endomorphismes u de E tels que uyr = Idr et uig =07?

Ja. 0 Ob. 1 O c¢. une infinité
O d. celadépend de F et G

n Soit £ un espace vectoriel et (F;)i<i<, une famille de sous-espaces de E. Pour
chaque i on considere une base %; de F;. Notons (A) la propriété « E = '6%1 Fi»
=
et (B) la propriété « '61 %; est une base de E ». Alors
1=
OJa. (A) = (B) Ob. (B)= (A) Oc. (A) & (B)

Od. il n’y a aucune implication logique entre (A) et (B)

10
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5 Espaces vectoriels et applications linéaires Enoncés
m Soit E un R-espace vectoriel de dimen-
sion 3. Combien y a-t-il de décompositions
E = F|y ® F, @ F3 ou les Fj; sont des sous-espaces quelconques non
nuls ?
O a. une seule Ob. 6 Oc. 15 (O d. une infinité

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, x;, x, y1, y» des vecteurs de E.
Pour qu’il existe un endomorphisme f de E tel que f(x;) = y; et f(xp) = y» la
condition (xp, xp) libre est

J a. nécessaire O b. suffisante O c. nécessaire et suffisante

O d. ni nécessaire, ni suffisante

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E). Laquelle des condi-
tions suivantes n’est pas suffisante pour affirmer que £ = Ker f & Im f ?

OJa. Ker fNIm f = {0} Ob. f estinversible
Oc.rgf=1 od. f2=7
Soit (f,,)n=0 une suite de fonctions de [—1, 1] dans R. Pour tout n on note g, la

restriction de f, a [0, 1]. Soit (A) I’assertion « la famille (f;,),>0 est libre » et (B)
I’assertion « la famille (g;,),>0 est libre ». Alors

Oa. (A) = (B) Ob. (B) = (A) Oc. (A) = (B)

O d. il n’y a aucune implication entre (A) et (B)

Laquelle des familles suivantes de fonctions est une base de %”O([O, 1],R)?
Oa. (x> xX")ueN Ob. (x - |x —al)aeqo.1]
Oc. (x = x)yer: O d. aucune des trois

Laquelle des familles suivantes n’est pas une base de R[X]?
Oa. (X+n)"),N Ob. (X" +n),eN

Oe. (X+X"),n Od. (X" +n)"),en

Soit u I’application de .#,(R) dans .#,(R) définie par u(M) = M +'M. Quel est
le rang de u ?
nn+1)

Ja. n Ob.
nn-1)

Oe.
“ ™

O d. un’est pas linéaire

11
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Enoncés

5 Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans E = R[X], lequel des ensembles suivants est un sous-espace vectoriel qui
admet un supplémentaire de dimension finie ?
Oa. {P(X?), P € E} Ob. {PcE/ flP(t)dtzl}
Oec. {XZP, PeFE} Od. {PeE/P (;dmet exactement 2 racines }
m On considere £ = C[X] et n > 2. Dans lequel des cas suivants peut-on dire que
E=FieF®&  --&F,?
Oa. F, = Ci[X]
Ob. Fy = {PX"), P e C[X]}
Oc. Fy={PeC[X]/ degP = k [n]} U {0}
Od. F; = {P e C[X]/ P(wX) = *"P(X)} ol w = e

2im
n

m Soit E de dimension finie, et Fy, F»,..., F,, des sous-espaces tels que

n
E = Z F;. On considere la proposition (A) : « E est la somme directe des F; »
i=1

et la proposition (B) : « Z dim F; = dim E ». Alors
i=1
Oa. (A) = (B) Ob. (B) = (A) Oc. (A) = (B)

O d. il n’y a pas de lien entre les deux propositions

Retrouvez les corrigés du chapitre 3 page 51.

12



Matrices

4

Avec ce QCM, vous évaluez vos compétences sur les sujets suivants :

La trace des matrices et des endomorphismes
La décomposition par blocs des matrices

Le déterminant

Le rang des matrices

Les matrices équivalentes et semblables

Les opérations sur les lignes et colonnes

Les systemes linéaires

Le calcul matriciel

4

Répondez d’abord aux questions suivantes, puis allez voir les corrigés page 58.
Nous vous rappelons qu’il n’y a qu’une seule réponse exacte par question. Cer-
taines questions nécessitent d’écrire quelques lignes au brouillon.

Notations. On désigne par K un corps commutatif quelconque. Une matrice est par-
fois identifiée a I’application linéaire qui lui est canoniquement associée.

Si A, B sont deux matrices de .#,,(K), les matrices AB et BA ont toujours méme

O a. rang Ob. trace O c. diagonale O d. transposée

B), ot A et B sont dans .#,(K). Que vaut

Soit M € #5,(K) de la forme M = (18 A

la matrice M??

A% B? AB BA
(B8 om0

A% 2AB A% AB + BA
DC. (O A2) Dd. (O A2 )

13
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E honces 4 Matrices

14

Soit A, B dans .#,(K) telles que AB = 0. Alors
Ja. A=0ouB=0 Ob. InBNImA = {0}
Oc. ImnBcKerA Od. ImA c KerB

Soit E = .#,(K), F I’ensemble des matrices triangulaires supérieures, G 1’en-
semble des matrices triangulaires inférieures. Alors

O a. E est la somme directe de F et G
O b. E est la somme, non directe, de F et G
OJc. En’est pas la somme de F et G

O d. F et G ne sont pas des sous-espaces vectoriels de E

Soient A, B, C, D quatre matrices de .#,(K). Alors ABCD a la méme trace que
Oa. DCBA Ob. BADC Oc. BCDA Od. ACBD

Soit A, B, C des matrices de .#,,(K), P, Q des matrices de GL,,(K). On définit par
blocs les matrices U = (P 0) et M = (A B) de .#,,(K). La matrice UMU -

00 0C
vaut
PAP~' PBO™! PAP~' PBP!
ma (PP PBE) (P )
PAP~! PBO7! PAP™' P7'BQ
DC. (QBP_l QCQ_I) Dd. ( 0 QCQ_I)

Soit D = Diag(d,,...,d,) € .#,(R) une matrice diagonale inversible, et
M = (m;;) € #,(R). Onpose A = DMD™" et on note (a;j) ses coefficients. Alors

Oa. A=M Ob. a;j = didjmj;
i dj
Oc. ajj = d—jm,-j Od. a;; = Z‘mij

Laquelle des matrices suivantes est semblable a (ccl Z) ?

a+cb+d dc
N N

ba 2a 2b
Te. (d) Td. (Md)
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n Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et s une symétrie de E par rapport
a un sous-espace de dimension p. Alors la trace de s vaut

Oa. p Ob. n—p Oc. n—-2p Od. 2p—n

m Soit A € GL,(R). Si A est semblable a son inverse on peut dire que
Ja. TrA=0 Ob. detA = 1 DOe A =1,

O d. rien car la situation évoquée n’est pas possible

m Soit A € #,(K) et B = (?) 2) Quel est le rang de B?
Ja. rgA Ob. 2rgA Oec. (rgA)? Od. n+rgA

m Soient n, p,q dans N*, A € ., ,(K) et B € .4, ,(K). On suppose que les co-
lonnes de B engendrent K”. Alors le rang de AB vaut

Ja. rgA Ob. rgB Oc. g Od. p

m Soient n, p, g dans N*, A € .#, ,(K) et B € .#,, ,(K). On suppose que les lignes
de A engendrent K?”. Alors le rang de AB vaut

Ja. rgA Ob. rgB Oc. n—rgA Od. p—rgB

m Soit A € #,(K), 1 < r < netJ, la matrice diagonale de taille n dont les
r premiers coefficients diagonaux valent 1 les autres étant nuls. Si (P) désigne
I’assertion «rg A = r» et (Q) ’assertion « AU € GL,(K), A = UJ, », alors :

Ja. (P) = (0) Ob. (Q) = (P) Oc. (P) = (0
O d. il n’y a aucune implication entre (P) et (Q)

m Soit E = .#,(R), F I’ensemble des matrices triangulaires supérieures, G I’en-
semble des matrices antisymétriques. Alors

O a. E est la somme directe de F' et G
O b. E estlasomme, non directe, de F et G
Oc. En’est pas la somme de F et G

Od. F et G ne sont pas des sous-espaces vectoriels de £

15
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Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R et (f1, f2, ..., f,) un systeme de
n formes linéaires liées de E™.

Le systeme d’équations fi(x) = fo(x) =--- = fu(x) =1

(J a. possede exactement 1 solution

O b. n’admet aucune solution

O c. admet moins de n solutions

O d. admet 0 ou une infinité de solutions

Soit A = (a;j)1<ij<n € #n(K) et B = (b;j)1<i j<n 1a comatrice de A. On note
(Eij)1<i,j<n 1a base des matrices €lémentaires. Que vaut det(A + E;;) ?

O a. det(A) Ob. det(A) + 1

Oe. det(A) + b;; O d. det(A) + (=1)*b;;

On considere les matrices A, B,C € .#5,(K) que I’on décompose en blocs de

taille n X n sous la forme A = (Al Az), B = (Bl BZ) etC = (I" 0). On suppose

Az Ay B3 By 00
que AC = CB. Que peut-on en déduire ?

Oa. Aj = Byet B, = Az Ob. Ay =BietA; =B4=0
Oc. Ay=ByetA3=B; =0 Od. Aj=BjetA3;=B, =0
-1 2 5 10 1

On suppose que | 2 1 2| =T[2 1 2 |ouT € .#;R). Que vaut la
1 -1-2 1-1-2

matrice 7 ?

-201 100
Oa. {0 10 Ob. |0 10

001 -201

100 10-2
Oc. |01 0 0d. |01 0

10-2 00 1

L 1a . . (11
La matrice réelle M, = 01 est semblable a la matrice 01
O a. pour tout réel a Ob. pour a non nul
O c. seulement pour a = 1 O d. seulement pour a > 0

Retrouvez les corrigés du chapitre 4 page 58.



Formes linéaires
et dualité

Avec ce QCM, vous évaluez vos compétences sur les sujets suivants :
o L’espace vectoriel des formes linéaires

e Lanotion de base duale et de base antéduale

o Les hyperplans comme noyaux de formes linéaires

o La dimension d’une intersection d’hyperplans

Répondez d’abord aux questions suivantes, puis allez voir les corrigés page 65.
Nous vous rappelons qu’il n’y a qu’une seule réponse exacte par question. Cer-
taines questions nécessitent d’écrire quelques lignes au brouillon.

Notations. Sauf indication contraire, E désigne un espace vectoriel réel ou complexe
de dimension quelconque.

n On suppose dim E = n. Soit (ey,...,e,) une base de E et (e],...,e,) sa base
duale. Combien vaut le réel (¢} + e; + €3)(e] + €2 + €3) ?

Oa. 1 Ob. 3 Oc. 9 Od. 3n

a Soient f et g deux formes linéaires non nulles sur £, (A) la propriété « (f, g) est
liée » et (B) la propriété « Ker f = Kerg ». Alors

Ja. (A) = (B) Ob. (B)= (A) Oec. (A) & (B)
O d. il n’y a pas d’implication entre (A) et (B)

B Soit n > 2. Pour A = (a; )1<i,j<n € #n(R) on pose f(A) = Z a;j. Quelle est
1<i, j<n
la dimension de Ker f N Ker Tr ou Tr est la trace ?

Oa. n-2 Ob. n-1 Oe n?—n Od. n*-2

17
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Soitu € Z(E) et ¢ € L (E™) définie par ¢(f) = f ou pour tout f € E*. Que vaut
Ker ¢ ?

OJa. Kerun Ker f Ob. Keru
Oec. L(E*,Imu) Od. {f € E*,Imu C Ker f}

Si f est une forme linéaire sur .#,(R), alors il existe une matrice A telle que
pour tout M, f(M) =

Oa. AM Tb. THAMA™) Te. Tr(A) Od. TiAM)

Soit ey, e, e3 trois vecteurs de R’. L’espace vectoriel des formes linéaires f qui
s’annulent sur chaque e; est un sous-espace du dual de R de dimension

Oa. 2 Ob. >2 Oc. <3 dd. 3

On suppose E de dimension r et soit F un sous-espace de E de dimension p < n.
On souhaite écrire F comme intersection d’hyperplans de E. Il en faut au moins
Oa. p Ob. n—p Oc.n—-p+1

O d. une infinité dans certains cas

Soit E I’espace des matrices triangulaires supérieures de taille n, et F' le sous-
espace des matrices de E de trace nulle. Quelle est la dimension de F ?
+1
Da. n’-1 Ip, Mt
nn—1) n(n—1)
Od.
2 2

1

Oec.

Soit (e;, e) une base d’un plan vectoriel E et (¢, ¢,) sa base duale. Quelle est
la base duale de la base (e; + e3,¢2) ?

Oa. (g1 +¢2,¢2) Ob. (p1,91 +¢2)
Oc. (¢1,91 —92) Od. (¢1,9¢2 —¢1)
Soit £ = R, [X], et ag, . .., a, des réels deux a deux distincts. Pour tout k£ on pose

or(P) = P(ay). Alors
Oa. (¢o,...,¢n) est la base duale de la base d’interpolation de Lagrange
ODb. (¢o,...,e,) estlabase duale de (X — ar))o<k<n
n
Oc. (¢o,.-.,pn) estlabase duale de P = Z aka

k=0
ad. (¢o,...,p,) n’est pas une base de E”
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On considere une base (eq, ¢, e3) de R3, avec e1 = (1,0,0), e = (1,1,0) et
e3 = (1,1,1). On note (e}, €3, €3) la base duale. Que vaut e](x, y,z) ?

Oa. x Ob. x—y Oc. x+y—-z2 Od. y+z

On considere les deux formes linéaires f et g sur R* définies par f(x,y) =x+y
et g(x,y) = x + 2y. Alors (f, g) est la base duale de

Oa. ((1,1),(1,2)) Ob. ((-1,1),(-2,1))
1
Oc. (2,-1),(-1,1)) ad. ((0, 1),(1,—5))

On considere un vecteur non nul ¢; de R? et une forme linéaire non nulle ¥1
sur R%. Combien y a-t-il de couples (e;, ¢;) formés d’un vecteur et d’une forme
linéaire tels que (e, ez) et (¢, ¢2) soient des bases duales I’'une de 1’autre ?

Oa. 1 O b. 0ou 1 selon la valeur de ¢;(e)
3 c. une infinité O d. 0 ou une infinité selon la valeur de ¢;(e;)

1 0
Combien y a-t-il de polynomes P € R;[X] tels que f P =1, f P=0cet
0 —

1
P(1)=07?
O a. aucun Ob. 1 Oc. 2 O d. une infinité

Retrouvez les corrigés du chapitre 5 page 65.
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