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Pour bien

utiliser cet ouvrage
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Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthese
des principales méthodes a connaftre,
détaillées étape par étape, et indique

les exercices auxquels elles se rap-
portent.
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ou deux exemples qui la suivent.
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Corrigés des exercices
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Du mal a démarrer?

» Des conseils méthodologiques sont
| @I proposés pour bien aborder la résolu-
TR PAL Yo tion des exercices.
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Raisonnement,

vocabulaire ensembliste

“Han m; abovdlioc Aavs los oxeveicos

Les méthodes a retenir 2 e Mise en oeuvre, sur des exemples simples, des différents
Les énoncés des exercices 7 types de raisonnement
Du mal & démarrer 7 11

o Egalités et inclusions d’ensembles obtenus par opérations

Les corrigés des exercices 12 sur des parties d’un ensemble

o Injectivité, surjectivité, bijectivité

o Image directe, image réciproque d’une partie par une ap-
plication.

/’Potvd'é essontiols A cous
powy e vasolution. Heos oxevcicos

o Définition et propriétés des opérations entre ensembles,
N, U, Cg,\

o Définition de la fonction indicatrice d’'une partie d’un en-
semble

e Définition du produit cartésien d’'un nombre fini d’en-
sembles

o Définition et propriétés de l'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour les applications

e Définition de I'image directe, de I'image réciproque d’une
partie par une application

e Relations d’équivalence, relations d’ordre.
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Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

Méthode

Pour travailler de ma-

niére générale sur des
ensembles

— B )
On a :

(A\NO\(B\CO) = (AnO)\(BnNO)
= ANnO)nBNC
= (AnC)n(Bu<Q)
= (ANCNBUANCNCO)
= AnBnC
= An(BUOQO)
= A\(BUDO).

Méthode

Pour établir une égalité
d’ensembles

——{Ze) o w

(A\B) U (A\O) (ANnB)uU(ANnOC)
AN (BuQ)
AnBnNnC
= A\(BnO).
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Les méthodes a retenir

e Soit y € R tel qu’il existe z € [—1; 2] tel que y = z2.
Siz e [-1;0],alors y € [0; 1].

Siz € [0; 2], alors y € [0; 4].

On déduit y € [0; 4].

Ceci montre que le premier ensemble est inclus dans le second.

o Réciproquement, soit y € [0; 4].
En notant = /g, onaz € [0; 2] C [-1; 2] et y = z2.

Ceci montre que le second ensemble est inclus dans le premier.

On conclut a I’égalité demandée.

Méthode

Pour montrer, par ré-
currence (faible), qu’une

propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Initialisation :
Pourn=0,ona: ¢ —¢agp=12—-1-0=1=(-1)°,

donc la formule est vraie pour n = 0.

Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.

On a alors :

Grio— bni3dnir = dmio— (Pni2+ ni1)bni1
= (Sn2 — Pns20nt1) — dhpa
= nt2(bnt2 — bnt1) — dngr
= ¢ni2dn —dhiy
= —(¢hi1 — bni2dn)
= —(-)" = (=",

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N.

Méthode

Pour montrer, par récur-
rence a deux pas, qu'une

propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

— D ~
Initialisation : Pour n = 1, on a u3 = 1 > 0, et, pour n = 2, on a

u u 1
( ) ou = % =3 > 0 donc la propriété est vraie pour n = 1 et pour

On considére la suite réelle (up)nen dé-
finie par up =0, u; =1 et :

n=2.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour n et n + 1, ou

Unt+1 + Un ’ Un+1 + un >0
b

Vn €N, upyo= 2 n € N* est fixé. On a donc up > 0 et up41 > 0, d’ou

Montrer : donc la propriété est vraie pour n + 2.
o
Vn €N¥, tn > 0. Ceci montre, par récurrence a deux pas, que la propriété est vraie pour
\ ) tout n € N*.

:

Montrer que :

Pour montrer, par ré- e P(ng) est vraie (initialisation)
currence forte, qu’une o pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(ng), ..., P(n) sont
propri¢té P(n) est vraie vraies, alors P(n + 1) est vraie (hérédité).
pour tout entier n tel .
que n > ng » Exercice 1.11
~ J/

—— (e ~

Initialisation : Pour n = 1, on a bien 0 < u; < 1 car u; = 1.

) Hérédité : Supposons, pour un n € N* fixé, que l'on ait :
On considére la suite réelle (un)pen+ dé-

finie par u; = 1 et : Vke{l,..,n}, 0<up<lLl.
2 n 2 n
wp +ud+ -+ O4---4+0
VTLEN*, un+1:w_ On a alors : Upt+1 = 1 2 n > + + =0
nm nm nm
. 24 ... n 1441 1
Montrer : Vn € N*, 0 < u, < 1. ot Un+1:u1+u2+ + uy < + + _n _ <1
nn nn nn nn—l
Ceci montre, par récurrence forte : Vn € N*, 0 < u, < 1.
\ J

~

Essayer de :

o utiliser les définitions et les propositions du cours sur la com-

Pour résoudre une ques- ; e e  PEODS S
posée de deux applications injectives (resp. surjectives)

tion portant sur injecti-

vité, surjectivité, bi- o utiliser le résultat de exercice classique 1.14 (en le redémon-
jectivité, d’applications trant).
dans un cadre général = Exercices 1.3, 1.14, 1.15
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Les méthodes a retenir

% o Injectivité : Soit (z1,z2) € E? tel que f(z1) = f(z2).

On a alors :

z1 = (fof)(z1) = f(f(z1)) = f(fz2)) = (f o f)(z2) = 22.
Ceci montre que f est injective.
o Surjectivité : Soit y € E.

Ona:y=(fof)(y) = f(f(y)), donc il existe € E (on peut prendre
z = f(y)) tel que y = f(z). Ceci montre que f est surjective.

On conclut que f est bijective.

* Puisque f est bijective, on peut utiliser f~! et on a :

fl=ftoldg=fto(fof)=(ftof)of=Idgof=7f

Méthode

Pour manipuler, dans
un cadre général, des
images directes, des
images réciproques
de parties par des
applications

On a, pour tout z € E : )
pef 1 Cr(a)) = f@elra)
=  fla)¢gA
= Non (f(z) € A")
= Non (z € f~1(4"))
= zelp(f71(4)),
L d’ou I’égalité voulue. )

Méthode

Pour montrer qu’une re-
lation R, dans un en-
semble FE, est une rela-

tion d’équivalence



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

—— (e

On note R la relation définie dans R par :

* o Ona,pourtout z € R, |z| = |z|, dot z Rz, donc R est réflexive.

e On a, pour tous z,y € R :

tRy = |z|=y| < lyl=I|z] < yRuz,
V(z,y) €R?, (eRy <= |z| = yl).
donc R est symétrique.

Montrer que R est une relation d’équi- « On a, pour tous z,y,z € R :

valence dans R et déterminer, pour tout
z € R, la classe de z modulo R. {ny — {|m =1yl = |z|=|2] &= 2Rz,

YRz lyl = 2|

donc R est transitive.
On conclut que R est une relation d’équivalence dans R.

* Pour tout z € R, la classe de x modulo R est :

{z, —z} six#0

§={y€R;x73y}={y€R;|m|=|y|}={{0} w0,

Revenir a la définition, c¢’est-a-dire montrer que :

Pour montrer qu’une re- e R est réflexive: Ve e B, zRx -
lation R, dans un en- e R est antisymétrique : V(z,y) € E?, e e y)
semble E, est une rela- yRx
tion d’ordre 2Ry
o R est transitive : V(z,v,2) € E3, » = a:Rz).
YRz

= Exercices 1.9, 1.13

—— (e

% o Ona, pour toute f € E: Vz € R, f(z) < f(x),

( ) don f < f, donc < est réflexive.
On note E = RR Pensemble des applica- « On a, pour toutes f,g € E :
tions de R dans R et < la relation définie ’ ’
dans E par, pour toutes f,g € E : f<g vz e R, f(z)<g(z)
<
f<g &= (VzeR, f(z)<g(=). g<f vz €R, g(z) < f(z)
Montrer que < est une relation d’ordre haad (Vx €ER, f(z)= g(x)) — f=gy,
dans E. Cet ordre est-il total ? donc < est antisymétrique.
\ J

¢ On a, pour toutes f,g,h € E :

f<yg vz €R, f(z)<g(z)

<
g<h Vo €R, g(x) < h(x)

= (Vz €R, f(z)<h(@) < f<h,

donc < est transitive.
Ceci montre que < est une relation d’ordre dans E.
* Considérons f:R — R, z+—0etg: R — R, z+— x.
Ona f(1) =0<1=g(1), donc on n’a pas g < f.
Ona f(1) =0> —1 =g(—1), donc on n’a pas f < g.
On conclut que 'ordre < sur E n’est pas total.
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Enoncés des exercices

v

-
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OTTr] Exemple de calcul ensembliste : inclusion

Soient F un ensemble, A, B, C' € P(E).
a) Montrer : (AuUB)NC Cc Au(Bn<QO).

b) Etablir qu'il y a égalité dans I'inclusion précédente si et seulement si : A C C.

OTTr] Exemple de calcul ensembliste : équivalence entre deux égalités

Soient E un ensemble, A, B,C € P(FE). Montrer :

ANB=ANC < AnCg(B)=A4nCgC).

OTTr] Exemple d’une restriction bijective

3z —1
On consideére la fonction f de R dans R donnée par : f(x) = ;_ 5

a) Montrer qu'il existe un réel et un seul, noté a, n’ayant pas d’image par f.

b) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

¢) Montrer que la restriction g de f a R\ {a} au départ et & R\ {b} a I'arrivée est bijective,
et préciser I’application réciproque g~! de g.

01T Exemple de calcul de composée de deux applications

On note f,g: R — R les applications définies, pour tout « € R, par :
f@)y=1+z, g(z)=2a>

Préciser foget go f. A-t-on fog=go f?

HTT m Exemple de raisonnement par récurrence (faible)
On consideére la suite de Lucas (L, )nen définie par Lo =2, L1 = 1 et :
Vn €N, Lpio=Lyy1+ L.
Montrer, par récurrence, pour tout n € N :

a) L}y = LpLnyo = 5(=1)"*

n
b)Y L} =LyLns1 +2
k=0

¢) Loy = L2 —2(=1)" et Lopy1 = LpLny1 — ()™



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

1Tl Exemple de relation d’équivalence dans R

On note R la relation définie dans R par :
V(z,y) €R? (2Ry <= 2°—2z=y"—2).

a) Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

b) Déterminer, pour tout = € R, la classe d’équivalence de z modulo R.

| Réunion ou intersection de produits cartésiens

Soient E, F' deux ensembles, Ay, As des parties de E, Bj, By des parties de F.
a) Montrer : (A1 X By) N (A2 X By) = (41 N As) x (By N By).

b) 1) Montrer : (A1 X By) U (A3 x By) = (A1 U As) x By.

2) A-t-on nécessairement : (A; x By) U (As x By) = (A1 U A3) X (By U Bag) ?

i) Etudes de P(E N F) et de P(E U F)

a)Montrer : ECF <= P(E) C P(F).
b) Etablir : P(E N F)=P(E) N P(
¢)A-t-on: P(EUF)=P(E) U P(

2

F)
F)

(| Exemple de relation d’ordre sur les entiers

On considere la relation R définie dans N* par : 2 Ry <= (3 neN, y= 1:")

a) Montrer que R est un ordre sur N*.
b) Est-ce que R est total ?

O] Exemple de raisonnement par récurrence a deux pas

On consideére la suite réelle (uy)nen définie par ug =0, up =1 et :

Up+1 + Up,

1.
B +

Vn eN, upio =

Montrer que la suite (uy,)nen est strictement croissante.

11 Exemple de raisonnement par récurrence forte

On consideére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =1 et :

n ux
anN, Un+122m
o :

Montrer : Vn € N, u, € Q7.
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Enoncés des exercices

[mEE Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble
Soit E un ensemble.

On rappelle que, pour toute A € P(FE), la fonction indicatrice de A est Papplication
0 si z¢A
14: E+—{0,1}, z+—
1 si zeA
On note 1 'application de P(E) dans {0, 1} constante égale a 1.
a) Montrer, pour toutes A, B € P(E) :

A:B<:>1A=1B, 1221—1,4,

lanp =141, laup=1la+1p—1alp, 1ap=14—14lp.

b) En déduire, pour toutes A, BeP(E): AN(AUB)=A e AU (AN B)=A.

O Exemple de relation d’ordre sur un ensemble de fonctions

On note E I’ensemble des applications f : [0; +00o[ — R dérivables, telles que f(0) =1,
et on note R la relation définie dans E par, pour tout (f,g) € E? :

Ry «— [ <4

a) Montrer que R est une relation d’ordre sur E.

b) Est-ce que l'ordre R est total ?

¢) Montrer : Y(f.9) € E*, (fRg = f<y).
d) A-t-on : Y(f,g) € E?, (fég — ng)?

[ Composée injective, composée surjective
Soient E, F,G des ensembles, f: E — F, g : F — G des applications. Montrer :
a)si go f est injective, alors f est injective
b)si go f est surjective, alors g est surjective

¢) si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

[mEE Conséquences de la bijectivité d’une certaine composée
Soient E, F' des ensembles, f: E — F, g: F — FE des applications.

On suppose que g o f o g est bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

On pourra utiliser le résultat de 'exercice 1.14

[ Images directes de parties par une application

Soient E, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A,B de E :

a) ACB = f(A) C f(B)
b) AC fH(f(4)

¢) f(AU B) = f(A) U f(B)
d) f(An B) C f(A) N f(B).
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10

(| Images réciproques de parties par une application

Soient F, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A’, B’ de E :

a) A CB = fYA)c[f B
b F(F1(A) € A
¢) fUA U BY) = fUA) U FYBY)
@) fNA N B = I A) N FU(BY),
| Différence symétrique, associativité
Soit £ un ensemble. On note, pour toutes parties A, B de E :

AANB=(AUB)n(An B),
appelée différence symétrique de A et B.
a) Deux exemples : Déterminer A A B dans les deux exemples suivants :
1) E=1{1,2,3,4}, A={1,2}, B=1{1,3}
2) E=R, A=]—00;2], B=[1; +oo[.
b) Btablir : (4, B) € (P(E))>, Aa B=(ANB)U (BnA).
¢) Montrer, pour tout (A, B) € (P(E))2 t laap=14+1—2-1,1p.

d) En déduire que la loi A est associative dans P(E), c¢’est-a-dire :

V(A,B,C) € (P(E))°, (AaB) asC=A4AA (BAC).
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Du mal a démarrer ?

-Pw mal & domercer ©

a) Utiliser la distributivité de N sur U.
b) Séparer I’équivalence logique en deux implica-

tions.

Premiére méthode :
Noter A’,... le complémentaire de A, ... dans E et
raisonner par équivalences logiques en passant aux
complémentaires.

Deuziéme méthode :
Supposer AN B=AnC.

o Partir d’un élément quelconque = de A N Cx(B) et
raisonner par ’absurde.

o L’autre inclusion s’en déduit en échangeant B
et C.

a) a=2. b) b=3.

c) A partir de y = f(x), calculer z en fonction de y.

Calculer, pour tout z € R, (f og)(z) et (go f)(x),
et trouver un x € R tel que ces deux résultats soient
différents.

Récurrence (faible) sur n, pour chacune des trois
questions.
Pour ¢), utiliser a).
a) Revenir & la définition d’une relation d’équiva-
lence.
Noter f: R — R, x +— 2 — 2z, pour la commo-
dité.
b) Revenir a la définition de la classe d’équivalence
Zdexzmodulo R: VyeR, (yez <= zRy).
a) Raisonner par équivalences logiques successives,
en partant de (a,b) € (A1 X B1) N (A2 x Ba).
b) 1) Méme méthode qu’en a).
2) Envisager un élément de A; X Ba.

a) Séparer 1’équivalence logique en deux implica-
tions.

1) Supposer E C F. Alors, toute partie de E est une
partie de F.

2) Réciproquement, supposer P(E) C P(F). Pour
montrer que tout élément x de E est élément de F,
penser & considérer le singleton {z}.

b) Raisonner par équivalences logiques.

¢) Montrer, par un contrexemple, qu’il se peut que
P(E U F) et P(E) U P(F) ne soient pas égaux.

a) Revenir & la définition d’une relation d’ordre.
b) Envisager les éléments 1 et 2 de N*, par exemple.

1011 Récurrence a deux pas sur n.

a) o Un sens est évident.

Réciproquement, supposer 14 = 1p et partir d’'un
élément quelconque a de A, pour montrer A C B.
e Pourxz € E, séparerencas: z € A, v ¢ A.

e Pour x € E, séparer encas : ¢ € AN B, = ¢
AN B.

o Passer aux complémentaires a partir du résultat
précédent.

o Utiliser les résultats précédents.

b) Calculer lAﬂ(AUB) et 1AU(AﬁB)~

a) Revenir & la définition d’une relation d’ordre.
b) Envisager f, g de fagon que f — g ne soit ni crois-
sante ni décroissante.
¢) Remarquer que, si fRg, alors f — g est décrois-
sante et se rappeler que f(0) = g(0).
d) Envisager f, g de facon que f < g mais que f — g
ne soit pas décroissante.

a) Revenir aux définitions.
b) Revenir aux définitions.
¢) Se déduit directement de a) et b).

Appliquer le résultat de l’exercice 1.14, en groupant
en (go f)ogouen go(fog).

a) Supposer A C B.

Partir d’un élément quelconque y de f(A) et utili-
ser la définition de I'image directe d’une partie de E/
par f.

b) Partir de a € A et utiliser les définitions.

¢) o Montrer, en utilisant a) :
f(A) U f(B) C f(AU B).

s Réciproquement, partir de y € f(A U B) et utili-
ser la définition de I'image directe d’une partie de E/
par f.

d) Utiliser a).

a) Supposer A’ C B’.

Partir d’un éléments quelconque z de f~1(A’) et uti-
liser la définition de 'image réciproque d’une partie
de F par f.

b) Partir de y € f(f71(A’)) et utiliser les défini-
tions.

¢) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ U B’) et en appliquant les dé-
finitions.

d) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ N B’) et en appliquant les dé-
finitions.

11
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a) Réponses :

1) AN B=14{2,3},

2) ArB=]—o00;1[U]2; o0l

b) Calculer A A B d’aprés sa définition, en utilisant
les formules sur le calcul sur les ensembles.

¢) Utiliser b) et les formules sur les fonctions carac-
téristiques (cf. Exercice 1.12).

a) On a, par distributivité de N sur U :
(AuUB)NnC=ANC)Uu(BNnC)cCc Au(Bn<aO).
——
CA
b) eSupposons (AU B)NnC=AU (BnNCO).
Soit x € A.
Alors,z€¢ AU (BN C)=(AUB)nNC,donczeC.

Ceci montre : A C C.

¢ Réciproquement, supposons A C C.

On a alors, par distributivité de N sur U :
AUB)NC=(ANC)u (BNnC)=AU (BnNCO).
( ) ( ) U ( ) ( )

=A
On conclut qu’il y a égalité dans l'inclusion obtenue en a) si
et seulement si A C C.

1.2

Premiére méthode, par les ensembles globalement :

Notons A’,... le complémentaire de A,... dans E.

1)Ona: AnB=ANnC

(ANnB)/=(ANnCOC)

A'uUB'=A"ucC’

AN(A’uB)Y=An A'ucC’)
(AnNAHYUANBHY=ANAHYUANC)
ANB'=AncC’.

[

2) On applique le résultat précédent & (B’,C’) a la place
de (B, C) et on obtient I'implication réciproque.

Deuxiéeme méthode, par les éléments :
On suppose AN B=AnNC.
e Soit x € A N Cp(B). Alors, z € Aet z ¢ B.

En particulier, pour tous ensembles X,Y :

1.=1-1x, 1lxny =1x1ly,
lxyuy =1x +1y —1x1y.

d) Calculer les fonctions caractéristiques des deux
membres.

O!f\f(;fjég 6@24 oxkov CLCZg ]

Raisonnons par ’absurde : supposons x € C.

Alors, x € AN C = AN B, donc = € B, contradiction.
Ceci montre x ¢ C, donc € L (C), puis z € A N L (O).
AN CE(B) CAN EE(C)

e Par roles symétriques de B et C dans A N B = AN C,
on a aussi 'autre inclusion, d’ou ’égalité.

a) Il est clair que : a = 2.
b) Soit (z,y) € (R\{2}) xR. On a:

On a ainsi montré :

3r—1
y=[f(z) &= y= - 5 = xy — 2y =3z — 1
T —
— ay—-3x=2y—1 <= (y—3)z=2y—1.
2y —1
Siy#3,ona: y=f(z) < z:yi?)
y—

2y — 1
donc y admet un antécédent et un seul par f, qui est .

Siy=3,alors: y= f(z) < 0z =35,
donc y n’a pas d’antécédent par f.
11 existe donc un réel et un seul, b = 3, n’ayant pas d’antécé-

dent par f.

3z —1
c) L’application g:R\ {2} — R\ {3}, =z +— x 5
T —

est la restriction de f & R\ {2} au départ et & R\ {3} &
Parrivée.

On a, pour tout (z,y) € (R\ {2}) x (R\ {3}) :

3x—1 _2y—1

T —2 o ﬁ

Ainsi, tout élément y de I'arrivée admet un antécédent et un

seul par g, donc g est bijective, et I’application réciproque de

2 —
gest:gilzR\{B}—>R\{2}, Yy — Y 3
Y —

y=g() <= y=
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Corrigés des exercices

¢ On a, pour tout x € R :
(fog)(x) = f(g9(x)) = f(a?) =1+ 22
(go @) =g(f(x) =gl +2) = (1 +12)2 =1+ 2z + 22

e Par exemple : (fog)(l) =2 et (go f)(1) =4,
donc: fog#gof.

a) e Initialisation :
Pour n =0, on a:
L2 | —LpLpy2o =L} —LoLa=1*-2-3=-5
et 5(—1)ntl = —5,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors : Li+2 — Ln41Lnys

= L}~ Ln41(Lnt2 + Luy1)
(ng+2 — Lnt1Ln2) — Li+1
= Lnto(Lnt2 — Lnt1) — Ly
Lnt2Lln — Li+1
~(L24y = LnLn+2)
= —(5(=D"*) = 5(-1)"*2,
donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

b) e Initialisation :

n
Pour n =0 : ZL%:L2:22:4,
k=0
et : LyLpy1+2=LoL1+2=2-14+2=4,

donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :
n+1

> Li
k=0

n
( > Li) + Ly
k=0
(LnLnt1 +2) + L4y
(LnLnt1+ Lagq) +2

= Lpt1(Ln+Lnt1)+2 = Lpt1Llnt2 +2,
donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

¢) e Initialisation :
Loy = Lo =2

Pour n =0:
L2 —2(-1)"=22-2=2

ot Lopnt1=L1 =1
LnLnii—(-1)"=2-1—-1=1,
donc la formule (systéme de deux formules) est vraie pour
n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.
On a alors :
Lon+1 + Lon
(LnLngr = (=1)") + (L3 —2(-1)")
= (LnLnpt1+L}) —3(=1)"
Ln(Lnt1+ Ln) = 3(=1)"
LpLnyo —3(=1)"
(Lgr = 5(=1)") = 3(=1)"
= L2, +2(-1)"
2 n+1
L?n-‘-aLErllzz;fz(:—l 2:4-1
= (L2, —2(-1)"") + (LnLnt1 — (-1)7)
= Lpt1(Lng1 + Ln) — (=1)"T!

= Lpt1lng2 — (=)™,
donc la formule est vraie pour n + 1.

Lonta =

et

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

a) Notons f:R — R, z+—— 22 — 2z,

1) Réflezivité :

On a, pour tout z € R, f(z) = f(x), donc z R x.

2) Symétrie :

Soit (z,y) € R? tel que x Ry.

On a alors f(z) = f(y), donc f(y) = f(x), don y Rx.

3) Transitivité :
Soit (z,y,2) € R? tel que z Ry et yR 2.

On a alors f(z) = f(y) et f(y) = f(z), donc f(z) = f(2),
d’ou z R z.

On conclut : R est une relation d’équivalence dans R.

b) Soit z € R.
Notons 7 la classe d’équivalence de z modulo R.

On a, pourtout y cR: ¢y €7
TRy
22 — 22 =y% -2y
22 —y? —22+2y=0
(z—y)(z+y—2)=0
(y=z ou y=2-—u).

{1} si

{z,2 -z} si

frene

=1

x # 1.

Il en résulte que T est de cardinal 1 si z = 1, de cardinal 2 si

x # 1.

On conclut : T

13
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a) On a, pour tout (a,b) € E X F :
(a,b) € (A1 x B1) N (A2 x Ba)
((a,b) € A1 x B1 et (a,b) € A2 X Ba)
(aEAl et bEBl) et (a6A2 et bEBg)
(a€A; et ac Ap) et (be By et b€ By)
(a€ A1 N Ay et be By N By)
(a,b) € (A1 N Az) X (B1 N Ba),
donc : (A1 X B1) N (A2 x Ba) = (A1 N Az) x (B1 N Ba).
b) 1) On a, pour tout (a,b) € E X F :

(a,b) € (A1 x B1) U (A2 x By)

rreet

= ((a,b) € AL x By ou (a,b) € Az x By)
- ((a€ A1 ou a€ Az) et be By)
<~ (a€AlUAy et be By)

—  (a,b) € (A, U As) x By,

donc : (A1 X Bl) @] (A2 X Bl) = (A1 @]} Ag) X B1.

2) L’ensemble (A1 U A2) X (B1 U B2) contient, entre autres,
les couples (a,b) ot a € A1 et b € Ba, et ces couples ne sont
pas nécessairement dans A; X By ou A X Ba.

Donnons un contrexemple.
Notons F = F ={0,1}, A1 = B1 = {0}, A = Bo ={0,1}.
(A1 x B1) U (A2 x B2) = {(0,0)} U {(1,1)}
et (A1 U A2) X (B1 U B2) ={0,1} x {0,1}

={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.

Ainsi, (0,1) est dans le premier ensemble et non dans le se-
cond.

On a alors :

On conclut qu’en général il n’y a pas égalité entre les deux
ensembles envisagés.

a) 1) Supposons E C F.

Soit X € P(E).Ona: Ve € X, € EC F, donc:
c’est-a-dire : X € P(F).

Ceci montre : P(E) C P(F).
On a établi: ECF = P(E) C P(F).
2) Réciproquement, supposons P(E) C P(F).

X CF,

Soit € E. Considérons le singleton {z}, c’est-a-dire 1’en-
semble a un élément formé par x tout seul.
Ona: {z} € P(E) C P(F), donc: z € F.

ECF.
P(E)CP(F) = ECF.
On conclut a I’équivalence logique :

ECF < P(E)C P(F).

Ceci montre :

On a établi :

b) On a, pour tout ensemble X : XCE
XeP(ENF) < XCENF <
XCF
X € P(E)
<~ X eP(E) N P(F),
X € P(F)

et on conclut : P(E N F)=P(E) N P(F).
¢) 1) On a, pour tout ensemble X :

XePE)UPWF) < (XCE ou XCF)
— XeEUF < XeP(EUTF),

ce qui montre : P(E) U P(F) C P(E U F).

2) Mais la réciproque est en général fausse. En effet, si un
ensemble X est inclus dans une réunion E U F, cela n’en-
traine pas, en général, que X soit inclus dans F ou que X
soit inclus dans F. En effet, X peut contenir des éléments
de F qui ne sont pas dans F' et des éléments de F' qui ne sont
pas dans E.

Pour montrer la non-inclusion, donnons un contrexemple :
E={1}, F={2}. Onaici:
P(E U F)=P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}},

P(E) U PF)={o,{1}} U {2,{2}} = {z,{1},{2}}.
Dans cet exemple, on n’a pas égalité entre P(E U F) et
P(E) U P(F).

a) 1) Réflexivité :

On a, pour tout € N*, z Rz, car z = x!.

2) Antisymétrie :

Soient x,y € N* tels que z Ry et y R x.

Il existe n,p € N* tels que y = 2™ et z = yP.

Onaxz e N*"etnée N donczx>1etn>0,doua" >z,
doncy =a" > x.

De méme, x > y, et on déduit z = y.

3) Transitivité :
Soient x,y,z € N* tels que Ry et y R z.

Il existe n,p € N* tels que y = 2™ et z = yP.
On a alors : 2 = yP = (z")P = 2"P et np € N*, donc z R 2.

On conclut : R est un ordre sur N*.

b) On n’a ni 1 R2, car il n’existe pas n € N* tel que 2 = 1™,
ni 2R 1, car il n’existe pas n € N* tel que 1 = 2.

On conclut : R n’est pas total.

Puisque up 42 est donné en fonction de uy,+1 et de uy,, on va
effectuer une récurrence & deux pas.

o Initialisation :

Pour n =0, on a u; > ug, car u; = 1 et ug = 0.
Pour n =1, on a us > uy,
U1 + up 3

+1=2.

car up = 1 et ug = 7 3

o Hérédité :

Supposons que, pour un n € N fixé, on ait up41 > un et
Unp42 > Up4+1. On a alors :

Un 42 ‘;Un+1 i1 un+12+ Un

Un+3 = +1=unto2.



® Dunod. Le photocopic non autorisée ost un délit

Corrigés des exercices

Ceci montre, par récurrence a deux pas sur n :
Vn €N, upty1 > un.

On conclut que la suite (uy ) en+ est strictement croissante.

Puisque wupn41 est donné (entre autres) en fonction de
uQ, ..., Un, on va effectuer un raisonnement par récurrence
forte.

o Initialisation :

Pour n =0,onaup=1€Q}.

o Hérédité :

Supposons, pour un n € N fixé : ug,...,un € Q}.

n
2]

— TRk *
Comme Up41 = l;) W — k) que ug, ..., un sont dans Q7
et que 0!, 1!,...,n! sont dans N*, par opérations, on déduit :

Un+1 € Q’_j_

On conclut, par récurrence forte sur n : Vn €N, u, € Q}.

a) eIl est clair que, si A= B, alors 14 = 1p.
Réciproquement, supposons 14 = 15.

Pour tout a € A, on a 1g(a) = 14(a) = 1, donc a € B, ce
qui montre A C B, puis, de méme, B C A, donc A = B.

Onconclut: A=B <= 14 =1p.
Autrement dit, la connaissance de 14 détermine entiére-

ment A.

¢On a, pour tout z € E :

siz € A, alors ¢ A, donc 14(z) = 1 et 1(z) = 0, d’out
1x(z) =1-1a(z)

siz ¢ A, alors @ € A, donc 14(z) = 0 et 14(z) = 1, d’ou
1Z(:1:) =1-14(x).

Ceci montre : Vo € E, 14g(z) =1—14(x).

On conclut : 17=1-14.

¢ On a, pour tout x € E :

siz € AN Byalorsz € Aet x € B, donc 141 p(z) = 1,
1a(z) =1, 1g(z) =1,dou 1anp(z)=1a(z)lp(x)

sizx ¢ AN Byalorsz ¢ Aouz ¢ B,donc 140 p(z) =0 et
(1a(z) =0 ou 1g(z) =0), dott 1anp(z) =1a(z)lp(z).

Ceci montre : Vo € E, 1anp(z) =1a(z)lp(x).

On conclut : 14 =141p.

+On a, en passant par des complémentaires et en utilisant
des résultats précédents :

lavp = 1-1zg57
= 1-1z,3

= 1-(1-14)(1-1p)
= 1-(1-14—1p+141p)

= 1a+1p—141p.

«On a :

]-A\B:1Aﬁ§:1A1§:1A(1_13):1A_1A13'
b) On a, pour tout A, B € P(E).
lanaun) =1lalaup =14(1a+1p —141p)

=1a+141p—1alp =14,

donc, d’aprés a) : AN (AU B) = A.
De méme :
lauanB =la+1lanp —1alansp

=14+141p —14(1alp) =14 +1alp —1alp =14,
donc, d’aprés a) : AU (AN B)=A.

On peut aussi remarquer que, puisque A C A
AN (AU B) = A, et que, puisque A N B
AU (AN B)=A.

a) 1) Réflexivité :
Soit f€ E.Ona f' < f’, donc fR f.

B, on a
A

U]
C , on a

2) Antisymétrie :

Soit (f,g) € E? tel que fRg et gR f.

On aalors f/ < g’ et g’ < f’,donc f' = g'. Ainsi, f — g est
dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ et (f —g)’ =0, donc f —g
est constante.

Comme (f — g)(0) = f(0) — g(0) =1 —1 = 0, on déduit
f—g=0,donc f =g.

3) Transitivité :

Soit (f,g,h) € E3 tel que fRg et gRh.

Onaalors f/ <g’etg’ <h’,donc f’ <h’,dou fRh.
On conclut : R est une relation d’ordre dans E.

b) Pour montrer que 'ordre R n’est pas total, il suffit de
trouver f,g € E telles que l'on n’ait ni f/ < ¢’ ni ¢’ < f/,
c’est-a-dire telles que f — g ne soit ni croissante ni décrois-
sante.

11 est clair que les applications f, g : [0; +oo[ — R définies,
pour tout = € [0; +oof, par f(z) = 1+ z et g(z) = 1 + 22
conviennent.
On conclut que l'ordre R n’est pas total.
c) Soit (f,g) € E? tel que fRg.
On a alors f/ < g/, donc (f —g)’ <0, donc f — g est décrois-
sante.
Comme (f — g)(0) = f(0) —g(0) =1 —1 = 0, on déduit
f—9<0,donc f <g.
d) Donnons un contrexemple, dans lequel f < g et non fRg.
11 suffit de trouver deux applications f, g, dérivables, telles
que : f(0) =g¢(0) =1, f < get f— g non décroissante.
Considérons les applications f,g : [0; +oo[ — R définies,
pour tout z € [0; +oo[, par :

flx)y=1 et g(z)=1+sin%z.

15
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Il est clair que f et g sont dérivables sur [0; +oo[, que
f(0)=g(0)=1,que f<g.
Deplus: Vz € [0; +oof, f'(z) =0 et g¢'(z) =2sinzcosz.

En particulier :

PE) =0 () k(- L)
donc on n’a pas f’ < g’, donc non fRg.

1.14
a) Supposons g o f injective.

Soit (z1,22) € E? tel que f(z1) = f(x2). On a alors :

go f(z1) = g(f(z1)) = g(f(z2)) = go f(x2).
Puisque g o f est injective, il s’ensuit : z1 = x2.
On conclut que f est injective.
b) Supposons g o f surjective.

Soit z € G. Puisque g o f est surjective, il existe z € E tel
que : z=go f(x).

z=g(f(x)) et f(z) € F.
Vze G, JyeF, z=g(y).

On conclut que g est surjective.

On a alors :

Ceci montre :

¢) Sigo f est bijective, alors g o f est injective et surjective,
donc, d’apres a) et b), f est injective et g est surjective.

Schématiquement, en utilisant le résultat de I’exercice 1.14,
on a :

go fog injective
go fog bijective <=
go fog surjective

g surjective

(go f)og injective g injective
—
go(fog) surjective
= g bijective .

Ceci montre que g est bijective.

On peut donc considérer I’application réciproque g~ de g.
On a alors : f=g to(gofog)og™t,

qui est la composée de trois applications bijectives, donc f est
bijective.

Finalement, f et g sont bijectives.

a) Supposons A C B.

Soit y € f(A). Il existe a € A tel que y = f(a).

Comme a € AC B,onaa € B, puis y = f(a) € f(B).

On obtient : f(A) C f(B).

b) Soit a € A. On a: f(a) € f(A), donc par définition d’une
image réciproque, a € f~1(f(A)).

On conclut : A C f~1(f(A)).

¢) «En utilisant a) :

{ACAUB {f(A)CfA)Uf(B)
BN

—_ =

BCAUB f(B) C f(A) U f(B)
= f(A) U f(B)C f(AU B).

«Soit y € f(A U B).
Il existe x € A U B tel que y = f(z).
Ona: z€ A ou z € B.
Siz € A, alors f(z) € f(A) C f(A) U f(B).
Siz € B, alors f(z) € f(B) C f(A) U f(B).
On a donc : f(z) € f(A) U f(B).
V(AU B) C f(A) U f(B).
On conclut : f(A U B) = f(A) U f(B).
d) En utilisant a) :

Ceci montre :

ANBCB f(AnN B) C f(B)
= f(AN B)Cf(A) N f(B).

{AchA {f(AnB)cf(A)
E

1.17

a) Supposons A’ C B'.

Soit z € f=1(4).

On a f(z) € A/, donc f(z) € B, puis x € f~1(B’).
fmHAN c (B,

b) Soit y € f(f71(A)).

Tl existe z € f~1(A") tel que y = f(z).

Puis, comme = € f~1(A’), on a f(z) € A, donc y € A’.
f(f_l(A’)) Cc A

¢) On a, pour tout z € E :

On conclut :

On conclut :

zef~1A U B)

flx)e A’ U B

(f(®) e A ou f(z) € B)
(xef1A) ou zef (B
ze f~H(A) U (B,

[

On conclut : f~1(A’ U B") = f=1(A") U f~1(B).
d) On a, pour tout z € E :

zef~HA n B

flz)e A’ n B’

(f(@) e A et f(z) € B)

(z e FYAY et ze f_l(B’))
ze fTHA) n B

111y

“HA N B) =AY n (B,

~

On conclut :
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Corrigés des exercices

a) 1) Pour E ={1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3},ona:
AU B=1{1,2,3}, An B=({1},
AN B={234}, AaB={23}.
2) Pour E=R, A=]—00;2], B=][1; +oo[,0on a:
AUB=R, ANB=I1;2,

AN B=]—o00; 1[U]2; 4+0[, AAB=]—00; 1[{U]2; +o0[.

b) On a, pour tout (A4, B) € ('P(E))2 :

AAB=(AUB)N(ANB)=(AUB)Nn (AU B)
=(ANAUANB)YU(BNA U(BNDB)

=(ANnB)uU (BN A).

¢) On a, pour tout (4, B) € (P(E))Q :
lans =1anB)yu(sna) = lalg+1slg — lalglply
————

=0

=14(1-15)+1p(1—14)=14+15—2-1415.

d) Soit (A,B,C) € (P(E))®. On a:

LaaByac =laap +1c —2-1asBlC
=(1a+1p—2-141p)+1c—2-(1a+1p—2-141p)1lc
= 1A+1B+1072(1A13+1A1C+1B]-C)+4'1A]-B]-C~

De méme :

laaBac) =1a+1pac —2-1alpac
=1a4+(Ap+1c—2-11l¢)—2-14(1p+1c—2-151¢)
=1a+1p+1c—2(1alp+141lc+1lc)+4-141p1c.

Ceci montre : LaaByac = lan(Bac)-

Ondéduit: (AAB)AC=AA(BAC),

et on conclut que la loi A est associative dans P(E).

17



Calculs algébriques

/’ﬂa_m mg abovdlos Aave los ovoveiceos

Les méthodes a retenir 19 e Calculs de sommations simples ou doubles, de produits
Les énoncés des exercices 23 simples ou doubles
Du mal & démarrer 7 26

e Manipulation des coefficients binomiaux, obtention d’égali-

Les corrigés des exercices 27 tés et calculs de sommes les faisant intervenir

¢ Résolution de systémes linéaires.

“Yoinke occontiole A coue
pouy e vasoluchion. dos oxevcices

o Définition et propriétés du symbole Z pour une somma-
tion d’un nombre fini de termes, et du symbole H pour
un produit d’un nombre fini de facteurs

o Regles de calcul élémentaire sur les nombres entiers, sur les

nombres réels
n

+ Sommations usuelles : Zn: k, ZkZ, Zn:qk

k=1 k=1 k=0
o Factorisation de a™ — 0™ pour n € N*
T csl s . . . n
o Définition et propriétés des coefficients binomiaux ( ), en
p

particulier :
n!
pl(n —p)!

o la formule fondamentale <n> + ( " ) = <n - 1),
P p+1 p+1

o la formule du binéme de Newton

b

o l'expression a l'aide de factorielles (n) =
p

¢ Opérations élémentaires, méthode du pivot.

18
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer certaines

sommations
par un entier

indexées

Récurrence sur n.
o Pour n =0, la formule proposée est évidente.
e Supposons, pour un n € N fixé :

n

STDREE+1) = (=D (n+1).

k=1
On a alors :
n+1 n
ST=DFEk+1) = > (-DFE@E+ 1)+ ()" (2n+3)
k=0 =0

k
(-1)™(n+1) + (-1)"**(2n + 3)
= (=)™ (=(n+1)+(2n+3))
(=)™ (n+2),

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N.

19
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——{Zens)

On a, pour tout n € N* :

n n n
=Y kk+1) = > K+ k
k=1 k=1 k=1
_ nn+1)@2n+1)  n(n+1)
N 6 2
o+ D(2n4+1)+3)  nn+1)(n+2)
N 6 N 6 ’
On remarque, pour tout k € N* ! ! !
n remarqu ur u : —_— = - =
aue. p kk+1) k k+1
d’on, pour tout n € N* :
“1 1 1 1
R Bl (R S Db
kzl(k k+1) ko ekt
_2”:1 o1 1
=k =k 1 n+tl n+1

Meéthode

Pour calculer des som-
mations doubles, ou des
produits doubles

On a, pour tout n € N* :

Sn

1<i,j<n

zf;i(f;l)mg(i])

i=1 Jj=1 Jj=1

1<i,5<n

2nZl+3nZ] —SnZ

n

23

i=1j=1
n
n+3n2j
Jj=1

5n2( n+1)

Z 21+ Z 3]—2221—1—322]

i=1j=1
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer une som-
mation faisant interve-
nir des coefficients bino-

miaux

On a: )
k(k — 1)(:) = k(k— 1)—1;!(:1 o
k(-1
- k' (n—k)!
B 1 n!
T (k=2)! (n—k)!
_ (n—2)!
= D T =Ry
_ (n—2)!
B = (e =)
n—2
= n(n—l)(k_Q).

On applique la formule du binéme de Newton & 1 et 21/2 :

n

-~ (n k/2 _ T\ n—kiol/2yk _ N
I;)(k)z ,;)(k)l (2Y/2)k = (1 +V2)

Méthode

Pour résoudre un sys-

téme linéaire

21
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——(=au)

Résoudre le systeme d’équations, d’in-
3z+y=1

connue (z € R2:
(2,9) 2z — 3y = 8.

3z+y=1 L
20 —3y =8 Lo

3z +y=
11z =11

1 Ly
Lo «— Lo+ 311

—— (e

Résoudre le systeme d’équations, d’in-
connue (z,y,2) € R3 :

dr+y+2=5
(S) Sx+4y+z=-1
r+y+4z =8.

On a, en additionnant les trois égalités :

(S)

(8) = —
6(z+y+z)=12
3z =3 Ly < L1 — Ly
3y=—3 L2(—L2—L4
<~
32=6 L3 < L3 — Ly
c+y+z=2

de+y+2=5 Ly
z+4dy+z=—-1 Lo
z+y+4z=38 L3
T+y+z=2 Ly

r=1
<~ y=—1
z=2.




