Céline Laurent-Reig

EC@

Mathématiques
appliguées

Logigrammes et carfes mentales
pour assimiler le programme




Algebre



Carte 1.
Sous-espace vectoriel, application linéaire

NOTATIONS :

E,E' R-espaces vectoriels

F partiede E

Uy, Uy, ..., Uy P VECteurs de E

A, Az, s Ap p scalaires réels

Og vecteur nul de E

f:E - E' application définie sur E et a valeur dans E’
p entier naturel non nul

NOTIONS DU COURS :

Sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E lorsque O € F et F est stable par I'addition et la
multiplication par un réel.

Combinaison linéaire
Le vecteur ;uy + A,uy + ...+ A,u, de E est une combinaison linéaire de uy, uy, ..., Up,.

Sous-espace vectoriel engendré
Vect(uy, uy, ..., Up) est le sous-espace vectoriel de E' qui regroupe toutes les combinaisons

linéaires possibles de uq, u,, ey Up.

Application linéaire
f est une application linéaire lorsque pour tous u, v vecteurs de E et pour tout A4 scalaire,

fw+v) = f+f) et f(Aw) = 1f (W).

Endomorphisme, isomorphisme
f est un endomorphisme de E lorsque f est linéaire et E = E'.
f est un isomorphisme de E dans E' lorsque [ est linéaire et f est bijective de E dans E'.
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On peut créer des vecteurs de E de
la forme A;uq + Ayuy + <+ + Apu,,.

Vect(uy, uy, ..., Up) est le sous-espace
vectoriel de E regroupant toutes les
combinaisons linéaires de u,, u,,

vy Uy,

ou

Je montre que F est un sous-espace
vectoriel engendré par uq, Uy, ..., Uy,
c'est-a-dire F = Vect(uy, uy, ..., Up).

En option
f endomorphisme : f linéaire et E = E’
f isomorphisme : f linéaire et bijective

- J'établisque F c E etque O E F.

- Je prends deux vecteurs u et v dans F
et un scalaire A.

- Je calcule leur combinaison linéaire

u + Av et je montre qu’elle vérifie la
méme caractéristique P que u et v,
c’'est-a-direqueu + Av € F.

- Je prends deux vecteurs u et v dans E
et un scalaire A.

- Je calcule I'image de leur combinaison
linéaire par f, c’est-a-dire f(u + Av).

- Je montre que cette image est égale a
la combinaison linéaire des images,
c'est-a-dire a f (u) + Af (v).
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EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E dans chacun des cas suivants.

a- F est le sous-ensemble des applications dérivables sur R dans E espace vectoriel des
applications définies sur R.

b-F = {P € R[X],P(0) = 0} dans E = R[X] espace vectoriel des polynémes.

c- F est le sous-ensemble des suites convergentes dans E espace vectoriel des suites
réelles.

Corrigé exercice 1

a- F est inclus dans E et I'application constante nulle est dérivable sur R donc le vecteur
nul de E appartient bien a F.

Soit f et g deux applications de F et A un réel. En particulier f et g sont dérivables sur R.
Ainsi f + Ag est dérivable sur R par produit et somme, c’est-a-dire f + Ag appartient
aussia F.

Donc F est un sous-espace vectoriel de E.

b- F estinclus dans E et le polyndme constant nul associe I'image 0 a 0 donc le vecteur nul
de E appartient biena F.

Soit P et Q deux polynémes de F et A un réel. En particulier P(0) = 0 et Q(0) = 0. On
obtient (P + 1Q)(0) = P(0) + 2Q(0) = 0.Donc P + AQ € F.

Donc F est un sous-espace vectoriel de E.

c- F est inclus dans E et la suite constante nulle converge vers 0 donc le vecteur nul de E
appartient biena F.

Soit (Uy)nen €t (Vn)nen deux suites de F et A un réel. En particulier (u,,),en cOnverge vers
un réel [ et (v,),en cOnverge vers un réel m. D’ou par limite d’un produit et d’'une somme,

lirp Uy + v, =1+ Am et (u, + Av,) ey €St encore une suite convergente de F.
n—-+oo

Donc F est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 2

Montrer que les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de E en les
écrivant sous la forme d’un sous-espace vectoriel engendré.

a-F ={(x,y,2) ER3,—x + 2y + 3z = 0} avec E = R3.
b-={(a+b+c,a—b+3c,4a+8c) € R3a,b,créels}avec E = R3.

c- E est le R-ev des suites réelles et F est le sous-ensemble des suites (U, ) ey telles que
pourtout n € N,u,,, = —u, 1 + 6u, .

d-E = R,[X] et F = {P € R,[X], [ P(t)dt = 0},

Corrigé exercice 2
a-(x,y,z) EF& —x+2y+3z=0x=2y+3ze (x,y,2) =2y +32,y,2)
Al (x! y: Z) = y(2;1;0) + 2(31011)
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Donc F = Vect((2,1,0), (3,0,1)).
En particulier F est un sous-espace vectoriel de R3.
b-(a+b+c,a—b+3c,4a+8c) €EG
o (a+b+c,a—b+3c,4a+8c)=a(1,1,4) + b(1,-1,0) + ¢(1,3,8)
Donc G = Vect((1,1,4), (1,—-1,0), (1,3,8)) et G est un sous-espace vectoriel de R3.
c- Une suite (u,)nen de F est une suite récurrente linéaire du second ordre d’équation
caractéristique x2 + x — 6 = 0 : cette équation admet deux racines distinctes 2 et —3.
Donc il existe a et 8 réels tels que : ¥n € N,u,, = a2™ + f(—3)". En particulier (i) nen
appartient a Vect((2")nen, ((—3)")nen)-
Réciproquement soit (U, ) ey appartenant a Vect((2™)en, ((—3)™)nen) ¢ ainsi il existe a
et B réels tels que : Vn € N,u,, = a2™ + (—3)". On vérifie alors :
vn €N, —Upyq + 6U, = —2a2" + 3B(—3)" + 6a2™ + 6B(—3)"
= 4a2™ +9B(-3)"
= q2nt2 +ﬁ(_3)n+2

= Un42
D’ol (U, )nen appartienta F.
Donc F = Vect((2™),en, ((—3)™)nen) €St un sous-espace vectoriel de E.

d- Soit P € F : ceci signifie que P = aX? + bX + c avec a, b, c réels et folP(t)dt =0.
1 1 b
On calcule [ P(t)dt = [ at? + bt + cdt = g+ St+ec.
insic=—%_2 - 2_1 _1 2_ 1y 1
Ainsic = 3 2etP—a(X 3)+b(X 2)EVect(X 3,X 2).
Réciproguement soit P appartenant a Vect (X2 — %,X - %) : ainsi il existe a et b réels tels
1

que:P=a(X2—§)+b(X_E
fOlP(t)dt=fola(tz—%)+b(t—%>dt
o3

3 3 2 2

1 1 .
Donc F = Vect (X2 — ;,X — E) est un sous-espace vectoriel de E

). On vérifie alors :

D’ol P appartient a F.

Exercice 3
Montrer que les applications suivantes sont linéaires.
a- f: R3 - R?

z
(x,y,2z) o (2x—y+§,x+y+z)
b- g: RN - RN
(un)neN ind (uZn)nEN

c- h: M,,(R) - M,,(R) avecn,p entiers naturels non nuls et ‘M matrice
M N tM transposée de M
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d ¢: R,[X] - R"*+1 avec n entier naturel non nul et
P ~ (P(ay),P(ay),..,P(ay)) ag ay,..,a, n+ 1réelsdistincts.

Corrigé exercice 3

a-Soit (x,v,z) € R3, (x',y’,z") € R3 et A un réel.
Ona(x,y,2) + A(x",y",z) = (x+ Ax",y + Ay, z + Az') et :
f((x, v,z) + A(x",y’, Z’)) =fx+Ax",y+Ay',z+ Az")

= (2(x +Ax) -+ Ay)+

r

zZ+ Az
3

,o+ A+ +Ay)+(z+ AZ’))

z Az’
=<2x—y+§+2/1x’—/1y’+?,x+y+z+/1x’+/1y’+/1z’>

z z'
= (2x—y+§,x+y+z)+A<2x’—y’+§,x'+y'+z’>
= f(Cuy,2) + £ (', y", 2))

Donc f est linéaire.

b- Soit (1) nen € RY, (Vp)nen € RN et A un réel. On vérifie :
I((Upneny + A(Wnen) = g((uy + A0, nen)

= (Uzn + Wandnen

= (uZn)nEN + A(”Zn)nel\l

= g((Un)nen) + 29((Vn)nen)

Donc g est linéaire.

c-Soit M € M, ,(R), M’ € M, ,,(R) et A un réel.
h(M + AM") = t{(AM + AM")

=M+ A'M’

= h(M) + Ah(M")

Donc h est linéaire.

d- Soit P € R, [X], Q@ € R, [X] et A un réel.

@(P+2Q) = ((P + 2Q)(ay), (P + 1Q)(ay), ..., (P + AQ)(ay))
= (P(ao) + 2Q(ay), P(a)) + 2Q(ay), ..., P(a,) + 2Q(ay))
=(P(ay), P(ay), ..., P(ay)) + 2(Q(a,), Q(ay), ..., Q(ay))

= ¢(P) +19(Q)
Donc ¢ est linéaire.

Exercice 4

Montrer que les applications suivantes sont des endomorphismes de R, [X] 'espace
vectoriel des polyndmes de degré au plus n avec n entier naturel non nul.

a- f: P » P

b- ¢: P » X?P' —nXP
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Corrigé exercice 4

a- Soit P € R,[X], Q € R, [X] et A un réel.

On a P + AQ dérivable comme produit et somme et

f(P+2Q) = (P+2Q)

=P+ AQ’

= f(P) + Af(Q)

Donc f est linéaire.

De plus pour tout P € R,[X], on obtient P’ polynéme de degré au plus n—1 : en

particulier f(P) € R,[X].
D’ou f est un endomorphisme de R, [X].

b- Soit P € R, [X] , Q@ € R,[X] et A un réel.

On a P + AQ dérivable comme produit et somme et

(P +21Q) = X?(P+ 1Q)' —nX(P + AQ)

= X2?P' + AX?Q’ — nXP — nAXQ

= X?P' —nXP + A(X?Q" — nXQ)

= (P) + 2¢(Q)

Donc ¢ est linéaire.

Ensuite soit P € R,,[X]. Alors X?P’ — nXP est encore un polynéme avec
deg(X?P' — nXP) < max(deg(X?P"), deg(—nXP))

Ordeg(X2P") = 2 + deg(P') < 1 + deg(P) et deg(—nXP) = 1 + deg(P).

1°" cas : deg(P) < n. Dans ce cas, on obtient directement deg(X2?P’' — nXP) < n.

2¢ cas : deg(P) = n. On note a, le coefficient dominant de P.

Ainsi X2P' est de degré n + 1 et de coefficient dominant na,, et —nXP est de degrén + 1
et de coefficient dominant —na,,. Leur coefficient dominant étant opposé, on obtient

deg(X?P' — nXP) < n.
Dans tous les cas, ¢(P) € R,[X].
Au final ¢ est un endomorphisme de R, [X].
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Famille libre, génératrice, base

NOTATIONS :

E R-espace vectoriel de dimension finie non nulle, F sous-espace vectoriel de E
Uy, Uy, ..., Uy P VEcteurs de E

Ay Az, e, Ap p scalaires réels

(e1,€3,...,e,) base de E

n, p entiers naturels non nuls

NOTIONS DU COURS :

Combinaison linéaire

Le vecteur ;uy + A uy + ...+ A,u, de E est une combinaison linéaire de uy, uy, ..., Up,.
Sous-espace vectoriel engendré

Vect(uy, uy, ..., Up) est le sous-espace vectoriel de E' qui regroupe toutes les combinaisons
linéaires possibles de uq, u,, ey Up.

Identification des coefficients, racines, degré d’un polyndme (voir carte polynémes)

Base

(uy, Uy, ..., Up) est une base de F lorsque, pour tout u € F, il existe p uniques scalaires
Ay Ags v, Ap tels que u = Ajuy + AUy + o+ Apuy,.

Dans ce cas A4, A5, ..., 4, sont appelés les coordonnées de u dans la base (uy, Uy, ..., Up).

Dimension

F est dit de dimension finie lorsque il admet une base constituée d’un nombre fini de
vecteurs. Dans ce cas, tous les bases ont le méme nombre de vecteurs. Ce cardinal commun
est appelé dimension de F et est noté dim F.



