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Exercice 3 (probabilités discrètes) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
Exercice 4 (probabilités continues) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

17 ESCP BS 2020, corrigé commenté 149
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1 ESCP BS 2019, énoncé

Exercice 1 (suites et probabilités discrètes)

On considère les deux suites réelles punqnPN et pvnqnPN définies par :

u0 “ 0, v0 “ 1 et pour tout n P N

$

’

’

&

’

’

%

un`1 “ 1
2 pun ` vnq

vn`1 “ 1
2 pun`1 ` vnq

1/ Vérifier que u1 “ 1
2 et v1 “ 3

4 . Calculer u2 et v2.

2/ Compléter la fonction python suivante, de paramètre n, qui renvoie un et vn.

1 def suites(n):

2 u = .....

3 v = .....

4 for k in range(n):

5 u = .....

6 v = .....

7 return u, v

3/ Pour tout n P N, on pose : wn “ vn ´ un.

a/ Établir pour tout n P N, l’égalité : un`1 ´ un “ 1
2wn.

b/ En déduire que la suite pwnqnPN est une suite géométrique de raison
1
4 .

c/ i/ Montrer que l’on a :

@n P N˚
n´1
ÿ

k“0
wk “ 4

3

ˆ

1 ´
ˆ

1
4

˙n˙

ii/ En déduire à l’aide de la question 3/a/ l’expression de un en fonction de n,
pour tout n P N˚.

iii/ Vérifier que l’expression précédente reste valide pour n “ 0.
d/ Justifier la convergence de la suite punqnPN et donner sa limite.

e/ Déterminer l’expression de vn en fonction de n et donner la limite de la suite
pvnqnPN.

4/ a/ Justifier que l’unique réel α pour lequel la série de terme général

tn “ 9
8 pα ´ unq avec n P N

est convergente est α “ 2
3 . Dans les questions suivantes, on choisit α “ 2

3 .

ESCP BS 2019, énoncé 9

b/ Vérifier que pour tout n P N, on a tn ą 0 et établir l’égalité :
`8
ÿ

n“0
tn “ 1.

5/ Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans N, telle que :

@n P N P prX “ nsq “ tn

a/ On pose : Y “ X ` 1. Reconnâıtre la loi de la variable aléatoire Y .

b/ En déduire l’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

Exercice 2 (matrices et suites)

Dans tout l’exercice, on note M et I les deux matrices suivantes :

M “

¨

˝

´1 ´1 ´1
1 0 0
0 1 0

˛

‚ et I “

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

1/ a/ Calculer M2 et montrer que M4 “ I.

b/ En déduire que M est inversible et donner l’expression de M´1, sans calcul, en
fonction de M .

c/ On suppose que l’on a importé la bibliothèque numpy par l’instruction

import numpy as np

Compléter le script python suivant permettant de saisir M , de calculer N “ M2,
puis d’afficher les deux matrices M et M2.

1 M = .....

2 N = .....

3 print("la matrice M est :", M)

4 print("la matrice M au carré est :", N)

2/ a/ Montrer que la matrice M ´ I est inversible.

b/ Développer le produit matriciel pM ´IqpM3 `M2 `M `Iq puis utiliser le résultat
de la question 2/a/ pour déterminer la matrice M3 ` M2 ` M ` I.

c/ Retrouver le résultat de la question 2/b/ en calculant directement la matrice M3.

3/ a/ Soit x P R. Développer le produit px ` 1qpx2 ` 1q et à l’aide de la question 2/b/,
en déduire que M possède au plus une valeur propre.

b/ On pose :

U “

¨

˝

1
´1

1

˛

‚

Calculer MU et justifier que M possède une unique valeur propre dont on précisera
la valeur.
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b/ En déduire que la suite pwnqnPN est une suite géométrique de raison
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4/ a/ On suppose l’existence de réels x, y, z, x1, y1 et z1 vérifiant la relation :

xM2 ` yM ` zI “ x1M2 ` y1M ` z1I

Établir les égalités :

x “ x1 y “ y1 et z “ z1

b/ On rappelle que par convention, pour toute matrice carrée S, on a S0 “ I.

À l’aide d’un raisonnement par récurrence, déduire de la question précédente que
pour tout n P N, il existe un unique triplet pan, bn, cnq tel que :

Mn “ anM2 ` bnM ` cnI

On donnera la valeur du triplet pa0, b0, c0q et on vérifiera les relations suivantes :

@n P N

$

’

&

’

%

an`1 “ bn ´ an

bn`1 “ cn ´ an

cn`1 “ ´an

5/ Utiliser les relations trouvées à la question 4/b/ pour compléter la fonction python
suivante, de paramètre n, afin qu’elle calcule et renvoie la valeur de an.

1 def suites(n):

2 a = 0

3 b = 0

4 c = 1

5 for k in range(n):

6 u = a

7 a = .....

8 b = .....

9 c = .....

10 return a

Exercice 3 (châıne de Markov)

Dans tout l’exercice, on note n un entier supérieur ou égal à 1 et A l’événement contraire
d’un événement A. On suppose que dans une certaine région, pendant une période donnée,
seuls deux états météo sont possibles : le beau temps et le mauvais temps. L’étude des
bulletins météo du passé laisse penser que le temps qu’il fait un certain jour de cette
période dépend du temps qu’il fait la veille de la façon suivante :

˛ s’il fait beau un jour donné, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est égale à 4
5 ;

˛ s’il fait mauvais un jour donné, la probabilité qu’il fasse mauvais le lendemain est égale
à 2

5 .

On s’intéresse à une période débutant le jour 1, jour au cours duquel il a fait beau. Pour
tout entier n ě 1, on note :

ESCP BS 2019, énoncé 11

˛ Bn l’événement : « il fait beau le jour n » ;

˛ Bn l’événement : « il fait mauvais le jour n » ;

˛ un “ P pBnq et vn “ P
`

Bn

˘

.

1/ a/ Donner la valeur de u1.

b/ Déterminer les probabilités conditionnelles PBn pBn`1q et PBn
pBn`1q.

2/ a/ À l’aide de la formule des probabilités totales, établir la relation :

@n P N˚ un`1 “ 4
5un ` 3

5vn

b/ En déduire pour tout n P N˚, un`1 en fonction de un.

c/ Déterminer pour tout n P N˚, l’expression de un en fonction de n.

d/ Calculer lim
n�`8

un et interpréter le résultat.

3/ a/ Montrer que pour tout n P N˚, on a : vn`1 “ 1
5un ` 2

5vn.

b/ Pour tout n P N˚, on note Xn la matrice à une ligne et deux colonnes suivante :
Xn “ pun vnq. Déterminer la matrice carrée K, indépendante de n, qui vérifie
la relation suivante :

@n P N˚ Xn`1 “ XnK

c/ À l’aide d’un raisonnement par récurrence, donner pour tout n P N˚, l’expression
de Xn`1 en fonction de X1 et K.

d/ En déduire l’expression (sous forme de tableau) de la matrice Kn en fonction de
n.

4/ On code un jour de beau temps par 1 et un jour de mauvais temps par 2.

On suppose que l’on a créé une fonction simul() qui renvoie une matrice contenant
autant de 1 que de jours de beau temps et autant de 2 que de jours de mauvais temps,
et ceci entre le deuxième et le centième jour.

Compléter le script python suivant afin qu’il renvoie le nombre de jours de beau
temps lors des 100 premiers jours de la période considérée, y compris le premier.

1 A = simul() - 1

2 n = .....

3 print("le nombre de jours de beau temps est :", n)

5/ a/ Soit Un l’événement : « il fait beau pendant les n premiers jours de la période
considérée ». Calculer P pUnq.

b/ Soit Vn l’événement : « il fait beau au moins deux fois lors des n premiers jours
de la période considérée ». Calculer P pVnq.
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à 2

5 .
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Exercice 4 (probabilités continues)

Dans tout l’exercice, on note f la fonction définie sur R par :

@t P R fptq “

$

’

&

’

%

2t

p1 ` t2q2 si t ě 0

0 si t ă 0

1/ Soit g la fonction définie sur R` par :

@t ě 0 gptq “ ´ 1
1 ` t2

a/ On note g1 la dérivée de la fonction g. Pour tout réel t ě 0, calculer g1ptq.
b/ Pour tout x ě 0, on pose :

Ipxq “
ż x

0

2t

p1 ` t2q2 dt

Déduire de la question précédente la valeur de Ipxq.

c/ Calculer

ż `8

0
fptqdt et vérifier que f est une densité de probabilité.

On considère désormais une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé, telle
que XpΩq “ R` et admettant f comme densité.

2/ On note F la fonction de répartition de X. Établir la relation suivante :

@x P R F pxq “

$

’

&

’

%

x2

1 ` x2 si x ě 0

0 si x ă 0

3/ On pose :

Y “ X2

1 ` X2

et on note G la fonction de répartition de la variable aléatoire Y .

a/ Étudier les variations de la fonction Q qui, à tout réel x ě 0, associe :

Qpxq “ x2

1 ` x2

puis déterminer Y pΩq.
b/ Pour tout y P r0 , 1r, calculer Gpyq et en déduire que Y suit la loi uniforme sur

l’intervalle r0 , 1r.
c/ Vérifier que :

X “
c

Y

1 ´ Y
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On suppose que l’on a importé la bibliothèque numpy par l’instruction

import numpy as np

et la sous-bibliothèque numpy.random par l’instruction

import numpy.random as rd

Compléter à l’aide de la commande rd.random() le script python suivant afin
qu’il simule la variable aléatoire X.

1 Y = .....

2 X = .....

4/ Pour tout réel h ą 0, soit Th la fonction définie sur R˚
` par :

@x ą 0 Thpxq “ 1
h

ˆ PrXąxs prX ď x ` hsq

a/ Soit x un réel strictement positif fixé. Montrer que l’on a :

lim
h�0

Thpxq “ fpxq
1 ´ F pxq

b/ Pour tout réel x ą 0, on pose :

T pxq “ fpxq
1 ´ F pxq

Déterminer explicitement T pxq.

c/ Pour tout réel x ą 0, calculer l’intégrale
ż x

0
T ptqdt et exprimer cette intégrale en

fonction de F pxq.

– fin de l’énoncé –
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Exercice 4 (probabilités continues)
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$

’

&

’

%

2t
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0 si t ă 0
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0

2t
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0
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&

’

%

x2
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Exercice 1 (matrices et probabilités discrètes)

Partie A

Soient A et P les matrices carrées d’ordre 3 définies par :

A “

¨

˝

1 0 0
2 2 0
0 1 3

˛

‚ et P “

¨

˝

1 0 0
´2 ´1 0

1 1 1

˛

‚

On considère les matrices :

U “

¨

˝

1
´2

1

˛

‚ V “

¨

˝

0
´1

1

˛

‚ W “

¨

˝

0
0
1

˛

‚

1/ Vérifier que U , V et W sont des vecteurs propres de A et préciser leurs valeurs propres
associées.

2/ Calculer P 2. En déduire que la matrice P est inversible et déterminer P ´1.

3/ a/ Déterminer la matrice D telle que D “ P ´1AP .

b/ Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a :

An “ PDnP

c/ En déduire que pour tout nombre entier naturel n :

An “

¨

˝

1 0 0
2n`1 ´ 2 2n 0

3n ´ 2n`1 ` 1 3n ´ 2n 3n

˛

‚

Partie B

Une entreprise de restauration collective propose trois formules de repas à n clients,
où n est un entier naturel non nul. Chacun des clients choisit exactement une de ces
trois formules au hasard et de façon équiprobable puis envoie un bon de commande
à l’entreprise. L’entreprise réceptionne alors pour chacun de ses n clients son bon de
commande et lui livre la formule choisie.
On suppose que les choix de formule des clients sont mutuellement indépendants.
Pour tout entier naturel k tel que 1 ď k ď n, on note :

˛ Ak l’événement : « après réception du k-ième bon, une seule formule a été choisie » ;

˛ Bk l’événement : « après réception du k-ième bon, exactement deux formules ont été
choisies » ;

˛ Ck l’événement : « après réception du k-ième bon, les trois formules ont été choisies ».

ECRICOME 2019, énoncé 15

Enfin, on pose pour tout entier naturel k tel que 1 ď k ď n :

ak “ P pAkq bk “ P pBkq et ck “ P pCkq

Le tableau ci-dessous donne un exemple de choix de formule pour les cinq premiers bon
reçus :

1er bon 2ème bon 3ème bon 4ème bon 5ème bon
no de la formule choisie no 2 no 1 no 2 no 1 no 3

Dans ce cas, B2 est réalisé, C4 n’est pas réalisé, mais C5 l’est.

1/ a/ Préciser les nombres a1, b1 et c1.
On ne demande pas de justification dans cette question.

b/ Justifier les égalités : a2 “ 1
3 , b2 “ 2

3 , c2 “ 0.

c/ Pour tout entier naturel k non nul, donner les valeurs des probabilités suivantes :

PAk
pAk`1q, PBk

pAk`1q, PCk
pAk`1q,

PAk
pBk`1q, PBk

pBk`1q, PCk
pBk`1q,

PAk
pCk`1q, PBk

pCk`1q, PCk
pCk`1q.

2/ a/ On considère la matrice M telle que M “ 1
3 A, où A est la matrice définie dans la

partie A. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout
entier k compris entre 1 et n ´ 1 :

¨

˝

ak`1
bk`1
ck`1

˛

‚“ M

¨

˝

ak

bk

ck

˛

‚

b/ En déduire que pour tout entier naturel n non nul :

¨

˝

an

bn

cn

˛

‚“ Mn´1

¨

˝

a1
b1
c1

˛

‚

3/ a/ Justifier, pour tout entier naturel n non nul, les égalités :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

an “ 1
3n´1

bn “ 2n ´ 2
3n´1

cn “ 1 ´ 2n ´ 1
3n´1

b/ Déterminer les limites :

lim
n�`8

an lim
n�`8

bn et lim
n�`8

cn

Ces résultats étaient-ils prévisibles ?
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