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Très jeune, Giuseppe Peano (1858-1932) a compris 
l’importance de la nouvelle approche des mathématiques 
que permettait la théorie des ensembles à peine naissante. 
Déchiffrant l’ouvrage plutôt obscur d’Hermann Grassmann, 
dans lequel sont introduits les espaces vectoriels, il bâtit 
une axiomatique claire encore utilisée de nos jours. 
Il introduit les applications linéaires et montre 
que cette théorie ne se limite pas à la dimension finie 
en donnant l’exemple des polynômes.

	■ Un peu d’histoire

À tout nombre réel a, on peut faire correspondre une application toute simple, celle 
qui à un réel x fait correspondre ax soit la multiplication d’un nombre par un scalaire. 
Tout segment est alors transformé en un segment dont la longueur est multipliée 
par a. La variable x est au premier degré, elle n’est pas affectée d’une puissance.
Les applications linéaires en sont la généralisation aux dimensions supérieures ; 
l’expression des images est une expression de degré un des coordonnées et elles 
conservent l’origine. 
Le maniement de ce type d’applications s’est particulièrement développé au XVIIIe siècle 
en particulier pour résoudre des systèmes linéaires, avec Gabriel Cramer, Étienne 
Bézout, Alexandre Vandermonde mais leur introduction formelle est l’œuvre de Peano.

Chapitre 1
Compléments 

d’algèbre linéaire
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∀n ∈ N
∗, ∀ (λ1, . . . , λn) ∈ K

n, ∀(i1, . . . , in) ∈ N
n,

n∑
k=1

λkxik = 0 =⇒ ∀k ∈ �1, n� , λk = 0.
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���� ���� ���� ������ n� �� ������� (x0, x1, . . . , xn) ��� ������

������� � 
���� ������� �� �����!��� ��� ���� �� K[X ]  ������ � �� ���� ��� ������


�������� � �	 �	���� (xi)i∈N � ������ � E �� �� �	���� ��������	�� � E �� ���� �����
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��� (xi)i∈N ��� ��� ������� � � ������ �� E �

���� Vect(xi)i∈N = E�
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	■ et plus si affinités
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����������� ��� � ���$ (ei)i∈N %�� ������� �� &��$�%"# �� E	 ��#  "� �#�$���# #%�&��$�# #��$
)!%�&����$�# �

��� (ei)i∈N �#$ %�� ��#� �� E 

���� $�%$ &��$�%" �� E #�)�"�$ �� ����("� %��!%� ����� ��������#�� ���)��"� ��# &��$�%"# ei	

�������� � (Xn)n∈N �#$ %�� ��#� �� K[X ] �  ��)� ���� ���	��
�� �� K[X ]	
� �� ������� (ei)i∈�1,n�� �+ ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ��� 1 #� $"�%&��$ �� i����  �#�$���� ��"�� %��
��#� �� Kn �  ��)� ��#� ������!%� �� Kn	
� ��%$� ������� (Pk)k∈N ��  ��'�*��# &)"����$�  �%" $�%$ k� deg(Pk) = k� �#$ %�� ��#� �� K[X ]	

� ����	 ��� ����	 �
 �	 �����	����	� �	����
	��

���$ E %� �# ��� &��$�"��� #%" K	


�������� � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �������

�	��� ��� ���������
�� ��
������ Fi� �������	�� ��� ��
����� ���
����� f1+f2+ · · ·+fm �� ����

���� i ∈ �1,m�� fi ��� �� ��
���� �� Fi� �� �� ���� F1 + F2 + · · ·+ Fm �

F1 + · · ·+ Fm =
{
f1 + · · ·+ fm | (f1, · · · , fm) ∈ F1 × · · · × Fm

}
.

	��������� � �� #���� ��%� ����"� ��� �� #�%#��# ���# &��$�"���# �� E �#$ %� #�%#��# ���
&��$�"��� �� E  �� ���$ ��  �%$ ���$"�" !%�%� $�� ��#����� �#$ ��� &��� �$ #$����  �" ��������#��
���)��"�	


�������� � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �� ���

�� ����� F1 + · · · + Fm ��� ������ � ���� ���� ��
���� x ∈ F1 + · · · + Fm� � ����� �� �����

m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� � x = f1 + · · ·+ fm� �� ���� ����� �

F1 + · · ·+ Fn = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

����������� ��� � ���$ m %� ��$��" ��� �%� �$ F1, . . . , Fm ��# #�%#��# ���# &��$�"���# �� E	 ��#
 "� �#�$���# #%�&��$�# #��$ )!%�&����$�# �

��� �� #���� F1 + · · ·+ Fn �#$ ��"��$� 

���� ��# �' �$�(#�# f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm �$ f1 + f2 + · · ·+ fm = 0 �� ��!%��$

f1 = f2 = · · · = fm = 0.

	��������� � �%�#!%� F1 + · · · + Fm �#$ %� #�%#��# ��� &��$�"��� �� E� �� ���$���$ �� &��$�%"
�%�  ���%����  �%$ ���� #�)�"�"� #�%# �� ��"�� 0 = f1 + · · · + fm �+  �%" $�%$ i ∈ �1,m� , fi ∈ Fi	
���!%� Fi )$��$ %� #�%#��# ��� &��$�"��� �� E� �� ���$���$ )�������$ �� &��$�%" �%�  �� !%� �����
%�� ��%&���� �)��� �#�$��� �% &��$�%" �%� � 0 = 0 + · · · 0	 ���# �%$"� �' �$�(#� #%" �� #����
F1 + · · · + Fm� �� #�  �%$ !%� �� &��$�%" �%�  �##(��  �%#��%"# �)��� �#�$���#	 ��  "� �#�$��� 
	�
��"�� !%� �� #���� F1 + · · · + Fn �#$ ��"��$� #� �$ #�%�����$ �� &��$�%" �%� ����$ %�� %��!%�
�)��� �#�$��� ����)�  �" 0 = 0 + · · ·+ 0	

�� � ���	��
� �

� ���
��
���
	 �	 
��� �������


�������� � ���� m �� 
���
� ��� �� 
� F1, . . . , Fm 	
� �����
����
� �
�����
� 	
 E� �� 	�� ��


E 
�� 
��� ������� 	
 F1, . . . , Fm �����
 �

E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

	���������� � 	������ E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm� � ����� �� F1, . . . , Fm ��� �������

�� %��� # E�

� ��� �� �� �& m = 2� ���� ��� E ��� ����� ������� �� F1 �� F2 ��� %��� ���� # ���� ��� F1 ��

F2 ���� �������	����� ��� E�

��� �%������ ��%�%������ �� �%���� ��� ����%�������� ��� �����

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� �����������  ��������� �� E� 	��

������%�%� ��� ���� ���� %��� ������ �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� ���� ����  ������ x ∈ E� �� �!���� �� ������ m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� �

x = f1 + · · ·+ fm �

����� E = F1+F2+ · · ·+Fm �� ��� �"����$��� f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm� f1+f2+ . . .+fm = 0
���������� f1 = f2 = . . . = fm = 0�

� ��� ������� � �	� ���
��
���
	 �	 
��� �������


� ������� ��� E ��� �� K������  �������� �� ��������� �����

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� �����������  ��������� �� E� 	��

������%�%� ��� ���� ���� %��� ������ �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� � �����%����� ����� ��� �� F1� ����� ��� �� F2� ��� � ����� ��� �� Fm ��� ��� ��� �� E�

��� �� ��� ��  �

dim(E) = dim
(
F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm

)
=

m∑
i=1

dim(Fi)

.

������� � �� �!������ � �����%����� �� � ������ (e1, . . . , er) �� �� � ������ (f1, . . . , fp)
��� � ������ (e1 . . . , er, f1, . . . , fp)�


�������� � �� ���

 ��� ������� � �� ���
��
���
	 �	 
��� ������� E =
m⊕
i=1

Fi ����


���
 ���
��
 ����
 ������������� 	
 ���
� 	
 �����
 �����
����
 �
�����
 Fi�

���������� ����	���� �
��
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Tr(AB) = Tr(BA)
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��������� 
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���!������ 	� ����� �� ����� ����� ���� �� E ������������ ��� ���� �� ������ �� �� ����� �� �������

��������� g�

� ����
�� ������
���� ���
������
���

◆ ���������� ����� �������

��������� 
 
��� p �� n ���� ������� �������� ��� ���� �� ���� A = (aij) ∈ Mn,p(K) ��� �������

	� ������� 
���	��	�� �� �� ������ A� �� ������ �� Mp,n(K)� ����� AT� ������ ��� �

∀(i, j) ∈ �1, p� × �1, n� ,
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AT

)
ij
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3 4
5 6
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Å
1 3 5
2 4 6

ã
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Mn,p(K) −→ Mp,n(K)
A �−→ AT
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����������� ���� � 	��� p �� n ���� ������� �������� ��� �����

��� ���� ������ ������� A �� B �� Mn,p(K) �� ���� λ ∈ K �

(A+ λB)T = AT + λBT
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(AB)T = BTAT

����� ���� ����� ������ �� A �� Mn(K)� �� � �

A ���������� ⇐⇒ AT ����������.
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AT
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)T
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