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� ��	��� ����
���� ���	�����

	������ � ���� E � F ��� ��	�� �������� ��� K� �� 	���� ������� �� ��	�� E � F �

�����
� �� ������ (x, y) �� x �� �� ����� � E � y �� ����� F � �� � ��� E × F �

E × F =
{
(x, y) | x ∈ E, y ∈ F

}
.


�������� ��� � ���� E �� F ��� ������� ���������� ��� K�

� 	� ������� E × F ��� �� K������� ����������

� �� E �� F ���� �� ��������� ����� ����� E × F ��� �� ��������� ���� �� �� � �

dim
(
E × F

)
= dim(E) + dim(F )

����������� � 	��������� �� �� ��� � ����� ���� �������� ��� ��� ���� �� E �� �� F �

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) �� λ(x1, y1) = (λx1, λy1).

�� (e1, . . . , en) ��� ��� ��� �� E �� �� (f1, . . . , fp) ��� ��� ��� �� F � ����� �� �������

(
(e1, 0), . . . , (en, 0), (0, f1), . . . , (0, fp)

)

��� ��� ��� �� E × F �
� 	� �"������� ��"�"����� �� �"�"������ � �� ��� ������� �� �"���� �� ������� ���� ����� ���

��������� �����������

	������ � ���� n � 2 �� ���� � ���� E1, . . . , En �� ��	�� �������� ��� K� �� 	����

������� �� ��	�� Ei� �����
� �� n������ (x1, . . . , xn) �� ���� ���� i ∈ �1, n�� xi �� ��

����� � Ei � �� � ��� E1 × · · · × En�


�������� ��� � ���� n � 2 �� ������ �� ���� E1, . . . , En ��� ������� ���������� ��� K�

� 	� ������� E1 × · · · × En ��� �� K������� ����������

� �� ���� ���� i ∈ �1, n�� Ei ��� �� ��������� ����� ����� E1 × · · · × En ��� �� ��������� ���� ��

�� � �

dim
(
E1 × · · · × En

)
=

n∑
i=1

dim(Ei).
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����������� �������� ��� ��� ���� �� E1, . . . , En�

� �� ��������� ����� ! ������ ����� ��� �� ������ ������ Ei� �� ��������� ����� ��"�"��������

��� ��� �� E1 × · · · × En�
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���" E #� �!���� $��"� ��� !# K�

	������ � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �������

�	��� ��� ���������
�� ��
������ Fi� �������	�� ��� ��
����� ���
����� f1+f2+ · · ·+fm �� ����

���� i ∈ �1,m�� fi ��� �� ��
���� �� Fi� �� �� ���� F1 + F2 + · · ·+ Fm �

F1 + · · ·+ Fm =
{
f1 + · · ·+ fm | (f1, · · · , fm) ∈ F1 × · · · × Fm

}
.

���������� � �� !���� ��#� ���� � ��� �� !�#!��!����! $��"� ���! �� E �!" #� !�#!��!����

$��"� ��� �� E � �� ���" �� ��#" ���" � �#�#� "�� ��!����� �!" ��� $��� �" !"���� �� ��������!��

���(�� ��

	������ � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �� ���

�� ����� F1 + · · · + Fm ��� ������ � ���� ���� ��
���� x ∈ F1 + · · · + Fm� � ����� �� �����

m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� � x = f1 + · · ·+ fm� �� ���� ����� �

F1 + · · ·+ Fn = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.


�������� ��� � ���" m #� ��"�� ��� �#� �" F1, . . . , Fm ��! !�#!��!����! $��"� ���! �� E� ��!

� ���!�"���! !#�$��"�! !��" (�#�$����"�! 


��� �� !���� F1 + · · ·+ Fn �!" �� ��"� �

���� ��! �%��"�'!�! f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm �" f1 + f2 + · · ·+ fm = 0 ������#��"

f1 = f2 = · · · = fm = 0.

���������� � �#�!�#� F1 + · · · + Fm �!" #� !�#!��!���� $��"� ��� �� E� �� ���"���" �� $��"�# 

�#� � ���#���� ��#" ���� !�(� � � !�#! �� �� �� 0 = f1 + · · · + fm �) ��# "�#" i ∈ �1,m� , fi ∈ Fi�

����#� Fi ("��" #� !�#!��!���� $��"� ��� �� E� �� ���"���" (�������" �� $��"�# �#� � �� �#� �����

#�� ��#$���� �(�����!�"��� �# $��"�# �#� 
 0 = 0 + · · · 0� ���! �#" � �%��"�'!� !# �� !����

F1 + · · · + Fm� �� !� ��#" �#� �� $��"�# �#� ��!!'�� ��#!��# ! �(�����!�"���!� �� � ���!�"��� ��	

�� �� �#� �� !���� F1 + · · · + Fn �!" �� ��"� !� �" !�#�����" �� $��"�# �#� ����" #�� #���#�

�(�����!�"��� ����(� �� 0 = 0 + · · ·+ 0�

� ������������ 
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	������ � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �� ���

E ��� �	��� ������ �� F1, . . . , Fm ������� �

E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

����������� � �� !�#� E �!" !���� �� ��"� �� F1, . . . , Fm� �� !���� �� F1, . . . , Fm �!" �� ��"�

�" (���� & E�

� ��! �� ��! �) m = 2� �� � �#� E �!" !���� �� ��"� �� F1 �" F2 �!" (�#�$����" & �� � �#� F1 �"

F2 !��" ��

���������� ���! E�

�!  (!#�"�"! � (�(���"!� �� �(�#�" ��! �� ��"( �!�"���! !#�$��"�!�

�� � ���	��
� �

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ����������� ���������� �� E� 	��

������#�#� �������� ���� #���������� �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� ���� ���� ������� x ∈ E� �� � ���� �� ������ m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� �

x = f1 + · · ·+ fm �

����� E = F1+F2+ · · ·+Fm �� ��� �!����"��� f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm� f1+f2+ . . .+fm = 0
���������� f1 = f2 = . . . = fm = 0�

� ���� ������ � ��� ������������ �� ����� ������


� ������� ��� E ��� �� K������ ��������� �� ��������� �����

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ����������� ���������� �� E� 	��

������#�#� �������� ���� #���������� �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� � �����#����� ����� ��� �� F1� ����� ��� �� F2� ��� � ����� ��� �� Fm ��� ��� ��� �� E�

��� �� ��� ��  �

dim(E) = dim
(
F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm

)
=

m∑
i=1

dim(Fi)

.

�������� 	 �� � ������ � �����#����� �� � ������ (e1, . . . , er) �� �� � ������ (f1, . . . , fp)
��� � ������ (e1 . . . , er, f1, . . . , fp)�


�������� 	 � ������� ���� ������� � �� ����	�������
 �
 ��		� ������ E =
m⊕
i=1

Fi �����

���� ������ ����� ��������
� �� ����� �� �	���� ����������� ������
�� Fi�

� ��������������� �� ��������������� �� �������� ����� ������ � �
	�

������� ��� � ���� F �� G ��� ����������� ���������� ���� K������ ��������� E �� ���������

����� 	�� ������������ �������� ���� #���������� �

��� F �� G ���� �����#�������� ��� E �

���� E = F +G �� dim(E) = dim(F ) + dim(G) �

����� F ∩G =
{
0E

}
�� dim(E) = dim(F ) + dim(G) �

���� � �����#����� ����� ��� F �� ����� ��� �� G ��� ��� ��� �� E�

� ��������� ��� ������ ��������� � �������� ����


� ������� ��� E ��� �� K������ ��������� �� ��������� ����� dim(E) � 2�


�������� 	 � ������� �������
 �� E ���� ����������� ������
�� �� E �������� �� ���
��

����� ����������
���
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���" E #� �!���� $��"� ��� !# K�

	������ � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �������

�	��� ��� ���������
�� ��
������ Fi� �������	�� ��� ��
����� ���
����� f1+f2+ · · ·+fm �� ����

���� i ∈ �1,m�� fi ��� �� ��
���� �� Fi� �� �� ���� F1 + F2 + · · ·+ Fm �

F1 + · · ·+ Fm =
{
f1 + · · ·+ fm | (f1, · · · , fm) ∈ F1 × · · · × Fm

}
.

���������� � �� !���� ��#� ���� � ��� �� !�#!��!����! $��"� ���! �� E �!" #� !�#!��!����

$��"� ��� �� E � �� ���" �� ��#" ���" � �#�#� "�� ��!����� �!" ��� $��� �" !"���� �� ��������!��

���(�� ��

	������ � ��� m �� ����� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
������ �� E� �� �� ���

�� ����� F1 + · · · + Fm ��� ������ � ���� ���� ��
���� x ∈ F1 + · · · + Fm� � ����� �� �����

m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� � x = f1 + · · ·+ fm� �� ���� ����� �

F1 + · · ·+ Fn = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.


�������� ��� � ���" m #� ��"�� ��� �#� �" F1, . . . , Fm ��! !�#!��!����! $��"� ���! �� E� ��!

� ���!�"���! !#�$��"�! !��" (�#�$����"�! 


��� �� !���� F1 + · · ·+ Fn �!" �� ��"� �

���� ��! �%��"�'!�! f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm �" f1 + f2 + · · ·+ fm = 0 ������#��"

f1 = f2 = · · · = fm = 0.

���������� � �#�!�#� F1 + · · · + Fm �!" #� !�#!��!���� $��"� ��� �� E� �� ���"���" �� $��"�# 

�#� � ���#���� ��#" ���� !�(� � � !�#! �� �� �� 0 = f1 + · · · + fm �) ��# "�#" i ∈ �1,m� , fi ∈ Fi�

����#� Fi ("��" #� !�#!��!���� $��"� ��� �� E� �� ���"���" (�������" �� $��"�# �#� � �� �#� �����

#�� ��#$���� �(�����!�"��� �# $��"�# �#� 
 0 = 0 + · · · 0� ���! �#" � �%��"�'!� !# �� !����

F1 + · · · + Fm� �� !� ��#" �#� �� $��"�# �#� ��!!'�� ��#!��# ! �(�����!�"���!� �� � ���!�"��� ��	

�� �� �#� �� !���� F1 + · · · + Fn �!" �� ��"� !� �" !�#�����" �� $��"�# �#� ����" #�� #���#�

�(�����!�"��� ����(� �� 0 = 0 + · · ·+ 0�
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�� ��
������ �� E� �� �� ���

E ��� �	��� ������ �� F1, . . . , Fm ������� �

E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

����������� � �� !�#� E �!" !���� �� ��"� �� F1, . . . , Fm� �� !���� �� F1, . . . , Fm �!" �� ��"�

�" (���� & E�
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F2 !��" ��
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x = f1 + · · ·+ fm �

����� E = F1+F2+ · · ·+Fm �� ��� �!����"��� f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm� f1+f2+ . . .+fm = 0
���������� f1 = f2 = . . . = fm = 0�
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.
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�	�� � ����� ���� ����� ��� �� ����� ����

	���� ��� � �������� ��� F =

⎧
⎨
⎩

Ñ
α 0 0
0 a b
0 c d

é
, (α, a, b, c, d) ∈ R

5

⎫
⎬
⎭ ��� �� R�����
� ��
�������


� �������� ��� F ⊂ M3(R) �� �

F = Vect(E11, E22, E23, E32, E33).


� �� �"���� ��� F ��� �� ����������� ��������� �� M3(R) � ����� �� ����������� �� R�������

����������

� ������� ������
���� �� �������
� H ��� ���
�� ��������� E

� 
����� ��� � � 
� �"���� ��� ������������ ! ��� ���� ��������� H ��� �"���

��� ��� ����� "������� �� � �� a1x1 + · · · anxn = 0� ���� (a1, . . . , an) �= 0�

� 
� ������� �� ��������� �� H �� �� ������ ��� dim(H) = dim(E)− 1�

���� �� 
�	�� � ����� ��� �� ����� �����

	���� ��� � �� ���� u = (1, 2, 3)� v = (4, 5, 6) �� w = (5, 7, 9)� �������� ��� F = Vect(u, v, w)
��� �� �������� �� R3�


� �������� ��� u + v = w �� ��� ����"����� F = Vect(u, v)� ������� ����� ��� �������� u �� v
�� ���� ��� ��������������� ���� �� ������� (u, v) ��� ����� ����������� �������� F � ����� ��� ���

�� F �� dim(F ) = 2� 	�������� F ��� �� � ������� �� R3�

��
	�
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� ������ ������ ����� 	��
��� B ��� �� ���� �� K������� ������
�� E

� ������ ��� � � �� %$���#� �� �*���$��� 	 �� ���$"� !%� B �#$ ���"� �$ �*�*"��
$"��� ���# E�

� �� dim(E) = n �$ #� B �#$ �� ��"����� n� �� #%�$ �� ���$"�" !%� B �#$ ���"� �"�# ���
$�&����$ �*�*"�$"�����

� ��  �%$ ���$"�" !%� B �#$ %�� ��#� ��� $*� ( %�� �*��� �#�$��� �� #���� ��"��$�
�� E�

� ��  �%$ �%##� ���$"�" !%� B �#$ ������� ��%�� ��#� ��%� �# ��� &��$�"��� F  �" %�
�#���" ��#�� �� F ���# E�

���� �� 
�	�� � �������� ���� �������� ���� �������� ���� �$ �������� ���	�


������ ��� � ��� E �
 �����
����
 �
����
� 	
 Mn(R) �������� 	
� �����
� 	������
��

�� ���
���
� �� 	�
���� 	
 E�

�� ��� A = diag(1, 2, . . . , n)� �����
� ��
 �� �����
 (In, A,A
2, . . . , An−1) 
�� ��
 ���
 	
 E�

�� �� � E =
{
diag(a1, . . . , an) | (a1, . . . an) ∈ Rn

}
= Vect(E11, . . . , Enn)�

� ������� (Eii)i∈�1,n� �#$ %�� ������� �*�*"�$"��� �� E� ���� �#$ ���"� ��" ���#$ %�� #�%#�������� ��
�� ��#� ������!%� �� Mn(R)� ���#� ��$$� ������� �#$ %�� ��#� �� E� ���� �#$ �� ��"����� n ����
dim(E) = n�

�� ���$ i ∈ �1, n�� �� � 	
Ai = diag(1, 2i, . . . , ni) ∈ E.

�%�#!%� �� ������� (In, A,A
2, . . . , An−1) �#$ �� ��"����� n� �� #%�$ �� �%#$���" !%����� �#$ ���"�  �%"

*$����" !%����� ��"�� %�� ��#� �� E� ���$ λ0, . . . , λn−1 ��# "*��# $��# !%� 	

λ0In + λ1A+ · · ·+ λn−1A
n−1 = 0. �∗�

�� �� �*�%�$ ���"# !%�  �%" $�%$ k ∈ �1, n� 	

λ0 + λ1k + · · ·+ λn−1k
n−1 = 0.

��  �#� P = λ0 + λ1X + · · · + λn−1X
n−1� P �#$ %�  ��'�+�� �� Rn−1[X ] &*"����$ ��� ")# ��

"���$���  "*�*���$� 	
∀k ∈ �1, n� , P (k) = 0.

�  ��'�+�� P  �##)�� ���"# n "�����# ��#$���$�# 
 *$��$ �� ���"* ���*"��%" �% *��� ( n− 1� �� �#$
�%�� ��%# ��# λi #��$ ���� �%�# �$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ ���"��

� ���������$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ %�� ��#� �� E�

�� �� �����	�� �

�

��
�
�
�
�
�
�

� ������� ������� �	� E = F ⊕ G

� ������ ��� � � 
� ������� ��  ������ x ���������� �� E �� �� ������ �����

��$���� �� ����#�� ������ ���� �� ����� x = f + g � �� (f, g) ∈ F ×G� ���� ����� �� ����

����$��� ��� 	�	�������������

◆ ��	���� � 
� ������� ����� ��� ������ �!���� �� �� ������� " �!������ f �� g
���������� �� �������� �� x�

◆ ������� � 
�  $���� ��� ���  ������� f �� g ���� $� ��$�$������� ��� ������� �

������"����� ��� (f, g) ∈ F ×G �� f + g = x�

� 
� ���� ����� ������� ��� �� ������$������ ����� ���� �� F �� ����� ���� �� G ���

��� ���� �� E�

� �� E ��� �� ��������� ����� �� ���� �������� �� �������� ��	� ���� �� ������� ��� ����

�� �������� �� ������� ��� F ∩G =
{
0E

}
���� ��� dim(E) = dim(F ) + dim(G)�

���� �� 
�	�� � �������� ����� �������� ����� �������� ���� �� �������� �����


������ ��� � ���� E �� K����	
� ��
������� u �� ������������ �� E �����	�� u + u3 = 0�
������� ��� ker(u) �� ker(u2 + idE) ���� ����������	���� �	�� E�

���� x ∈ E�

� ��	���� � 
� ������� ����� �!���� ���!  ������� y �� z  $������ �

��� x = y + z �

���� y ∈ ker(u)� ������"����� u(y) = 0 �

����� z ∈ ker(u2 + idE)� ������"����� u2(z) + z = 0.

	� ���$����$ �� u �������� ��� u2(x) = u2(y) + u2(z)� 
� u(y) = 0 �� ���� u2(y) = 0� �������
u2(z) = −z� ��  ���� �

z = −u2(x) �� y = x− z = x+ u2(x).

� ������� � ������ y = x+ u2(x) �� z = −u2(x)�

���
� � ���� y + z = x�

���� ������� u+ u3 = 0� ����� u(y) = 0 �� y ∈ ker(u)�

�����
� � � (u2 + idE)(z) = −(u4 + u2)(x) = −u
(
u3(x) + u(x)

)
= 0 ��� u3 + u = 0 � �����

z ∈ ker(u2 + idE)�

���  ������ �� E ��$���� �� ����#�� ������ ����� ����� ����  ������ �� ker(u) �� ����  ������

�� ker(u2 + idE) � E = ker(u)⊕ ker(u2 + idE)�
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