


Groupes et anneaux

Mattriser le cours

Exercice 1 - Le vrai/faux du début

1. L'ensemble des entiers relatifs pairs est un sous-groupe de (Z, +). O Vrai O Faux

2. L’ensemble des entiers relatifs impairs est un sous-groupe de (Z,+). [ Vrai [ Faux

3. L'ensemble des multiples de 7 est un sous-groupe de (Z, +). O Vrai O Faux
Exercice 2 -

Soit (G, *) un groupe et I un ensemble non vide. Montrer que I'intersection d’'une famille (H;);c; de
sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

Exercice 3 -

Soit 1 € N* et & = e2™'" Montrer que ¢ est d’ordre fini dans (C*, x). Quel est le sous-groupe engendré
par &?

Exercice 4 -

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Lagrange dans le cas d'un groupe commutatif :
soit (G, *) un groupe commutatif fini et x un élément de G. Alors x est d’ordre fini et 'ordre de x
divise le cardinal de G.

Fixons x un élément de G.
1. Soit f : G — G Tapplication définie par :
VgeG, flg)=gx*x

Montrer que f est bijective.

2. Soit n le cardinal de G et qy, ..., a,, les éléments de G. Considérons '’élément P de G défini par :
n
P=]la
i=1

Montrer que :
P=Px(x"

3. En déduire la preuve du théoréme de Lagrange.



Exercice 5 -
Soit ¢ : (A, +4,4) — (B, +p,5) un morphisme d’anneaux commutatifs. Montrer que le noyau de ¢
est un idéal de (A, +4, -4).

Maitriser les méthodes fondamentales

Exercice 6 -
Soit p, g deux nombres premiers et x, y deux éléments d’'ordres p et g d'un groupe abélien (G, *).
Montrer que x * y est d’ordre pgq.

Exercice 7 -

Soit (G, *) un groupe et e son élément neutre.
1. Soit x € G tel que x'° = e et x*' = e. Que peut-on dire de x?
2. Soit y € G tel que y® = e et y?> = e. Que peut-on dire de y??

Exercice 8 -
Soit (I, +, -) un corps. Montrer que les seuls idéaux de ce corps sont {0y} et K.

Exercice 9 -

Posons Z[\/2] = {a + b\/2, (a, b) € Z%}-
1. Montrer que (Z[\/E], +, ) est un anneau (pour les lois usuelles définies sur R).
2. Soit N : Z[\/E] — R l'application définie par :

Y(a,b) € 7%, N(a + b\/2) = a® — 2b?

Montrer que N est bien une application.
3. Montrer que pour tout (x, y) € Z[\/E]z, N(xy) = Nx)N().
4. En déduire les éléments inversibles de Z[\/E].

Exercice 10 -

Soit (A, +, -) un anneau commutatif.

On note 0 son élément neutre pour + et 1 son élément unité pour .

On dit qu’un élément x de A est nilpotent si il existe un entier naturel non nul » tel que x" = 0.
On note Nil(A) I'ensemble des éléments nilpotents de A. Montrer que Nil(A) est un idéal de (A, +, -).

Pour aller plus loin

Exercice 11 -
Soit (G, *) un groupe fini de cardinal impair et e son élément neutre.

1. Montrer que f : G — G définie par f(g) = g est une bijection.

2. En déduire que I’équation g2 = e, d'inconnue g € G, admet une unique solution (a savoir e).



Exercice 12 -

Soit (A, +,:) un anneau de Boole, c’est-a-dire un anneau vérifiant la propriété suivante : pour tout
2
X€eEA x°=x.

1. Montrer que, pour tout x € A, —x = x.

2. Montrer que A est commutatif.

Exercice 13 - Le vrai/faux de la fin

Soit n = 1.
1. 5 génere (Z/17Z, +). O Vrai [ Faux
2. 5 géneére (Z/15Z, +). [0 Vrai 0 Faux
3. (Z/8Z,+) contient 4 générateurs. O Vrai O Faux

Solution des exercices

Exercice 1 -
1. L'ensemble des entiers relatifs pairs est un sous-groupe de (Z, +). X Vrai O Faux
2. L’ensemble des entiers relatifs impairs est un sous-groupe de (Z,+). [ Vrai X Faux
3. L'ensemble des multiples de 7 est un sous-groupe de (Z, +). X Vrai O Faux

& Cours

On note pour tout entier 7 € N :
nZ = {nk, k € 7}

Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les ensembles nZ ou n € N.

Exercice 2 -
Vérifions les différents points de la caractérisation. Posons :
iel
* Pour tout i € I, H; est inclus dans G donc H aussi.

* On note e I'élément neutre de G. Pour tout i € I, e € H; car H; est un sous-groupe de G donc
e appartient a H.
* Soit x,y € H. Pour tout i € I, x et y appartiennent & H; qui est un sous-groupe de G donc
x * y~' € H,. Ainsi,
xxyle(H; =H

iel

On en déduit que H est un sous-groupe de (G, *).
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.&' A retenir

Soit (G, *) un groupe et e son élément neutre.
H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si :

e HcaG.
e ce H.
e Vx,yeH, x*y 'eH.

Exercice 3 -

On reconnait une racine n-iéme de 'unité donc ¢” = 1. De plus, pour tout k € {1,...,n — 1},

27 km (n-n
0< —=<2—=<2——— <27
n n n

donc :
(fk — eZikn/n +1

On en déduit ¢ est d’ordre fini égal a n.

& Cours

Un élément a d’'un groupe (G, *) est d’ordre fini si il existe un entier k € N* tel que a® soit égal
au neutre de G. L'ordre de a est alors le plus petit entier k vérifiant cette propriété.

Déterminons maintenant le sous-groupe engendré par . On a :
<@>=k ke =" 0<k<sn-1=U,

= Cours
Soit A une partie d’'un groupe (G, *).

* L'’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A est un sous-groupe de G. Cest
le plus petit (au sens de I'inclusion) contenant A. On 'appelle sous-groupe engendré par A
et on le note < A >.

e SiA = {x},oux € G, alors:
<{xl>={xk kezy

Exercice 4 -

1. Montrons que f est injective. Soit (g, g') € G? tel que f(g) = f(g). alors g * x = g’ * x. On
en déduit que :

1 1

(@*x)xx ' =(g *x)xx

S

G
donc :
gx(xxx =g *(x*xx™"

Or x * x! = e ('élément neutre de G) donc g = g’. Ainsi, f est injective.



G est fini donc f : G — G est injective

Or G est un ensemble fini donc f : G — G est bijective. si et seulement si elle est surjective si
et seulement si elle est bijective

2. On sait que f est une bijection donc f(G) = G donc {a, ..., a,} = {a; * x, ...,a, * x}. Or P
est le produit de tous les éléments de G (ce terme a un sens car * est commutative) donc :

P =]](a; * x)
i=1

Par commutativité de *, on en déduit que :

P=(l£[6li)(n x):P*(x")
i=1 i=1

12
3. D’apres la question précédente, on a :
PlxP=Plx(P*(x")

Or * est associative et P~} * P = e donc x” = e. On en déduit que x est d’ordre fini et que
celui-ci est un diviseur de 7, qui est le cardinal de G.

.&' A retenir

Soit a un élément d’ordre fini d d'un groupe (G, *) (dont on note e ’élément neutre). Alors pour

tout entier relatif k,

af = e = d|k

Exercice 5 -

& Cours

On appelle morphisme d’'un anneau (A, +,4, -4) dans un anneau (B, +, -5) toute application
¢ : A — B vérifiant les propriétés suivantes :

* Pour tout (x,y) € A%, p(x +, ¥) = @(x) +5 ().
e Pour tout (x,y) € A%, @(x 4 ¥) = @(x) -5 ).

* p(1y) =1 (o 1, et 1 sont les unités des deux anneaux).

L’application ¢ est un morphisme d’anneaux donc en particulier un morphisme de groupes. Ainsi,
(Ker(¢), +,) est un sous-groupe de (A, +,).
Soit a € A et x € Ker(¢). Alors :
pla-,x)=¢a) pex)=¢la)p0p =0z
donc a -, x € Ker(¢).

Ainsi, le noyau de ¢ est un idéal de (4, +, -).
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& Cours
Soit (A, +, -) un anneau commutatif et I une partie de A. On dit que I est un idéal de (A, +, ) si :
® (I,+) est un sous-groupe de (4, +).

® Pourtouta € Aettoutxel,a-xel.

Exercice 6 -

Notons e I’élément neutre de (G, *). Par commutativité de *, on a :
(x * )P4 = (xP)T x (y1)P = (e9) x (eP) = e

donc x * y est d’ordre fini et son ordre divise pq. Soit r € N* tel que (x * ¥)" = e. On a donc
(x") * (y") = e et en multipliant par y~', r fois a droite, on a :

xr — (y—l)l’
puis :

xPT = (y—l)pr
Or x” = e donc xP" = e ce qui implique que (y )" = e. On en déduit que y”" = e donc g divise pr
par propriété de l'ordre d’'un élément. N
Or p et g sont premiers entre eux donc g divise .

De méme, on prouve que p divise r. Or p et g sont premiers entre eux donc pq divise r.

On en déduit que pq est l'ordre de xy.

Exercice 7 -

1. Par hypothése x est d’ordre fini et en notant 7 son ordre, on sait que n divise 10 et n divise
21. Or le PGCD de 10 et 21 est 1. On en déduit que 7 divise 1 donc n = 1. Ainsi, x' = e donc
X =e.

2. Par hypotheése y est d’ordre fini et en notant m son ordre, on sait que m divise 6 et 22. Or le
PGCD de 6 et 22 vaut 2. On en déduit que m divise 2 donc m = 1 ou m = 2.
e Sim = 1lalorsy = e doncy? = e.
e Sim =2alors y* = e.

Ainsi, dans tous les cas, y? = e.

Exercice 8 -
Soit I un idéal de (K, +, -). Si I est différent de {0y}, il contient au moins un élément y non nul de K.
Par définition d’un corps, on sait que y est inversible et y ' € K. Par définition d’un idéal, en notant
1 I’élément unité du corps, on en déduit que 1 = y_1 -y € I. De nouveau par définition d’'un idéal, on
a:

VxeK,x=x-1¢€l

Ainsi, I = K.



Exercice 9 -

1. Il suffit de montrer que c’est un sous anneau de (R, +, -).

e Z[\V2] cR.
* Soit x,y € Z[\/E]. Il existe des entiers relatifs a, b, ¢ et d tels que :

x=a+b\/§ et y=c+d\/5
Par simple calcul, on a :
x—y=(a—c)+(b—d)\/5 et xy=ac+2bd+(bc+ad)\/§

Ora—c,b—d,ac+2bd et bc+ad sont des entiers relatifs donc x —y et xy appartiennent

a Z[V2l.

e Onal=1+0y2et(1,0) € Z%donc1 € Z[\/2].
Ainsi, Z[\/E] est un sous-anneau de (R, +, -).

& Cours

Soit (A, +,) un anneau (et 1, son élément unité) et B une partie de A. Alors B est un
sous-anneau de A si et seulement si :

V(x,y)€B>, x—y€eBetx-y€eB
1, €B

2. Soit a, b, ¢ et d des entiers relatifs. Supposons que :

a+b\/5:c+d\/§

On en déduit que :
a—c=(d- b)\/i

Sachant que \/E est irrationnel, et que a — ¢ et d — b sont des entiers relatifs,ona d = b et
a = c. Finalement :

N(a+ bv?2) = N(c +dV2)

L’application N est donc bien définie.

.&' A retenir
Soit E et F deux ensembles. Une application f : E — F est bien définie si :

VxeE AyeF, fx)=y

3. Soit x,y € Z[\/E]. 11 existe des entiers relatifs a, b, ¢ et d tels que :

x=a+b\/§ et y=c+d\/§

On a déja montré que :
Xy = ac +2bd + (bc + ad)\/é
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donc :

N(xy) = (ac + 2bd)* - 2(bc + ad)?
= a®c® + dachd + 4b?d? - 2b*c? — Abcad - 2a*d?
= a?c?® + 4b?d? - 2b%c? - 2a2d?

Orona:

(@ - 2b%(c? - 2d%

a’c? - 2a?d?* - 2b%c? + 4b*d?

N(x)N(y)

ce qui donne I’égalité souhaitée.

4. Raisonnons par analyse-synthese.

Analyse. Soit x € Z[\/E] inversible. Alors il existe y € Z[\/E] tel que xy = 1. D’apres la
question précédente, on a donc :

NxXNy)=N@1) =1
Or N est a valeurs dans Z done N (x) = +1.

Synthése. Réciproquement, soit x € Z[\/E] tel que N (x) = +1. Il existe (a, b) € Z? tel que :

x=a+b\/5

et par hypothese, a®> — 2b®> = +1 donc x # 0 (si x est nul, @ = b = 0 car \/2 est irrationnel).
On a alors :

r__ 1 —a_b\/EZi(d—b\/E)EZ[\/E]

X ag+by2 a*-2b?
Ainsi, x est inversible dans Z[\/E].

Les éléments inversibles de Z[\/E] sont donc les éléments de la forme a + b\/z ot (a, b) € 72
et a® - 2b* = +1.

Exercice 10 -

Vérifions les différents points de la caractérisation.
e Nil(A4) c A.
* 0 appartient a Nil(A) car 0' = 0.

¢ Soit x, y € Nil(A). Il existe deux entiers naturels non nuls 7 et m tels que x” = 0 et y™ =0,
Pour tout entier p = 1, ona: [ L’anneau est commutatif ﬁ

p
(x+y)P = Z (p)xk .yp—k
k=0 \k

Si chaque terme de la somme est nul, alors x + y est nilpotent.





