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Pour bien utiliser cet ouvrage
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Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése
des principales méthodes a connattre,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.

O

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.
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Vrai ou Faux?

Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours.
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Du mal a démarrer?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.
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Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s'entral-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 a 4.
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Vrai ou Faux, les réponses

CORRIGE!

0# o f 0 OO

stieles
s D
s fonetio

- a0 =

we i
g f admett ]

adme
ot 210
Om conelt

Chaque affirmation vraie est justifiée
par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-
duction d'un contre-exemple explicite
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Corrigés des exercices
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Tous les exercices sont corrigés de fa-
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Groupes

“Han mg abovdloc Aavs los oxevcicos

Les méthodes a retenir
Vrai ou faux?
Les énoncés des exercices

2 « Etablir une structure de groupe, de sous-groupe
5
6
Du mal & démarrer ? 8
9
0

e Calculs dans un groupe

e Manipulation des morphismes de groupes, endomorphismes
d’un groupe, isomorphismes de groupes, automorphismes

Vrai ou faux, les réponses
d’un groupe

Les corrigés des exercices 1
e Intervention de la finitude dans les groupes.

“Woinke cssontiols i couve
powy e vasoluchion. dos oxevcices

o Définition et propriétés de la structure de groupe, de sous-
groupe, de sous-groupe engendré par une partie

e Produit d’un nombre fini de groupes

 Sous-groupes de (Z, +)

e Définition et propriétés des morphismes de groupes, endo-
morphismes d’un groupe, isomorphismes de groupes, auto-
morphismes d’un groupe

o Noyau, image d’un morphisme de groupes

e Définition d’'un groupe monogene, d’un groupe cyclique,
groupes Z/nZ , classification des groupes monogenes

o Eléments d’ordre fini dans un groupe, ordre d’un tel élé-
ment.



Chapitre 1 — Groupes
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Méthode

Essayer de :

Pour montrer qu'un en-
semble G muni d’une loi
interne - est un groupe

e revenir a la définition de la notion de groupe

e montrer que G est un sous-groupe d’un groupe connu.

——{Eam)

Nous allons montrer que G est un groupe pour la loi o en revenant a
la définition d’un groupe.

Soient X un ensemble non vide, G 'en- e OnaG+# @, car ldy € G.

semble des bijections de X dans X. Mon- e Soient f,g € G. Puisque f et g sont bijectives de X dans X, d’apres
trer que G est un groupe pour la loi de le cours, par composition, go f est bijective de X dans X, donc gof € G.
composition o. e La loi o est associative, en particulier dans G.

e Soit f € G. Puisque f est bijective de X dans X, d’apres le cours,
f~1 existe et est bijective de X dans X, donc f~! € G.

Ainsi, tout élément de G admet un symétrique pour la loi o dans G.

On conclut : G est un groupe pour la loi o.

——{Eam) )

Nous allons montrer que G est un groupe pour la multiplication en
C N montrant que G est un sous-groupe du groupe GLy, (R).

Soit n € N*. ¢« OnaG# @, car I, € G.
On note G l’ensemble des matrices

de M, (R) triangulaires supérieures et a
termes diagonaux tous > 0.

e Pour toute A € G, A est triangulaire supérieure a termes diagonaux
tous non nuls, donc, d’aprés le cours, A est inversible.

Ainsi : G C GL,(R).

e Soient A, B € G. Puisque A et B sont triangulaires supérieures,
d’apres le cours leur matrice produit AB est triangulaire supérieure et
les termes diagonaux de AB sont les produits des termes diagonaux de
A par ceux de B (& la méme place), donc sont tous > 0, d’ott AB € G.

Montrer que G est un groupe pour la

multiplication.

e Soit A € G. Puisque A est triangulaire supérieure & termes diago-
naux tous non nuls, d’aprés le cours A1 est aussi triangulaire supé-
rieure et les termes diagonaux de A~! sont les inverses de ceux de A
(3 la méme place), donc sont tous > 0, d’oit A=t € G.

Ceci montre que G est un sous-groupe du groupe GL,, (R), et on conclut

que G est un groupe pour la multiplication.

~

7
\

Essayer de :
Pour montrer qu’une e revenir a la définition de sous-groupe
i ’ 7 .
partie H d’un groupe G o montrer que H est le sous-groupe engendré par une certaine
est un sous-groupe de G partie de G, ou montrer que H est une intersection de sous-

groupes de G




Les méthodes a retenir

o montrer que H est 'image directe ou 'image réciproque d’un
sous-groupe d’un groupe par un morphisme de groupes.

w Exercices 1.3, 1.4, 1.6, 1.13

—{Ea)

Soit G un groupe noté multiplicative-
ment.
On définit le centre C(G) du groupe G
par :

C(G)={z€G; Va€G, az=za}.

Montrer que C(G) est un sous-groupe
de G.

N
Nous allons montrer que C(G) est un sous-groupe de G en revenant a

la définition d’un sous-groupe.

o D’abord, il est clair que C(G) est inclus dans G.
e Ona: Ya€ @G, ae=a=cea, donc: e € C(G).
o Soient z,y € C(G). On a :
Vae G, a(ry) = (ar)y = (za)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a,

donc : zy € C(G).
e Soit z € C(G). On a, pour tout a € G :

ar™! = (z72)(az™) = 27 N za)z T = 27 (a)z T = 27 La,
donc: 7! € C(G).
Ou encore :

-1 -1 -1

ar =za = x 1(az)z ! =" (za)z = =~ a=ax

On conclut : C(G) est un sous-groupe de G.

—— (e

Soit n € N*. On note :
SLn(C) = {M € My(C); det(M) = 1}.

Montrer que SLy, (C) est un sous-groupe
de GL,(C) pour la multiplication.

N
Nous allons montrer que SL;,(C) est un sous-groupe de GL,(C) en
faisant apparaitre SLy(C) comme image réciproque d’un sous-groupe
par un morphisme de groupes.

Considérons l'application f: GL,(C) — C*, M —— det (M),
qui est correctement définie car : VM € GL,(C), det (M) € C*.

D’apres le cours, GL,(C) est un groupe pour la multiplication (des
matrices) et C* est un groupe pour la multiplication (des nombres
complexes).

L’application f est un morphisme de groupes car, pour tout couple
(M,N) € (GLn(C))* :
F(MN) =det (MN) = det (M)det (N) = f(M)f(N).
Par définition de SL,,(C), on a : SL,(C) = f~1({1}).
11 est clair que {1} est un sous-groupe de C*.
Ainsi, SL,(C) est I'image réciproque d’un sous-groupe par un mor-

phisme de groupes.

D’aprés le cours, on conclut que SLy, (C) est un sous-groupe de GL,, (C).

Pour effectuer des
calculs dans un groupe

Utiliser la définition de la notion de groupe : associativité, existence
du neutre, existence des symétriques.

= Exercices 1.1, 1.2, 1.5




Chapitre 1 — Groupes

—{Eam )

Calculons a®b en faisant passer les b vers la gauche de Iécriture, par
étapes successives :

Soient (G,:) un groupe, e son neutre, a3b = a2(ab) _ a2(b2a) = a(ab)ba = a(b2a)ba _ abQ(ab)a
a, b € G tels que : ab = b3a. 2,2 3 9 9 3 9 9 2 2 2,9 \12 2
5 . 3 = ab*(b%a)a = (ab)b’>a” = (b%a)(b”a®) = b*(ab)b“a” = b*(b“a)ba
Montrer : a°b = b%a”. = b4 (ab)ba? = b*(b2a)ba® = bS(ab)a? = b%(b2a)a? = bBa®.
. S

:

Apres avoir vérifié que G et G’ sont bien des groupes et que f est
correctement définie, revenir a la définition, c’est-a-dire montrer :

Pour montrer qu’une ap-
plication :

FG-—a V(z,y) € G*, flay) = f(x)f(y).
est un morphisme de
groupes

 Exercices 1.10, 1.13

—— (e . ~

On a, pour tout (x,y) € G? :

fxy) = (2y)? = (zy)(zy) = z(yz)y
Montrer que l'application = 2(zy)y = (z2)(yy) = vyt = F@)f ),

f:G— G, z+— z? donc f est un morphisme de groupes.

Soit (G, -) un groupe commutatif.

est un morphisme de groupes. Bien remarquer que ’on a utilisé la commutativité de la loi, en rem-

placant yx par zy.

:

Raisonner par ’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
I'un dans l'autre, et amener une contradiction.

Pour montrer que deux
groupes ne sont pas iso-
morphes

Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe un isomorphisme de

groupes f de (Q,+) sur (Z,+).

Montrer que les groupes additifs Q et Z Nous allons utiliser le fait que I’équation x + x = 1 admet une solution
ne sont pas isomorphes. dans Q mais n’admet pas de solution dans Z.

Notons a = f~1(1).
a  a

v & eaas 21(8)=1() +r(2)=1(5+2) = s =1

1
donc 3= f(g) € Z, contradiction.




Vrai ou Faux?

e Voat o Farw ?

On note, pour tout (a,b) e R* xR : f,: R — R, = +— azx +b.
L’ensemble G = {fq (a,b) € R* x R} est un groupe pour la loi o.

1lV8) (27) x (3Z) est un sous-groupe de Z x Z pour 'addition.
La réunion de deux sous-groupes H, K d’un groupe G est toujours un sous-groupe de G.

L’intersection de deux sous-groupes H, K d’un groupe G est toujours un sous-groupe
de G.

Pour n € N* fixé, 'ensemble G' des matrices de M, (C) triangulaires supérieures et a
termes diagonaux tous non nuls est un sous-groupe de GL,(C).

Si deux éléments a,b d'un groupe (G, -) vérifient ab = ba, alors a?b~! = b~1a?.

On a, pour tous groupes (G, -), (G’, -), tout morphisme de groupes f : G — G’, et tout
_ -1
reG: f7h) = (f(x) .

L’application f : (Z/3Z, +) — (Z/AZ,+), T — T est un morphisme de groupes.

Dans tout groupe fini (G, -), si deux éléments x,y de G commutent et sont d’ordres finis,
alors zy est d’ordre fini.

Les groupes multiplicatifs Q* et R* sont isomorphes.
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111 Calculs dans un groupe

Soient (G, -) un groupe, e son neutre, a,b € G tels que : ab=ba?> et ba = ab>.

Montrer : a =b =e.

| Calculs de puissances dans un groupe

Soient G un groupe, a,b € G, n € N* tels que : b"a = ab.
a) Montrer : Vk € N, b*"a = ab®.
b) En déduire : Vp € N, v aP = aPb.

| Exemple de sous-groupes d’un groupe-produit

Soient G, G’ deux groupes, H (resp. H') un sous-groupe de G (resp. G').
Montrer que H x H' est un sous-groupe de G x G’.

111 Centralisateur d'une partie dans un groupe

Soit (G, -) un groupe, de neutre noté e.

Pour toute partie A de G, on appelle centralisateur de A dans G la partie, notée C (A)
de G définie par : C(A) = {x €eG; Vae A, ar= xa}.

a) Vérifier que, pour toute partie A de G, C(A) est un sous-groupe de G.

b) Montrer, pour toutes parties A, B de G :

1)ACcB = C(A)D>C(B)

2)AcCC(C(4))

3)C(A)=C(< A>)

) C(C(C)) =C(A).

EET] Exemple de groupe a 4 éléments

Soient (G,+) un groupe, e son neutre, z,y € G tels que :
?=e y=e wy=yz, v#e, yte xty, zyte
a) Déterminer le cardinal du sous-groupe H engendré par {z, y}.

b) A quel groupe usuel H est-il isomorphe ?

(| 1117)) Caractérisation des sous-groupes parmi les parties finies d’'un groupe

Soient G un groupe, e son neutre, A une partie finie de G. Montrer que A est un sous-
groupe de G si et seulement si: e € A et (V(x, y) € A%, ay € A).

EE 1] Somme des caractéres d’un groupe fini commutatif

Soient (G, -) un groupe fini commutatif, ¢ : (G,-) — (C*,-) un morphisme de groupes
autre que 'application constante égale a 1. Montrer : Z o(g) =0.
9eq



Enoncés des exercices

BT m Images directes et images réciproques de sous-groupes d’un groupe

par un morphisme de groupes
Soient G, G’ deux groupes commutatifs, f : G — G’ un morphisme de groupes.

a) Montrer, pour tout sous-groupe H de G : ffl(f(H)) = H + Ker (f).
b) Montrer, pour tout sous-groupe H' de G’ = f(f~'(H')) = H' N Im(f).

- m Commutation dans un groupe

Soient G' un groupe, n € N\ {0,1}.

On suppose que l'application f : G — G, x +—— z™ est un morphisme surjectif de
groupes.

Démontrer : V(z,y) € G2, 2" 1y = ya"~ L

Morphismes de groupes de S,, dans Z/NZ

Soient n € N\ {0,1}, N € N impair.

Montrer que le seul morphisme de groupes de S,, dans Z/NZ est application nulle.

Condition suffisante pour qu’un groupe fini soit abélien

Soient G un groupe fini, e le neutre de G. On suppose qu’il existe un endomorphisme de
Vte G, fof(t)=t
groupe f: G — G tel que :
VueG, (flu)=u = u=e).
a) Montrer : Yz € G, 3t G, z = t(f(t))fl.
b) En déduire : Vr € G, f(x) =21

¢) Montrer que G est abélien.

1112 Sous-groupes d’un groupe infini

Montrer que tout groupe infini admet une infinité de sous-groupes.

1111 Ensemble des éléments d’ordre impair d’un groupe abélien

Soient (G, +) un groupe abélien, 0 son neutre.
On note A I’ensemble des éléments de G d’ordre fini impair.
a) Montrer que A est un sous-groupe de G.

b) Montrer que lapplication f : x — 2z est un morphisme injectif du groupe A dans
lui-méme.
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-Pw mal & cQéMafru?

il11) Calculer ab?a de deux fagons, et déduire ab® = e.

1171 a) Récurrence sur k.

b) Récurrence sur p, en utilisant le résultat de a)
pour transformer b 1q en ab™’.

168 Revenir  a
groupe.

la définition d’un sous-groupe d’un

a) Revenir & la définition de sous-groupe.
b) 1) Utiliser la définition.
2) Evident.
3) x C(< A>)CC(A) par 1)
* Soit z € C (A). Montrer A C C ({z}),
puis < A>C C({z}), z € C(< A>).
4) Appliquer 1) et 2) diversement.

a) Calculer les produits de e, z, y, xy entre eux.

b) Penser & un groupe d’isométries du plan euclidien.

Pour z € A, considérer I'application
fiA— A yr— zy.

ilv4) Remarquer que, puisque G est un groupe, pour tout
go € G fixé, l'application G — G, g +— gog est
une permutation de G, ce qui permet de réindexer la
sommation.

i) Utiliser les définitions
noyau, image.

: morphisme de groupes,

Se rappeler les définitions d’image directe et d’image
réciproque d’une partie par une application :

VyeG, ye f(H) < (AzeH, y=f(z)),
Ve €@, ze fTU(H) < f(z)cH.
i) Soit (z,y) € G2.

Utiliser z € G tel que y = 2™ et calculer zz (2"~ ly)z.
D Soit f : S, — Z/NZ un morphisme de groupes.
Calculer f(7;;) ou 7;; est la transposition qui
échange 7 et j.
a) Considérer I'application
g:G— G, t— t(f(t))_l.
Montrer que g est injective, et en déduire que g est
surjective.
b) Soit x € G. Utiliser a) et calculer f(zx).
¢) Utiliser b).
Soit G un groupe n’admettant qu'un nombre fini de
sous-groupes.

Montrer qu’il existe une partie finie F' de G telle que :

G= <z>.
zeF
D’autre part, montrer que, pour tout z € G, < x >
est fini.
Conclure.

a) Revenir & la définition d’un sous-groupe et utiliser
les propriétés de I'ordre d’un élément du groupe.

b) Revenir & la définition d’un morphisme de
groupes et utiliser les propriétés de 'ordre d’un élé-
ment du groupe.



Vrai ou Faux, les réponses

-\ﬁu ol E auk, les \fébpoméaé

<
|

La loi o est interne dans G, car, pour tous (a,b), (¢,d) € R* x R, on a ac # 0 et :
Ve €R, (fapo fea)(x)=alcx+d)+b=acr+ (ad+Db) = focaits(x).
La loi o est associative (cours), 'application fi o est 'identité, neutre pour o, et, pour
tout (a,b) e R* xR :
1 b
V(@ y) €R?, y=fap(z) <= y=ar+b = v=—y—— < v=f1 (),

a

donc f,» admet un inverse pour o dans G, qui est f1 _».
8 On a (2Z x 3Z) C Z x Z, (0,0) € (2Z) x (3Z) et, pour tous X = (2a, 3b), Y = (2¢c, 3d) [ |
de (2Z) x (3Z), ou a,b,c,d € Z :
X -Y =(2a—2c,3b—3d) = (2(a —¢), 3(b—d)) € (2Z) x (3Z).

Contre-exemple : G = Z est un groupe pour +, H = 2Z et K = 37 sont des sous-groupes { |
de G, mais L = H U K n’est pas un sous-groupe de Z car 2€ L, 3€ L, 24+ 3=5¢ L.

C’est un résultat du cours. Vi

<

D’apres les propriétés des matrices triangulaires supérieures, G C GL,(C), I, €
GL,(C), le produit de deux éléments de G est dans G, l'inverse d’un élément de G
est dans G.

On a: ba? = (ba)a = (ab)a = a(ba) = a(ab) = b, puis, en multipliant chaque membre
de cette égalité par b~! & gauche et & droite : a?b~! = b~ 1a2.

Plus généralement, si deux éléments a,b d’un groupe commutent, alors toute puissance
(d’exposant dans Z) de a commute avec toute puissance (d’exposant dans Z) de b.

Puisque f est un morphisme de groupes, on a, en notant e (resp. €') le neutre de G [
(resp. G') = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), donc f(e) =¢,
puis, pour tout = € G, ¢ = f(e) = f(zz™1) = f(z)f(z7!)
et, par un raisonnement analogue, €/ = f(z~!)f(z), donc f(z~') = (f(z))

L’application f n’est pas correctement définie car, par exemple, 0 = 3 dans Z/37Z, mais [ _|
0 # 3 dans Z/4Z.

Il existe a, b € N* tels que 2% = e et ° = e, oll e est le neutre de G, et on a alors, puisque
x et y commutent : (xy)?® = 2%y = (24)(y*)? = e’ e® = e, donc zy est d’ordre fini.
On peut aussi utiliser le ppcm de a et b, au lieu du produit de a et b.

10N Sl existait un isomorphisme de groupes f de Q* dans R*, alors f serait une bijection,
contradiction avec Q* dénombrable et R* non dénombrable.

-~

CORRIGES
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Calculons ab?a de deux fagons :

ab%a = (ab)(ba) = (ba?)(ab?), ab’a = (ab?)a = (ba)a = ba?,
donc (ba?)(ab?) = (ba?), puis comme G est un groupe, on
peut simplifier par ba? & gauche, d’ou ab? = e.

On a donc ba = ab® = e, puis : ab = ba® = (ba)a = ea = a,
d’ou, en simplifiant par a & gauche dans le groupe G, b = e,
et enfin e = ba = ea = a.

a) Récurrence sur k.
o La propriété est évidente pour k = 0.
o Supposons, pour k € N fixé : bF7q = ab*. Alors :
bkt g — pkn(hng) = bE™ (ab)

= (b*"a)b = (ab®)b = ab®*,
donc la propriété est vraie pour k + 1.
On conclut, par récurrence sur k : Vk € N, b*"q = ab®.
b) Récurrence sur p.
e La propriété est évidente pour p = 0.
e Supposons, pour p € N fixé : b"" aP = aPb. Alors :

p gt = (b”p"a)ap :)(ab"p)ap
a

=a(®aP) = a(aPb) = aP1b,

donc la propriété est vraie pour p + 1.

On conclut, par récurrence sur p : Vp € N, 5" a = aPb.

Rappelons que, d’apres le cours, G X G’ est un groupe, la loi
étant définie par :

V(h, h'), (k, k') € G X G, (h, W')(k, k') = (hk, W'K').
Notons e (resp. €’) le neutre de G (resp. G').
e On a, pour tous (h, h'), (k, k') € Hx H' :
(h, W)(k, k') = (hk, W'K') € H x H'.
e Puisquee€ Hete' € H,ona: (ee)e Hx H'.
e On a, pour tout (h, h') € H x H' :
(h, V)L =n"1, W YHenx H.

On conclut que H x H’ est un sous-groupe de G x G'.

a) Soit A une partie de G.
e Onaee€ C(A), puisque: Va € A,
e On a, pour tous z,y € C(A) :

Va € A, (zy)a = z(ya) = z(ay) = (za)y = (azx)y = a(zy),
et donc : zy € C(A).
Soit z € C(A). Ona: Va € A, azr = za,
d’ot1, en composant par z—1 & gauche et & droite :

Vae A, z la=az"!,

et donc : =71 € C(A).

ae = ea.

Ainsi, C(A) est un sous-groupe de G.
b) 1) Supposons A C B, et soit x € C(B).

Ona: Vbe B, bx=uxb,

donc, a fortiori : Va € A, ax = za,
c’est-a-dire : = € C(A).
Ceci montre : C(B) C C(A).
2) Soit a € A. On a, par définition de C(A) :
Vz € C(A), az = za,
donc, par définition de C(C(A)) : a € C(C(A)).
Ceci montre : A C C(C(A)).

3) e Ona AC<A>,
donc, d’aprés b) 1) : C(A) D C(< A>).
o Soit z € C(A).

Puisque : Va € A, ax =za, ona:

A C C({z}).
Comme C({z}) est un sous-groupe de G, il en résulte :
<A>CC({z}),

Va €< A>, ar =za,

et donc: z€C(<A>).

C(A) =C(<A>).

4) D’apres 2) appliqué & C(A) a la place de A, on a :
C(A) C c(c(C(A))),

D’aprés 2), ona: A C C(C(4)),

puis, d’apres a) : C(A) D C(C (C(A)))

c’est-a-dire :

Ainsi :

On conclut : C(A) = C(C(C(A))).

a) o Ilest clair que H contient e, z, y, zy et que ces quatre
éléments sont deux a deux distincts.

e Notons L = {e, z, y, zy} et calculons les composés des
éléments de L entre eux deux a deux.

Par exemple : (zy)(zy) = z(yz)y = z(zy)y = 22y? = ee = e.

e T Y Ty
e e T Y Ty
T T e Ty Y
Y Y Ty e T

Ty | xy Y T e

On remarque :

* le neutre e est dans L

* le produit de deux éléments de L est dans L
* inverse d’un élément de L est dans L.
Ainsi, L est un sous-groupe de G.

Comme {z, y} C L, on a donc, d’apres le cours : H C L.

Finalement : H = {e, z, y, zy} et on conclut :
Card (H) = 4.



Corrigés des exercices

b) Le groupe H est isomorphe, par exemple, au groupe des
isométries vectorielles du plan euclidien rapporté & un repere
orthonormé, formé par I'identité, les deux réflexions par rap-
port aux deux axes de coordonnées, et la symétrie centrale
par rapport a l'origine.

1) Si A est un sous-groupe de G, alors, d’aprés le cours :
e€ A et (Va:,yEA, :cyeA).
2) Réciproquement, supposons :
ecA et (Vz,yc A, zyeA).
Soit = € A fixé. Considérons ’application
fiA— A yr— zy,
qui est correctement définie d’aprés '’hypothese.
On a, pour tout (y1,y2) € A2 :
Fi) = f(y2) <= a1 =ay2 <= Y1 =12,
car, G étant un groupe, x admet un inverse.
Ceci montre que f est injective.

Puisque f : A — A est injective et que A est finie, on déduit
que f est bijective.

Comme e € A et que f est surjective, il existe z’ € A tel que
f(z') = e, c’est-a-dire : 2’ = e,etonadonc: ! =2’ € A.

Finalement :
ec A, (Vw,y €A zy€ A), (‘v’:r: €A zle A.)

On conclut que A est un sous-groupe de G.

Comme ¢ # 1, il existe go € G tel que ¢(go) # 1. Puisque
G est un groupe, l'application G — G, g — gog est une
permutation de G, d’ou :

D> wle) =D elaog) = D #(90)#(9) = 2(g0) Y (9)-

geG geG geG geG
On déduit : (1—¢(g0)) D ¢lg) =0,
£0 geG
et on conclut : Z »(g) =0.
geG

a) 1) Soit x € fL(f(H)). Alors, f(z) € f(H), donc il existe
h € H tel que : f(z) = f(h).

Dou: f(z —h) = f(z) — f(h) =0,
donc : = —h € Ker (f).
Ainsi: £ =h+ (x—h), he€ H, =—hecKer(f).

Ceci montre : f~1(f(H)) C H + Ker (f).

2) Réciproquement, soit € H + Ker (f).

Il existe h € H, u € Ker (f) tels que : z = h + w.
Ona: f(z)=f(h+u)=f(h)+ f(u) = f(h) € f(H),
donc : z € f7H(f(H)).

Ceci montre : H + Ker (f) C f~1(f(H)).

On conclut : f~1(f(H)) = H + Ker (f).

b) 1) Soit y € f(f~L(H")).

1l existe z € f~1(H') tel que y = f(z).

Alors, f(z) € H', donc y = f(z) € H'.

De plus, par définition de Im (f) : y = f(z) € Im (f).
On déduit : y € H' N Im (f).

PP HY) € HY A (),

2) Réciproquement, soit y € H' N Im (f).

Alors, y € H' et il existe z € G tel que y = f(x).
Comme f(z) =y € H',ona:z¢€ f~L(H').
Ainsi : y = f(z) € f(f~H(H")).

H' nim(f) C f(f~1(H)).

On conclut : f(f~1(H')) = H' N Im(f).

Ceci montre :

Ceci montre :

Soit (x,y) € G2.
Puisque f est surjectif, il existe z € G tel que : y = f(z) = 2".
Ona: amy=a"s" = f(2)f(2) = f(w2) = (22)",
puis :
z(z"y)z = z((x2)")z = (za)™t?

= (z2)(z2)" = zxf(zz) = za f(2) f(z) = zxz"z".
En simplifiant & gauche par zz et & droite par x, on déduit :

n—1 n,n—1

T y=2z"z n—1

=yx

Soit f : S — Z/NZ un morphisme de groupes.

o Soit (4,7) € {1,...,n}? tel que i < j.

Notons 7;; la transposition qui échange i et j. On a :
2f(rij) = f(r55) = f(1dg1,...;ny) = 0.

Comme N est impair, 2 est premier avec N, donc on peut

simplifier par 2 et déduire : f(7;;) = 0.

Ceci montre que, pour toute transposition 7,ona: f(7) = 0.

e Soit 0 € S,. D’apres le cours, il existe p € N* et des

transpositions 71, ..., 7p telles que : o =71 0--- 0 Tp.

On a alors, puisque f est un morphisme de groupes :

flo)=f(rio--omp)

=f(n)+ -+ f(rp)=0+---+0=0.
On déduit : f = 0.
On conclut que le seul morphisme de groupes de S, dans

Z/NZ (pour N impair) est l’application nulle.

1.11
a) Considérons l'application g : G — G, t+—— t(f(t))_l.
« Montrons que g est injective.
Soit (t,u) € G2 tel que g(t) = g(u). On, a alors :
() = u(fw)
d’otl, en composant & gauche par u~! et & droite par f(t) :
uTt= (W) W) = S,
puisque f est un endomorphisme du groupe G.
D’aprés hypothese, il s’ensuit : w1t =e, u =t.
Ceci établit que g est injective.

o Puisque g : G — G est injective et que G est fini, g est
surjective.

11
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On conclut : Vx € G, It € G, :I::t(f(t))il.

b) Soit x € G.
D’apres a), il existe t € G tel que « = t(f(t))il‘
Ona:

F@) = FE(F@) ) = rof((F@) ™)
=t = (@(r@) ) =2t

¢) Soit (x,y) € G2. On a, en utilisant le résultat de b) appli-
qué d zy,ax,ay:

ey = ((zy) ") " = (flay) " = (f@) f) "
=) @) = H e ) T = g

On conclut : G est abélien.

Par contraposition, montrons que, si un groupe n’admet
qu’un nombre fini de sous-groupes, alors ce groupe est fini.

Soit G un groupe n’admettant qu’un nombre fini de sous-
groupes.
o Il est clair qu’en notant, pour tout z € G, < x > le sous-
groupe de G engendré par z,ona: G = U <z >.
zeG

Comme G n’a qu’un nombre fini de sous-groupes, il existe
une partie finie F' de G telle que : G = U <z>.

zeF
e D’autre part, montrons que, pour tout x € G, < = > est
fini. Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe z € G
tel que < x > soit infini. D’apreés le cours, on a alors :
< x >~ 7. On sait, d’apres le cours, que Z admet une infinité
de sous-groupes, les nZ, pour n € N*, deux a deux distincts.

Par isomorphisme, < z > admet une infinité de sous-groupes,
puis G admet une infinité de sous-groupes, contradiction.

Ceci montre que, pour tout z € G, < x > est fini.

e Puisque G = U < x>, et que F et les < z > sont finis,
zEF
on conclut que G est fini.

1.13

a) » Ona A C G et 0 € A puisque 0, le neutre de G, est
d’ordre 1, impair.

e Soient z,y € A. Il existe «, 8 € N, impairs, tels que ax = 0
et By = 0. On a alors af(z +y) = B(az) + a(By) = 0. Il en
résulte que 'ordre v de x + y divise af. Comme « et 8 sont
impairs, ce produit af est impair, donc v est impair, d’ou
r+y € A

e Soit x € A. Il existe @ € N impair tel que ax = 0. On a
alors a(—z) = —axz = 0, donc 'ordre de —z divise «, donc
cet ordre est impair, puis —x € A.

On conclut : A est un sous-groupe de G.

b) o D’apres a), on a, pour tout z € A, f(r) =2r =z+x €
A, donc application f est correctement définie de A dans A.
e On a, pour tout (z,y) € A2 :

fl@+y) =2(x+y)=2z+2y = f(z) + f(y),
donc f est un morphisme de groupes de A dans lui-méme.

o Soit z € Ker (f). On a alors 2z = f(z) = 0, donc l'ordre
de z divise 2. Comme z est d’ordre impair, cet ordre est
nécessairement égal & 1, d’ou = = 0.

On conclut : f est un morphisme injectif du groupe G dans
lui-méme.



Anneaux, arithmétique

“Han mg abovdloc Adavs los oxevcicos

Les méthodes a retenir 14 o Etablir une structure d’anneau, de sous-anneau, d’idéal
Vrai ou faux ? 19 d’un anneau commutatif
Les énoncés des exercices 20

e Calculs dans un anneau, manipulation d’éléments nilpo-

< s o
Du mal & démarrer ! 23 tents, d’éléments idempotents, de diviseurs de 0

Vrai ou faux, les réponses 24

Les corrigés des exercices 25 e Manipulation de morphismes d’anneaux, endomorphismes

d’un anneau, isomorphismes d’anneaux, automorphismes
d’un anneau

e Résolution de congruences & une ou plusieurs inconnues,
résolution d’équations dans Z/nZ

o Résolution d’équations sur I'indicateur ¢ d’Euler

¢ Intervention de la finitude dans les anneaux.

/’Potvd'é essovtiols A cowvs
powy e viosoluhion. dos oxevcicos

o Définition et propriétés de la structure d’anneau, de sous-
anneau, d’idéal d’un anneau commutatif

e Définition et propriétés des morphismes d’anneaux, endo-
morphismes d’un anneau, isomorphismes d’anneaux, auto-
morphismes d’un anneau

o Anneaux usuels Z, Z/nZ, K[X], RF L(FE), M, (K)
e Dans Z : notion de nombres premiers entre eux, pged, ppcm,
théoreme de Gauss, théoréeme de Bézout, théoréeme chinois,

décomposition primaire, caractérisation des éléments inver-
sibles de Z/nZ, indicateur d’Euler, théoréme d’Euler

o Dans K[X] : notion de polynoémes premiers entre eux, pged,
théoréme de Gauss, théoréme de Bézout, décomposition pri-
maire.
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s V\AQ/:HADcQaé oV a:"a_VLL\f D

Méthode

Pour montrer qu’un en-
semble A muni de deux
lois + et - est un anneau

Essayer de :
e revenir a la définition d’un anneau

o montrer que A est un sous-anneau d’un anneau connu.

w Exercices 2.2, 2.9

— (e

Montrer que l’ensemble A des applica-
tions bornées de R dans R est un anneau
pour les lois usuelles (addition et multi-
plication).

Nous allons montrer que A est un sous-anneau de ’anneau F' de toutes
les applications de R dans R.

e Il est clair que A C F et que ’élément neutre de la multiplication
dans F', qui est I'application constante 1, est dans A.

o Pour tout (f,g) € A2, f —g et fg sont bornées puisque la différence
et le produit de deux applications bornées sont bornées.

On conclut que A est un sous-anneau de F', donc A est un anneau.

Méthode

Pour utiliser une hypo-
these portant sur les élé-
ments d’'un anneau

Penser a appliquer cette hypothese, par exemple, a z, a y, a = + v,
alt+xz,al—ux, ..

- Exercices 2.5, 2.17

(B

Soit A un anneau tel que :
Va € A, a®=ad?

Montrer : Va € A, a® =a.

Remarquons d’abord que ’on n’a pas le droit de simplifier directement
par a.

Soit a € A.

Appliquons ’hypothése & 1 —a: (1 —a)3 = (1 —a)?,
1-3a+3a2—a%=1-2a+a?,

3 _

c’es-a-dire :

2 _

et, puisque a a?, on obtient : a? = a.

Méthode

Pour montrer qu’une
partie B d’un anneau A
est un sous-anneau de A

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer 14 € B et :

V(z,y) € B®, z+yeB, —x€B, azye B.

w Exercices 2.1, 2.2, 2.8, 2.17




Les méthodes a retenir

— (e

On note A = M3 (R).

Montrer que ’ensemble B des matrices
de A a coefficients dans Z est un sous-

anneau de A.

D’abord, d’aprés le cours, A est un anneau pour ’addition et la multi-
plication des matrices.

e On aclairement : BC A et Io € B.
e Soient M,N € B.

Puisque M et N sont a coefficients dans Z, par addition, opposition,
produit matriciel, les matrices M + N, —M, M N sont a coefficients
dans Z, donc sont dans B.

On conclut : B est un sous-anneau de A.

<
Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer :
Pour montrer qu’une Oacl, VNz,y)el?, z—yel, YacA Vzxecl, arcl.
partie I d'un anneau
commutatif A est un
idéal de A = Exercices 2.2, 2.8, 2.9, 2.12, 2.13
\ J

—{Ea

On note A = C([0;1],R) et :
I={feA; f(1)=0}.
Montrer que I est un idéal de ’anneau

commutatif A.

D’abord, A est bien un anneau commutatif, d’aprés le cours.
e Ona: ICAetO€el.
« On a, pour tout (f,g) € I? :
(f—9)1)=f(1)—g(1)=0-0=0,
donc f —gel.
e On a, pour toute f € I et toute h € A :
(hf)(1) =h(1)f(1) = h(1)0 =0,
donc hf € I.

On conclut, d’apres la définition, que I est un idéal de ’anneau com-
mutatif A.

Pour montrer que deux
anneaux ne sont pas iso-
morphes

Raisonner par I’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
I’'un dans l'autre, et amener une contradiction.

= FExercice 2.14

—zauky

Montrer que les anneaux :
Z/AZ et Z/2Z X 7./2Z

ne sont pas isomorphes.

Remarquons d’abord que ces deux anneaux sont finis et ont le méme
cardinal.

Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux f de Z/4Z dans
Z)2Z X 7./]2Z.

Pour amener une contradiction, I’idée est de remarquer que ’équation
22 = z est satisfaite par tous les éléments de Z /27 x Z/27 mais ne 'est

pas par tous les éléments de Z/4Z.

15
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Notons @ la classe d’un élément a de Z dans Z/4Z.
On a clairement : Vz € Z/2Z, 22 =1z,
donc : V(z,y) € Z)27Z x Z)2Z, (z,y)? = (z2,vy?) = (z,y).
On a alors, puisque f(2) € Z/2Z x Z/2Z

F@ = (F@)* = 1) = f@) = 1 0),
d’ou, puisque f est injective : 2= 6, contradiction.

On conclut que les deux anneaux envisagés ne sont pas isomorphes.

Pour obtenir des résul-
tats concernant des an-
neaux finis

Vs

Penser a utiliser des applications du genre, pour a € A fixé :

f:A— A 2+ ax,

et essayer de montrer que f est injective, pour en déduire, puisque A
est supposé fini, que f est surjective.

w Fxercice 2.18

— (el

tegre fini est un corps.

Montrer que tout anneau commutatif in-

Soit A un anneau commutatif intégre fini. Soit a € A\ {0}.
L’application f : A — A, x +—— azx est injective car, pour tout
(x,2') € A2, puisque A est intégre et que a # 0, on a :

f(z)=f(@') < az=ar' = z=2'.
Ainsi, f est une application injective d’un ensemble fini dans lui-méme.
D’apres le cours, il en résulte que f est surjective.
1l existe donc b € A tel que f(b) = 1, c’est-a-dire ab = 1.

Ceci montre que tout élément non nul de A admet un inverse, et on

conclut que A est un corps.

Pour résoudre un sys-
teme de congruences si-
multanées, & une incon-
nue dans Z

Résoudre la premiere équation, par exemple, en exprimant x en fonc-
tion d’'un autre entier, noté a par exemple, puis reporter dans la
deuxiéme équation, et réitérer.

w Fxercice 2.3

—— (e

connue x € Z :
z=2 [12]
z =10 [16].

Résoudre le systéeme d’équations, d’in-

Soitz €Z.Ona: =2 [12] < (Ja€Z, z=2+12a).
Ensuite :
£=10 [16] <= 2+12a=10 [16] <= 12a=8 [16]
= 3a=2 4 <= —-a=2 [4] <= a=-2 [4
< a=2 [4] < (IbEZ, a=2+4b).
On obtient : = =2+ 12a = 2 4 12(2 4 4b) = 26 + 48b.
On conclut : S = {26+ 48b; b € Z}.
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Pour résoudre un sys-
teme d’équations dont
I'inconnue est :

(z,y) € (Z/nZ)2

Essayer de :

e exprimer une des deux inconnues en fonction de I’autre a partir
d’une des deux équations, puis reporter dans I'autre.

e combiner les équations pour éliminer une des deux inconnues.

- Exercice 2.4

——{Ea)

Comme 2 A7 =1, 2 est inversible dans Z/7Z.

r

connue (s,y) € (Z/7Z)2 :

§m+§y=T
)y~ - =
3z 4 5y = 2.

ésoudre le systéme d’équations in-
R dre 1 t d’ t , d’

) Deplus, comme 2-4=8=1 [7], ona: 2.4=1.
Ainsi, dans la premiére équation de (S) :
G+3Y=1 < 42c+3y) =41
<~ x+ﬁy:1 <~ x:Z—ﬁy:Z—i— Y.

Puis, en reportant dans la deuxiéme équation de (S) :

J Bx4by=2 < 3@+2) +5y=2

— — ~

— Tly=-1

)
<)
Il H
—)
<
Il
)

Comme 1 est inversible dans ZJ/TZ, on a : Zy =1 —
Enfin: z :Z+§y =1+421=6=-1.
On conclut : § = {(—/1\, T)}

On peut d’ailleurs controler que ce couple est bien une solution du

systéme proposé.

Pour résoudre une équa-
tion algébrique d’incon-
nue ¢ € Z/nZ

Essayer, si n n’est pas trop grand, tous les € Z/nZ, ou, si possible,
seulement tous ceux vérifiant une condition nécessaire.

= Exercice 2.10

On calcule z* pour chaque valeur de z, en remarquant que, pour tout

Résoudre ’équation z* = 4,

d’inconnue z € Z/9Z.

x €Z/9Z, on a (—x)* = z* :

0=0, 1*=1, 2*=16

I
|
~

On conclut : & = {4}.

17
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Essayer d’utiliser :

Pour manipuler I'indica- o la définition : pour tout n € N*, p(n) est le nombre d’entiers
teur d’Euler ¢ compris entre 1 et n et premiers avec n
il 1
e la formule p(n)=mn H (1 - —) si n admet la décomposition
- K3
N =1
primaire n = H pfl
i=1

w Fxercice 2.11

—— (el ~

D’apreés le cours, les éléments inversibles de 1'anneau Z/nZ sont les

Soit N tel que n > 2. . . .
1t n & e Z classes modulo n des entiers compris entre 1 et n et premiers avec n,

Combien y a-t-il d’éléments inversibles donc il y en a ¢(n).
dans 'anneau Z/nZ?

() v ~

1) Soit n convenant. Notons n= H p:i la décomposition primaire de n.
i=1

N
1
D’aprés le cours, on a:  ¢(n) =n H (1 — —)
: pi
=1

Résoudre ’équation

N N
, on déduit 3H(pi -1)= HZ%H
i=1

=1

d’inconnue n € N*. Puisque (n) = %

N
On a alors : 3’ Hpi.

i=1
Quitte a renuméroter les p;, on peut supposer p; = 3.
N N N N
Onaalors:3-2- H(pifl) =3Hp¢, d’ou : ZH(pifl) = Hpi.
1=2 =2 =2 =2

N
Il en résulte : 2 ‘ Hpi.
i=2
Quitte & renuméroter les p;, on peut supposer p2 = 2.
N

N
On a alors : H(Pz —-1)= leg
i=3 i=3

Si N > 3, alors, comme : Vi € {3,...,N}, p; —1<p,,

on déduit une contradiction. Il en résulte N < 2, donc : n = 371272,
2) Réciproquement, pour tout (r1, r2) € (N*)2, on a :

p(3M2M) = n(l — %) (1 — %) = g

On conclut : S = {3a2b; (a,b) € (N*)?}.




Vrai ou Faux?

e Voat o Farw ?

L’ensemble C*°(R,R) est un anneau pour les lois usuelles, addition et multiplication.
2VH Siun anneau A vérifie: Va € A, (a—1)a(a+1) =0,
alors A admet au plus trois éléments, qui sont —1, 0, 1.

Pour tout n € N*, I’ensemble T, (R) des matrices triangulaires supérieures de M,,(R)
est un sous-anneau de M, (R).

Dans Panneau A = C([0;1],R), la partie I = {f € A; f(0) = f(1)} est un idéal de A.

L’ensemble I des suites réelles convergeant vers 0 est un sous-anneau de l’ensemble A
des suites réelles convergentes.

»Jil) Les anneaux R[X] et C[X] sont isomorphes.
274 La somme de deux idéaux I, J d’un anneau (commutatif) est un idéal de A.

72 Pour tout n € N* anneau Z/nZ est intégre si et seulement si n est un nombre premier.

L’indicateur d’Euler ¢ vérifie la formule :  V(a,b) € (N*)2, ¢(ab) = p(a)p(b).
Le corps R n’a que deux sous-corps, et ceux-ci sont R et Q.

19
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1T v2il) Centre d’un anneau

Soit A un anneau.
Montrer que le centre Z de A, défini par : Z = {x €A;Vae A, axr= xa},

est un sous-anneau de A.

HTT] v2v2| Sous-anneau, idéal : exemples dans un anneau de fonctions
On note
A=C([0;1,R), B= Cl([o;l]vR)v I={feA; f(0)=0}, E=BnI.
Vérifier :

a) A est un anneau pour les lois usuelles
b) B est un sous-anneau de A, et B n’est pas un idéal de A
¢) I est un idéal de A, et I n’est pas un sous-anneau de A

d) E n’est ni un sous-anneau ni un idéal de A.

111 Exemples de systémes de congruences simultanées, a une inconnue

Résoudre les systemes d’équations suivants, d’inconnue z € Z :

z=1 [2] r=1 [6] x=7 [18]
a) Sx=2 [3] b) Sz=4 [10] c) Sz=1 [30]
z=3 [5] x=7T [15] x =16 [45]

| m Exemples de systémes d’'équations dans Z/nZ

Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y) € (Z/nZ)2 :

) §x+§y=1 b) Zx—l—?yzf ) E’;x—i-ﬁy:@
a c
3z+2y=5 Sr+2y =2 15z+4y=9
avecn = 13 avec n = 18 avec n = 60.

BT E Etude d’inversibilité dans un anneau vérifiant une condition d’intégrité

Soit (A, 4+, x) un anneau tel que : V(z,y) € A%, (acy =0 = (=0 ou y= O))
Soit (a,b) € A? tel que ab = 1. Montrer : ba = 1.
20



Enoncés des exercices

BT m Produits de diviseurs de 0

Soit A un anneau commutatif.

Onnote D = {z € A\ {0}; Iy € A\ {0}, zy = 0} l'ensemble des diviseurs de 0 dans A.
Montrer, pour tout (a,b) € A? :

a)abe D = (a€D ou be D)
b)(aeD ou beD) = abe D U {0}.

BT Morphisme des groupes d’inversibles induit par un morphisme d’anneaux

Soient A, B deux anneaux, A* (resp. B*) l'’ensemble des éléments inversibles de A
(resp. B), f : A — B un morphisme d’anneaux.

a) Montrer : f(A*) C B*.

b) Etablir que Dapplication f* : A* — B*, x — f(x) est un morphisme de groupes
(pour les lois - de A et de B).

BT m Image d’un idéal par un morphisme d’anneaux

Soient A, B deux anneaux commutatifs, f : A — B un morphisme d’anneaux.
a) Montrer que f(A) est un sous-anneau de B.

b) Etablir que, pour tout idéal I de A, f(I) est un idéal de anneau f(A).

BT m Exemple d’idéal d'un anneau de suites

On note A I'ensemble des suites réelles bornées et I I’ensemble des suites réelles conver-
geant vers 0.

a) Vérifier que A est un anneau pour les lois usuelles et que I est un idéal de A.
b) 1) Est-ce que I est principal, c’est-a-dire est-ce qu’il existe u € A tel que :
I={uw;veA}?

2) Est-ce que I est premier, c’est-a-dire est-ce que :
Y(u,v) € I?, (uve] = (uel ou UEI))?

3) Est-ce que I est maximal, c’est-a-dire est-ce qu’il n’existe pas d’idéal J de A tel que :
IGJGA?

¢) Déterminer le radical VT de I, défini par : V1 = {ue A;IpeN*, uP eI}
BT 2211} Exemples de résolution d’équation algébrique dans Z/137Z
Résoudre I’équation (1) d’inconnue = € Z/137 : 2% 4 225 + 32* + 22 + 1 = 0.

ET T v2ihil Exemple d’utilisation du théoréme d’Euler

Soit a € N, non multiple de 3 et tel que a > 4. Montrer : a | 3(a — 3)¥ @~ 4 1.
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Image réciproque d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux
Soient A, B deux anneaux commutatifs, f : A — B un morphisme d’anneaux, J un idéal
premier de B, c’est-a-dire un idéal de B tel que :

Vu,v € B, (wweJ = (ueJ ou velJ)).
Montrer que f~!(J) est un idéal premier de A.

Idéaux d’un anneau-produit

Soient A, A’ deux anneaux commutatifs. Trouver tous les idéaux de ’anneau-produit Ax A’
en fonction des idéaux de A et des idéaux de A'.

Anneaux Z", n € N*
Montrer que les anneaux Z", n € N* sont deux a deux non isomorphes.

m Exemple de groupe non cyclique

a) Montrer, pour tout entier a impair et tout entier n > 3 : " =1 [2"].

b) Le groupe multiplicatif (Z/2"Z)* est-il cyclique ?

m Calcul de p(n*), ol ¢ est I'indicateur d’Euler
Montrer :  V(n, k) € (N*)2, p(nk) = n*~Lp(n).

Centre d’un anneau régulier
Un anneau A est dit régulier si et seulement si : Vo € A, Jy € A, xyxr = x.

On appelle centre d'un anneau A I’ensemble : Z = {m € A;Va€e A, axr= xa}.

Démontrer que le centre d’un anneau régulier est un anneau régulier.

Anneaux intégres n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux

Soit A un anneau (commutatif) intégre tel que A # {0}. On suppose que A n’a qu’un
nombre fini d’idéaux. Démontrer que A est un corps.



Du mal a démarrer?

-?w mal & aQéMmfraf?

vJil Se rappeler la définition d’un sous-anneau. On dit
qu’une partie B de A est un sous-anneau de A si et
seulement si: 14 € B et

¥(z,y) € B, (v+y€ B, —z € B, zy € B).

n a) Immédiat.

b) Utiliser la définition de : sous-anneau.

Raisonner par Dabsurde, en utilisant la fonction
constante 1 et une fonction continue non de
classe CT.

¢) Utiliser la définition de : idéal.

Remarquer : 1 ¢ I.

d) Remarquer : 1 ¢ E.

Analogue a b) 2).

2%} Résoudre la premiere équation (par exemple) en ex-
primant z en fonction d’un autre entier, noté a par
exemple, puis reporter dans la deuxiéme équation et
réitérer.

a) Par (1) : £ = 1+ 2a, puis, par (2)
etc

ra=—1+3b,

b) Par (1) : & = 1+ 6a, puis, par (2), une contradic-
tion.

¢) Par (1) : x = 7+ 18a, puis, par (2) : a = —2+5b,
et le report dans (3) donne une équation satisfaite
pour tout b € Z.

m a) Essayer, & partir d’'une des deux équations, d’ex-
primer une inconnue en fonction de l'autre, puis re-
porter dans 'autre équation. Se rappeler qu’un élé-
ment T de Z/nZ est inversible si et seulement si
x An=1.

b) Méme méthode que pour a).

¢) Dans cet exemple, comme aucun coefficient de x
ou y n’est premier avec 60, essayer d’éliminer x ou y
par combinaison d’équations.

E Calculer a(ba — 1).

a) Si ab € D il existe ¢ € A\ {0} tel que (ab)c = 0,
et séparer en cas : bc # 0, bc = 0.

b) Sia € D, il existe c € A\ {0} tel que ac = 0 et
séparer en cas : ab # 0, ab=0.

a) Immédiat.

b) Montrer que A* (resp. B*) est un groupe pour
la loi -, en revenant aux définitions et montrer que
f* est un morphisme de groupes.

a) Revenir & la définition d’un sous-anneau d’un an-
neau.

b) Revenir & la définition d’un idéal d’un anneau.

m a) Evident.

b) 1) Raisonner par I'absurde et, si u = (un)nen en-
gendre I, montrer que les u, sont tous non nuls et

envisager w = (\/M)neN'

2) Construire u = (up)nen, ¥ = (Un)nen € A telles
que:uv =0, u &I, v¢l,en séparant les roles de
n pair, n impair.

3) Considérer, par exemple, I’ensemble J des suites
mixées d’une suite de termes d’indices pairs tendant
vers 0 et d’une suite de termes d’indices impairs bor-
née.

¢) Immédiat. On obtient : v/I = I.

v3: (1)) Remarquer qu'il s’agit du carré de z* + 2 + 1.

Examiner tous les cas : =0, +1, +2...

(a—3)Aa =1 et utiliser le théoreme

vJivH Revenir a la définition d’un idéal d’un anneau puis
a la définition d’un idéal premier d’un anneau.

vAik) 1) Montrer que, si I (resp. I’) est un idéal de A
(resp. A’), alors I x I’ est un idéal de A x A’.

2) Réciproquement, soit J un idéal de A x A’. Consi-
dérer les deux projections I, I’ de J :

I={zeA;3 €A, (z,2))e ]},

I'={a'€A;3zec A, (z,2)e]}.

Montrer que I (resp. I') est un idéal de A (resp. A’)
et que J=1x1I".

Soit (m,n) € (N*)2. Supposer qu’il existe un isomor-
phisme d’anneaux f : Z™ — Z™. Alors, les solu-
tions d’une équation dans Z™ doivent correspondre
aux solutions de la méme équation dans Z". Envi-
sager, par exemple, les idempotents, c’est-a-dire les
solutions de I’équation z2

=uzx.
a) Récurrence sur n.

b) Raisonner par ’absurde. Envisager un générateur
a du groupe multiplicatif (Z/2"Z)*, montrer que «
est impair et utiliser le résultat de a).

Utiliser la formule donnant I’indicateur d’Euler d’un
entier a 'aide de la décomposition primaire de cet
entier.

Montrer d’abord que Z est un anneau, cf. exer-
cice 2.1.

Soit x € Z. 1l existe y € A tel que : x = xyx. Noter
z = yxy. Montrer : z =zzzx, zy € Z, z€ Z.

Wkl 11 existe a € A\ {0}.
Considérer : I, = a"A = {a"z; x € A} (n € N¥).
11 existe p,q € N* tels que : p < q et I, = I4.
Il existe b € A tel que : a? = a%b.
Déduire : a(a?"P~1b) = 14.
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L’ensemble A = RF est un anneau pour les lois usuelles et 'ensemble B = C*°(R, R) est
un sous-anneau de A, car, d’apres le cours sur la dérivation : (z — 1) € B, si f, g sont
dans B, alors f — g et fg sont dans B, donc B est un anneau.

374 Contre-exemple : A = (Z/2Z)?, qui est un anneau a quatre éléments, qui sont
(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1), et il est clair que chacun de ces ces quatre éléments vé-
rifie I’équation proposée.
D’abord, M,,(R) est bien un anneau pour I’addition et la multiplication, d’apres le cours.

On a, d’apres le cours : I, € T, s(R), et, si A, B sont dans T, s(R), alors A — B et AB
y sont aussi, donc T, s(R) est un sous-anneau de M, (R).

La condition VYo € A, Vf € I, ¢f € I n’est pas satisfaite, par exemple, pour ¢ : x — x m
et f:xz— 1.

Il est clair que A est un anneau (sous-anneau de R¥) et, par opérations sur les suites
convergentes, on a : (0) € I, et, pour toutes v,w € I et touteu € A, v—w € I et uwv € I,
donc I est un sous-anneau de A.

S’il existait un isomorphisme d’anneaux f : C[X] — R[X], alors, en considérant le po- m
lynéme P = f(i) € R[X], on aurait :

P?1=(f(i))"+1=f(i)f(i)+f(1)=f(i-i+1)=[(0)=0,
contradiction.

Il est clairque 0 =0+0€ I+ Jet,pourtousac A, z,2’ €¢I+ J,ilexisteuec I, v € J,
vel,vedJtlsquezx=u+veta =uv +v,dotz—2'=(@u—-u)+w—-v)el+J
etar=au+avel+J.

Si n est premier, alors, d’apres le cours, Z/nZ est un corps, donc est un anneau intégre.

Sin n'est pas premier, alors il existe a,b € Ntelsque: 1 <a<n, 1<b<mn, n=ab,
etonadonca#0, b#0, ab=7n =0, donc 'anneau Z/nZ n’est pas inteégre.

Contre-exemple : a = b = 2, donc ¢(a) = p(b) = 1, mais ab =4 et p(ab) =2 # 1. m

+bv2
Il Par exemple, ’ensemble V2) = a—; a,b,c,d) € Q*, (¢,d 0,0) ¢ est un
[ 2.10) p QW) = {E s @b e d) €@, () £ (0,0)) o
sous-corps de R, distinct de Q et de R.
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Corrigés des exercices

e Ona: ZCAetleZ

« On a, pour tout (x,y) € Z2 :
VYa € A,

donc:z+y€ Z.

e On a, pour tout z € 7 :

a(z+y) =ax+ ay = za + ya = (z + y)a,

Va € A, a(—z) = —azx = —za = (—x)a,
T —x € Z.
« On a, pour tout (z,y) € Z2 :
Va € A, a(zy) = (az)y = (zva)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a,
donc : zy € Z.

donc

On conclut : Z est un sous-anneau de A.

Remarque : 1l en résulte que Z (muni des lois induites par
celles de A) est lui-méme un anneau, avec le méme neutre
que A pour la multiplication.

a) D’aprés le cours, A est un anneau pour les lois usuelles,
addition et multiplication.

b) « Onale€ B et, pour toutes f,g € B :
f+g9€eB, —f€B, fgeB.
On conclut : B est un sous-anneau de A.
e Si B était un idéal de A, puisque 1 € B, on aurait B = A,
contradiction car, par exemple, 'application z — ’x — %’
est élément de A mais non de B.
On conclut : B n’est pas un idéal de A.
c¢) « Onao0é€I et, pour toutes f,ge I et he€ A :
f—g€l et hfel,
car : (f —9)(0) = f(0) — g(0) =0
et : (hf)(0) = h(0)f(0) = h(0)0 = 0.
On conclut : I est un idéal de A.
e Comme 1 ¢ I, I n’est pas un sous-anneau de A.

d) « Onal¢ E,car1¢ 1 et EC I, donc E n’est pas un
sous-anneau de A.

e Considérons f,h:[0;1] — R définies par :
h:z+— V1—xa.
Il est clairque: f € FE et he A.

Mais hf : © — x+/1 — x n’est pas dérivable en 1, donc :
hf ¢ E.

On conclut : E n’est pas un idéal de A.

frxr—

Notons (S) le systéme proposé et S I’ensemble des solutions

de (8S).
a) e Ona: z=1 [2] <= (3a€Z, x=1+2a).

e Puis, poura €7Z:

=2 [3] <= 1+2a=2 [3] < 2a=1 [3]
—2a=-1 [3] <= a=-1 [3]
< (Ib€Z, a=—-1+3b).
On obtient :  =14+2a =1+ 2(—1+ 3b) = —1 + 6b.
e Puis, pour be Z:
=3 5] <= —14+6b=3 [5] < 6b=4 [5]

< b=-1 [5] < (Ic€Z, b=-1+5c).

ad

Ainsi :
(S) <= 3c€Z, z=-146(—1+5c)=—-7+30c.

On conclut : S:{—7+3OC;CEZ}.
b) Si x convient, alors, puisque x = 1 [6], = est impair, et,
puisque x =4 [10], = est pair, contradiction.

On conclut : §=02.
c) o Ona: 2=7 (18] < (Ja€Z, z=7+18a).
e Puis, poura € Z :

z=1 [30] <= T+ 18a

=1 [30] «= 18a=—6 [30]
<~ 3a=-1 [5]

<~ 2-3a=-2 [5]
2A5=1

< a=-2 [5] < (IbE€Z, a=—-2+5b).
On obtient :
=T+ 18a =7+ 18(—2 + 5b) = —29 + 90b.
e Puis, pour b€ Z:
x =16 [45] <= —29+490b =16 [45]
< 90b=45 [45] <= 2b=1 [1],
vrai pour tout b € Z.
(S) « (3beZ, z=-29+90b).
On conclut : 82{729+90b;b€Z}.

Notons (S) le systéme proposé et S I’ensemble des solutions
de (S).
a) Puisque 2A 13 =1, 2 est inversible dans Z/13Z.

Ainsi :

De plus, comme 2-7 =14, on a : 2.7=1.
Ainsi, dans la premiere équation de (S) :
Qr4+3y=4 < TQz+3y)=7-1
< x+ﬁy:§§ <~ x:§+gy.
Puis, en reportant dans la deuxiéme équation de (S) :
324+2y=5 < 3(2+5y)+2y=5

25



Chapitre 2 — Anneaux, arithmétique

26

b) Puisque 7 A 18 = 1, 7 est inversible dans Z/18Z.
De plus, comme 7-5=35,ona: 7- (,g) =T.
Ainsi, dans la premiére équation de (S) :
Iz+7y=1 < —-B5@z+7y)=(-5)-1

< - §6$ — §By = _3

“— —2z4y=-5 < y=2x-05.

Puis, en reportant dans la deuxi¢me équation de (S

=

Sz+2y=2 < 52+2Q22-5)=2 — 9z=12
= 2.92=2.12 « 182=24 «— 0=56

impossible.

On conclut : S = @.

¢) Essayons d’éliminer z ou y par combinaison d’équations.

On a, en combinant avec les coefficients indiqués :
3z+10y=9 [-2||5

)9~ - | A =
Ba+dy= 511-1

692z =27 (3)

©)

16y =36 (4).
EnnotantX,YGZtelsquex:)?,y:?,ona:
(4) <= 46Y =36 [60] < 23Y =18 [30]

— 7Y =12 [30] — 13-7Y =156 [30]
13A30=1,7-13=91

<« Y =6 [30] < yc {6,36}.

* Pour y =6 :
§:c+66:§ 32=0
(S) < < __ N = < P
15x+24 = 152z =—-15=45
— 32=9 < 3X =9 [60]
— X =3 [20] < z e {3,23,43}.
*Poury:gé:
§z+§6\():§ 3z=9
(S) <= . —

Bz+144=9 152 = —135 = 45,

et on finit comme ci-dessus.

On conclut : S = {3,23,43} x {6,36}.
Calculons a(ba — 1) :
a(ba—1)=a(ba) —a=(ab)a—a=a—a=0.
=1
D’apres ’hypothése de 1’énoncé, il en résulte :
a=0 ou ba—1=0.

Sia=0,alors 1 =ab=0b=0 puis ba =0=1.
Sinon, on a ba — 1 = 0 donc ba = 1.

a) Supposons ab € D.

On a alors, par définition de D : ab # 0,
donc nécessairement a # 0 et b # 0.

Par hypothese, il existe ¢ € A\ {0} tel que (ab)c = 0.
Sibc#0,alors: a € A\ {0}, bce A\ {0}, a(bc)=0,

donc : a € D.
Sibc=0,alors: be A\ {0}, ce€ A\ {0}, bc=0,
donc: be D.

On conclut : @ € D ou b € D.
b) Supposons : a € D ou b € D.

Comme a et b ont des roles symétriques, on peut se ramener
a supposer, par exemple : a € D.

Il existe donc ¢ € A\ {0} tel que ac = 0.

Onaalors: c€ A\ {0} et (ab)c= (ac)b =0.

Siab# 0, alors: abe A\ {0}, ce A\ {0}, (ab)c=0,
donc : abe D C D U {0}.

abe D U {0}.

On conclut : ab € D U {0}.

Si ab =0, alors :

Notons 14 (resp. 15) le neutre de A (resp. B) pour la loi - .

a) Soit z € A*,

1l existe 2’ € A tel que : z2’ =2’z =14. On a :
f@)f(@) = f(za’) = f(1a) = 1B
f@)f(x) = f(@'z) = f(1a) = 1B,

: f(z) € B*.

F(A*) C B*.

b) Puisque f(A*) C B*, on peut considérer 'application

donc

Ceci montre :

ffi A — B*, z+— f(x),
restriction de f a A* au départ et & B* a I'arrivée.
1) Montrons que A* (resp. B*) est un groupe pour la loi -

e Ona:1y€ A% car 1glg =14.
o Soient x,y € A*. 1l existe z’,y’ € A tels que :

a2’ =2'x =14 et yy' =vy'y=14.

(zy)(y'z") = x(yy')a’ = zlaz’ =22’ =14

On a:
(y'a")@y) =y (@'z)y =y'lay =y'y = 14,
donc : zy € A.
e La loi - est associative dans A, donc dans A*.
e Soit x € A*.

1l existe ' € A tel que zz’ = 2’z = 14.

On a alors : 2’z = xa’ = 14, donc o’ € A*.
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Ceci montre que A* est un groupe pour la loi - de A.

En appliquant ce résultat a B a la place de A, on déduit que
B* est un groupe pour la loi - de B.

2) On a, pour tout (x,y) € (A*)? :
[ @y) = flzy) = f@)f(y) = 5 @) W),
donc f* est un morphisme de (A*,-) dans (B*,-).

On conclut que f* est un morphisme de groupes de A*
dans B*.

a) » Ona f(A)CB et 1= f(1a) € f(A).

o Soient u,v € f(A).

1l existe z,y € A tels que : u = f(z), v = f(y).
u—v=f(z) - fly) = flz—y) € f(A)
w = f(x)f(y) = f(zy) € f(A).

On conclut que f(A) est un sous-anneau de B.

On a alors : {

b) D’apres a), f(A) est aussi un anneau.

Soit I un idéal de A.

« Ona f(I)C f(A) et 0pa)=0p=f(04) € f(I).
e Soient u,v € f(I).

Il existe z,y € I tels que : u = f(z), v= f(y).
Onaalors: u—v = f(z) — f(y) = f(z —y) € FI).

e Soient u € f(I), z € f(A).
Il existe x € I, t € A tels que : u= f(x), z = f(t).
zu= f(t)f(z) = f(tz) € f(I).

On conclut que f(I) est un idéal de f(A).

a) 1) « A CRN et RV est un anneau pour les lois usuelles.
e« 1A
e Vu,v€A, (u+v€EA —u€A weA),

On a alors :

par propriétés des suites réelles bornées.
On conclut : A est un anneau pour les lois usuelles.

2) o I C A, car, si une suite converge vers 0, alors elle est
bornée.

« 0.
o Yu,v€el, u—v€l, car:

(un E)O et vp Eg()) == Up — Un Egﬁ.
e Ya€e A, Yuel,

((an)neN bornée et u, — 0) — anpun — 0.
noo noo

au € I, car:

I est un idéal de A.

b) 1) Nous allons montrer que I n’est pas principal, en rai-
sonnant par I’absurde. Supposons I principal.

On conclut :

Il existe u € I tel que : [ = Au.

Comme, par exemple v:( ) el
P pie, n + 1/neN ’

il existe a = (an)nen € A telle que v = au.

On a donc: Vn €N,

= AnUn,

n—+1
d’olt nécessairement : Vn € N, w, # 0.

Considérons w = (wn )nen définie par :

v €N, wp = /|tun].

Comme u,, — 0,0n a: wy, — 0,donc: w € I.
noo noo

11 existe donc b = (bn)nen € A telle que : w = bu. d’ou :
Vn €N, /|un|=bpun.
Vn €N, wun #0, on déduit :
1

Viun]’

donc : |bn| — + oo, contradiction avec (bn)nen bornée.
noo

Comme :

vn eN, |by|=

On conclut : I n’est pas principal.
2) Considérons u = (un)neN, v = (Un)nen définies par :
0 si n pair 1

Un = s Un =
1 si n impair 0

si n pair
si m impair.
Ona: ueA veA w=0€l, u¢l, ve¢l

On conclut : I n’est pas premier.

3) Considérons ’ensemble J des suites réelles u = (un)nen
telles que (u2n )nen soit bornée et que (u2n+1)nen converge
vers 0. Il est clair que J est un idéal de A (comme en a), et
que: I GJGA

On conclut : I n’est pas maximal.

¢) Soient u = (un)neny € A, p €EN*. On a :

wel <= v — 0 <= up, — 0 < uvwel
noo noo

On conclut : VI = 1.

Par commodité, pour tout = € Z, on note x la classe de =
modulo 13.

On remarque :
X8 42X6 4 3X4 4 2X2 41 = (X* + X2 4+1)2.
Puisque 13 est premier, Z/13Z est un corps, donc :
(1) = @*+22+1)2=0 < *+22+1=0.
Calculons, dans Z/13Z, 22, 2% puis z? + 22 +1:

z 0 +1 +2 +£3 +4 +5 +6
x? 0 1 4 -4 3 -1 =3
x4 0 1 3 3 —4 1 —4
222 +1 |1 3 8 0 0 1 —6

Ainsi: 2 +2°+1=0 < (m::l:3 ou m::l:4).

On conclut que 'ensemble S des solutions de (1) est :

S={-4,-3,3 4}.

e Montrons: (a—3)Aa=1.
Soit p un nombre premier tel que p | a et p | a — 3.
Alors, p|a—(a—3), donc p|3, p=3, 3|a, contradiction.

Ceci montre : (a —3) Aa=1.

27



Chapitre 2 — Anneaux, arithmétique

28

« D’ou, d’apres le théoreme d’Euler : (a — 3)#(®) =1 [a],
ou encore : (a — 3)(a —3)¥@~1 =1 [q],
Cest-a-dire : —3(a—3)9?( D1 =1 [q]

et on conclut : a | 3(a — 3)9"(‘1)*1 +1.

« Montrons que f~1(J) est un idéal de A.

% Onaf~Y(J)C Aet f(04) =0p € I,donc04 € f~1(J).
% Soient x,y € f~1(J). On a alors f(z) € J et f(y) € J,
done : [z —y) = f(z) - f(y) € Jy don =y e f(]).
% Soient a € A, z € f~1(J). On a alors f(z) € J, donc
faz) = f(a)f(z) € J, dou az € f~1(J).

On conclut que f~1(J) est un idéal de A.

« Soient x,y € A tels que xy € f~1(J).

Alors : f(z)f(y) = f(zy) € J, donc, puisque J est premier :
f(x)€J ou f(y)€J, puis: € f~1(J) ou ye f1(J).

On conclut que f~1(J) est un idéal premier de A.

1) Soient I un idéal de A, I’ un idéal de A’. Montrons que
I x I' est un idéal de A x A’.

. (0,0)eIxT.
® V(LL‘, .CC/), (yvy,) elx Ilv
(z,2") = (y,y') = (x —y, 2’ =y ) €I x I,
e Y(a,a')e Ax A, V(z,2") eI x I,
(a,a’)(z,2") = (azx,a’z’) € I x I'.
On conclut : I x I’ est un idéal de A x A’.
2) Réciproquement, soit J un idéal de A x A’.

Nous allons montrer qu’il existe un idéal I de A et un idéal I’
de A’ tels que : J =1 x I’. Notons

I=pry(J)={z€A;3a’ € A, (z,2") € J},
I'=pry(J)={a’' € A';3z€ A, (z,2/) €]}
a) Montrons que I est un idéal de A.
* 0 € I car 0 =pry(0,0) et (0,0) € J.
% Soit z,y € I. 1l existe z/,y’ € A tels que :
(z, 2"y € J et (y,y') € J
Ona: (z—y2' —y)=(z,2") - (y,9) € J,
donc: z—y€pry(J) =1

* Soient a € A, x € I. Il existe 2’ € A tel que (z,z') € J.
Ona: (ax,az’) = (a,a)(z,z’) € J,

ax € pry(J) =1.

Ceci montre que I est un idéal de A.

B) De méme, I’ est un idéal de A’.

donc :

7) On a : J C I x I'. En effet, pour tout (z,z’) € J,
on a x = pri(z,2') € I et 2/ = pry(z,2’) € I’, donc
(z,a")eIxT.

§) Montrons : I x I’ C J.
Soit (z,y') € I x I'.

Par définition de I et de I, il existe 2’ € A’, y € A tel que :
(z,2") e J et (y,¥) € J.

On a alors :
(2,0) = (1,0)(w,2") € J et (0,a") = (0,1)(w, ") € J,
donc : (z,2") = (,0) + (0,2") € J.

Ceci montre : I x I' C J.

On conclut qu’il existe un idéal I de A et un idéal I’ de A’
telsque: J =1 x1I'.

Finalement : les idéaux de A x A’ sont les I x I’, ot I est
un idéal de A et I’ un idéal de A’.
Soit (m,n) € (N*)2.

Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux f de Z™
dans Z™.

Considérons Sy, = {u € Z™; u? = u} et Sy, de méme.
e On a, pour tout u = (u1, ..., um) € Z™ :
U € Sm == u? =u <= (Vk € {1,...,m}, uj=uy)
<~ (Vke{l,..,m}, u,€{0,1}).
Sm = {0,1}™, et donc : Card (Sm) =2™.
o D’autre part, montrons : Card (Sy,) = Card (Sh).

Il en résulte :

Soit u € Sy,. Puisque f est un morphisme d’anneaux, on a :
(f(u))2 = f(u2) = f(u), donc: f(u) € Sn.

f(Sm) C Sn,

donc : Card (f(Sm)) < Card (Sn).

Comme f est un isomorphisme d’anneaux, on peut appliquer
le résultat précédent en échangeant les roles de m et n, et on
déduit : Card (Sm) = Card (Sp).

e Enfin: 2" = Card (Sy,) = Card (Sp) = 2",

Ceci montre :

donc : m = n.

Ceci établit que, s’il existe un isomorphisme de Z™ sur Z",
alors m = n.

Par contraposition, on conclut que les anneaux Z", pour
n € N* sont deux & deux non isomorphes.

a) Soit @ € Z impair. Montrons le résultat par récurrence
sur n.

e Pour n = 3, comme il existe b € Z tel que a = 2b + 1,
ona:

a? == (2+1)2 =4b? +4b+1
—4b(b+1)+1=1 [§]
——

pair

donc la propriété est vraie pour n = 3.
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« Supposons que, pour un n > 3 fixé, on ait 2" =1 [2™].
Il existe donc c € Z tel que : 2" =1 + 2™, d’out :

= (") = (14 c2m)?

=14 2c2" + %2

=142 (c+c22n )y =1 [2nF],

(n+1)—2 n—1
a? =a?

donc la propriété est vraie pour n + 1.

On conclut, par récurrence, que, pour tout n > 3,
n—2
a? =1 [2"].

b) Raisonnons par labsurde : supposons que le groupe

(z/2™7)* soit cyclique.

D’apres le cours, en utilisant I’indicateur d’Euler, on a :
Card ((Z/2"Z)*) = p(2") = 2" — 2"t = 2"~ L,

Il existe donc a € Z tel que, en notant avec un chapeau les

~ —1

classes modulo 2™, on ait : (Z/2"Z)* = {1, a, a2, ...,a2" }

et ces 2"~ 1 éléments sont deux & deux distincts.

Comme @& est inversible dans Z/2"Z, o est nécessairement

impair.

D’apres a), il en résulte a2 =1 [2"], donc a" 7 =Ten

contradiction avec les 27! éléments deux & deux distincts

ci-dessus.

On conclut, par ce raisonnement par ’absurde, que le groupe
(Z/2™7)* n’est pas cyclique.

N

Notons n = ]:[p:I la décomposition primaire de n (o
i=1
chaque 7; est > 1).

Alors, la décomposition primaire de n¥ est : n* = H p:’ )

et chaque r;k est > 1.
D’apres le cours sur 'indicateur d’Euler, on a donc :
il 1 N 1
Lp(n):nH(lf—) et go(nk):nkH(lf—),
=1 pi =1 pi

dott: p(n*) =nkF"t

Soit A un anneau régulier.

o(n).

D’apres l'exercice 2.1, le centre Z de A est un sous-anneau
de A, donc est un anneau.

Soit © € Z. Puisque A est régulier, il existe y € A tel que :
x = zyz. Considérons z = yxy. Nous allons montrer x = zzx
et z € Z, ce qui établira que Z est un anneau régulier.
1)On a: zzzx = z(yzy)z = (zyz)(yz) = z(yz) =

2) Montrons : zy € Z.

Soit a € A. Puisque x € Z et que la multiplication est asso-
ciative dans A, on peut déplacer le facteur x dans des pro-
duits, d’ou :

a(zy) = (ax)y = (za)y = z(ay) = (zyz)(ay) = zyzay,

(zy)a = z(ya) = (ya)z = (ya)(zyz)

= (y(ax)y)a: = J:(y(xa)y) = zyray.

Ceci montre : Va € A,

a(zy) = (zy)a,
donc : zy € Z.

8) Montrons z € Z. On a, pour tout a € A :

az = a(yzy) = (ay)(zy) = (zy)(ay)

TYyE

= axr =
yary TyeZ

ryya = rya = za.
z€Z vy wGZy Y

Ceci montre : z € Z.

Finalement : Vx € Z, 3z € Z, zzx =x.

On conclut : Z est un anneau régulier.

Soit a € A\ {0}.

Considérons, pour tout n € N* : I, = a"A = {a"z; z € A},
qui est I’idéal principal engendré par a™.

Par hypothese, A n’a qu’un nombre fini d’idéaux.
Il existe donc p,q € N* tels que :
On a:
donc il existe b € A tel que : a? = a%b.

Alors:  a?(14 —a?7Pb) =aP —a%b=0.

p<gq et I,=1I,
a? =aPly € I, =1y,

Comme a # 0 et que A est inteégre, il en résulte :
14 —a9~Pb = 0.

Notons ¢ = aq_p_lb, qui est correctement défini car
g—p—1€N, avec la convention a® = 14.

On a alors ac = 1, donc a admet un inverse.

Ceci montre que tout élément de A \ {0} admet un inverse,
et on conclut que A est un corps.
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- J_es matHhodlos

C\L f0,+0_VLLf ]

Pour manipuler des ma-
trices décomposées en
blocs

Essayer d’amener des combinaisons linéaires, des produits de matrices
décomposées en blocs.

- Exercices 3.1, 3.7, 3.19

— (et

Soient n € N*, A B,C,D € My,(K),
(o, B) € K2 tel que a # .

On note :

_ (al, 0 (A B
7= s) M=(e 5)
Montrer que M commute avec J si et

seulement si: B =0 et C' =0.

On a :
aly, 0 A B A B al, 0
mi=a = (9 51) (& 5)=(& 2) (% o)
aA aB\ _[(aA B
= \gc sp)~\ac pD
{aB:ﬁB {(a—ﬁ)B:O {B:O

< <
BC = aC (a=B)C =0 0.

Pour étudier le détermi-
nant d’une matrice car-
rée décomposée en blocs

la formule du cours : det (

Essayer de faire intervenir une matrice triangulaire par blocs et utiliser

a g) _ det (4) det (C)

pour des matrices carrées A et C.

= FExercice 3.18

—— (el

Soient A € GLy(K), B,C,D €
M, (K) telles que AB = BA. Montrer :

A B
det <C D)zdet(DA—BC).

On a, par produit par blocs :
A B\ (L. —-B\Y_ (A 0
C D 0 A ) \C DA-BC)’
d’ou, en passant aux déterminants :
A B I —-BY\ _ A 0
det(c D)det (0 A)—det (C’ DA—BC’)’

D’apres le résultat du cours sur le déterminant d’une matrice triangu-
laire par blocs, on a :

0 A

A 0
det (c DA - BC

Comme A est inversible, on a det (A) # 0, en simplifiant par det (A),

det (I" *B) — det (I) det (A) = det (A)

) = det (A) det (DA — BC).

on conclut :  det (A B) = det (DA — BC).

C D
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Essayer I'une des trois méthodes suivantes :

P
Pour déterminer les va-
leurs propres et les vec-
teurs propres d’un endo-
morphisme f d’'un K-ev
FE, ou d’une matrice car-
rée A de M,,(K)

e Revenir a la définition, c’est-a-dire résoudre I’équation
f(z) = Az,

d’inconnues A € K, z € E \ {0}.

A cet effet, on pourra raisonner par équivalences successives, ou
par analyse-synthese.

e Déterminer les valeurs propres de f, par exemple en formant
le polynéme caractéristique x¢ de f (si E est de dimension
finie), chercher les zéros de x 7, puis déterminer les sous-espaces
propres associés.

Si E est un ev de polyndmes, lors de la résolution de 1’équation
( f(P) = AP et P # 0), envisager le degré de P, ou des
polynémes P simples, ou des diviseurs simples de P.

Si E est un ev de fonctions, envisager 'intervention d’une équa-
tion différentielle.

o Faire intervenir la notion de polynéme annulateur, si f ou A
satisfait une équation simple.

w Exercices 3.2 &4 3.10, 3.13, 3.15 a 3.17

(=

On forme le polynoéme caractéristique x4 de A :

—5—A 4
Déterminer les vp et les SEP de la ma- xa(\) = (=1)° 6 5\
] 2 -5 4
trice carrée A = ( _, 5) € M2(R). =\ =25)+24=X2-1=A+1)(A-1),

donc les vp de A sont —1 et 1, c’est-a-dire Spg(A) = {—1, 1}, et chacune
de ces deux vp est d’ordre 1.

On a, pour tout X = (Z) € M2 1(R) :

X €SEP(A4,-1) < AX =-X

—br+4y = —x
— — T=Y,
—6x + 5y = —y

donc SEP (A,—1):vect((})) et dimSEP (4, 1) = 1,
X €SEP (A,1) <— AX =X

—Sr+4y==z
<~ — —6x+4y=0,
-6z +5y =y

donc SEP (A,1) = Vect ( (3

2)) et dimSEP (4,1) = 1.

Remarque : On verra, avec le vocabulaire du chapitre 4, que la matrice

carrée A est diagonalisable dans Ma(R).
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Déterminer les vp et les SEP de la ma-

trice carrée A = <(1) 1) € Mz (R).

La matrice A est triangulaire (supérieure) donc les vp de A se lisent
sur la diagonale, d’ott : Spp(A) = {1} et 1 est vp d’ordre 2 de A.

On a, pour tout X = (:;) € M21(R) :

rt+y==x
XGSEP(A,1)<=>AX:X<:>{ =y
Y=y

Il
L

donc SEP (A,l)zVect((é)) et dimSEP (4,1) = 1.

Remarque : On verra, avec le vocabulaire du chapitre 4, que la matrice

carrée A n’est pas diagonalisable dans Ma(R).

—— (el

On note

A:<8 (1)) B:<(1) 8)€M2(R)

et on considére I’application

f: Ma(R) — Ma(R), M +— AMB.

Vérifier que f est un endomorphisme de
I’espace vectoriel Ma(R) et déterminer
les valeurs propres et les sous-espaces
propres de f.

On a, pour tous a € R, M, N € Ma(R) :

f(aM + N) = A(aM + N)B=aAMB + ANB = af(M) + f(N),
donc f est un endomorphisme de I’espace vectoriel Ma(R).
1" méthode : utilisation de la définition des vp et des SEP d’un endo-
morphisme :

Soient A € R, M = (i Zt/) € M2(R) \ {0}. On a:

== () D6 Y )

t 0\ _ (A Ay _ _ _ _
(:)(O ())_()\z /\t><=>(t—)\z, )\y—)\z—)\t—O).

SiA#0,alorsy=z=1t=0, puis Ax =0, donc z = 0, dou M =0,
contradiction.
On obtient :  f(M) =AM <= (A=0 et t=0).

On conclut :
so(r) = (0} et sEP (10 = { (T 1) i) e},
et donc dim SEP (f,0) = 3.

2¢ méthode : utilisation de la matrice de f dans la base canonique
de MQ(R) N

Considérons la base canonique B = (E11, E12, E21, E22) de Ma(R),
définie par :

1 0 0 1 0 0 0 0
EH:(O 0),E12=(0 0),E21:(1 0>7E22:(0 1)-

On calcule les images des éléments de B par f et on obtient :
f(E11) =0, f(E12)=0, f(E21)=0, f(E22)=E.

0o 1

0 O

0 O

0 0

Puisque M est triangulaire (supérieure), les valeurs propres de M (qui

sont aussi celles de f) se lisent sur la diagonale :

Sp(M) = {0}
Enfin, SEP (M, 0) est le noyau de M, qui est ici engendré par les trois
premiers vecteurs de la base canonique de My 1(R), donc :

La matrice M de f dans B est donc: M =

o O oo
o O oo

SEP (f, 0) = Vect (E]_l, Eq2, E21).
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3¢ méthode : utilisation d’un polynome annulateur :

On remarque A% = 0, d’oi1, pour toute M € Ma(R) :

F2(M) = f(f(M)) = Af(M)B = A(AMB)B = A’MB? =0,
donc : f2 =0.
Le polynéme X? est annulateur de f, donc, d’aprés le cours, les vp de
f sont parmi les zéros de X2, c’est-a-dire : Sp (f) C {0}.
Enfin, on résout I’équation f(M) = 0, d’inconnue M € M2 (R), comme

dans la 1"¢ méthode.

\ J
N
/_m D’abord, il est clair que E est bien un ev et que T est bien une appli-
( cation de E dans E.
On note E = C*° (R, R) On a, pour tous a € R, f,g€ E :
et T:E— E, f+— f. T(af+g)=(af+9) =af +¢ =oT(f) + T(9),
Vérifier que T est un endomorphisme de donc T' € L(E).
I’espace vectoriel E et déterminer les va- Soit (A, f) ER X E.
leurs propres et les sous-espaces propres On a, par résolution d’une équation différentielle linéaire du premier
de T ordre sans second membre :
\ T(f) =M < f' = Af <= (3C€R, Vz €R, f(x)=Ce).
On conclut : Sp(f) =R
et, pour tout A € R, SEP (f, \) = Vect (ey),
ottey :R— R, z— e,
Dans cet exemple, le spectre de f est infini et chaque SEP de f est de
dimension finie égale & 1.
\ J
— G :
On a, pour tous a« € R, P,Q € E :
T(aP + Q) = (aP + Q)(0)X? = (aP(0) + Q(0))X?
On note £ — BIX) (0P +Q) = (@P + QUOX’ = (aP(0) + QO)X*
iy i, P — aP(OX? +QO)X? = af(P) + /(Q),
Vérifier T € L(E) et déterminer les va- done : T' € L(E).
leurs propres et les SEP de 7. Soit (A, P) € R x (E\ {0}) tel que T'(P) = AP, c’est-a-dire :
P(0)X2 = AP.
1
Si A # 0, alors P = XP(O)XQ, d’oli, en prenant la valeur en O,
P(0) = 0, puis P = 0, contradiction.
On a donc A = 0, puis P(0) = 0.
Réciproquement, on a, pour tout P € E :
T(P)=0 <= P(0)X2=0 <= P(0)=0.
On conclut : Sp(T) = {0}
et SEP (T,0) = {P € E; P(0) =0} = XR[X].
\ J
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Pour déterminer une
ou deux valeurs propres
manquantes, pour une
matrice carrée A

Penser & utiliser tr (A) et éventuellement tr (A42).

= FExercice 3.10

—{Ea)

On remarque rg (A) = 1, donc, par le théoréme du rang :

Déterminer (presque) sans calcul les

valeurs propres de la matrice carrée

dimKer (A) =3—-1=2.
Ceci montre que 0 est vp de A, d’ordre de multiplicité au moins 2.

Ainsi, A admet 0 pour valeur propre d’ordre au moins 2 et deg (x4) = 3,

111 donc x 4 est scindé sur R et il reste a calculer une troisiéme vp, notée A3,
A=(1 1 1] deMs(®). do A,
1 1 1
Comme la somme des vp de A, en comptant les ordres de multiplicité,
est égale a latracede A,ona:0+0+A3=14+1+1=3,
donc A3 = 3.
On conclut Spg(A) = {0(2), 3(1)} ou les nombres entre parenthéses
indiquent les ordres de multiplicité.
\. J
Méthode )
Par définition, le polyndéme caractéristique y 4 de la matrice carrée A
d’ordre n est donné, avec la variable A, par :
Pour calculer x4, le
polynéme  caractéris- xa(A) = (=1)"det (A — AL,) = det (AL, — A),
tique d’'une matrice
AeM,(K) et x4 est unitaire et de degré n.

Calculer le déterminant en essayant de privilégier les factorisations.

Essayer de se ramener, lorsque c’est possible, a des déterminants de
matrices triangulaires par blocs.
w Exercices 3.18, 3.23, 3.24

— (et

N
On a: A=Al B

X (A) = (=1)2"det (M — Alay,) = ‘

telles que A+ C = B+ D.
A B

polynémes de degré n.

Soient n € N*, A, B, C, D € Mu(R)

On note M = (C D) € Mz, (R).

Exprimer xps; comme produit de deux

C D - )1,
En faisant, pour tout ¢ € {1,...,n}, L; +— L; + L;4n, ce qui revient,
en lignes de blocs, a faire Ly «— L1 + Lo, on a :

A—-AI, B _[A+C =Xl B+D-XI,
C D —X\I,| C D —-XI, |’

Puis, en faisant, pour tout j € {n+1,...,2n}, C; +— C; — Cj_,, ce

qui revient, en colonnes de blocs, a faire Cy «— C2 — C1, on obtient :

A4+C—-AL, B+D-AL,| [A+C -, 0
c D -1, | C D—-C -\,
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|

Enfin, comme il s’agit maintenant du déterminant d’une matrice trian-
gulaire par blocs, on conclut :
xm(A) =det (A+ C = Alp)det (D — C = Aln) = xatc(A)xD-c(N),

ce qui exprime xps comme produit de deux polynoémes de degré n.

Pour étudier les valeurs
propres réelles d’une
matrice A € M,,(R)

Vs

Penser éventuellement a faire intervenir des arguments issus de I’ana-
lyse, en particulier le théoreme des valeurs intermédiaires, sur le po-
lynéme caractéristique de A ou sur un polyndéme annulateur de A.

w FExercice 3.24

—— (e

Raisonnons par I’absurde : supposons : A% + A2 +13 = 0.

Soit A € M3(R).

Montrer :

A8+ A% £ 13 #£0.

Le polynéme P = X8 + X2 + 1 est donc annulateur de A.

D’aprés le cours, les valeurs propres de A sont donc parmi les zéros
de P.

Mais : VeeR, Pz)=2%+22+1>0,
donc P n’a pas de zéro réel.

Il en résulte que A n’a pas de valeur propre réelle.

Ve

D’autre part, le polynéme caractéristique x 4 de A est une application
continue de R dans R, est unitaire et de limite —oo en —o0, +00 en
+00.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, x 4 admet donc au
moins un zéro réel, contradiction.

On conclut : A% + A2 +15 # 0.

Pour étudier une ma-
trice carrée satisfaisant
une équation

Penser a faire intervenir la notion de polynéme annulateur.

w Fxercice 3.21

—{Eam)

Le polynéme P = X2 — 4X + 3 est annulateur de A et on a :

Soit A € M5(C) telle que :

A2 444315 =0 et tr(A)=09.

P=(X—1)(X-3),
donc, d’aprés le cours : Spc(A) C {1,3}.
Notons « (resp. 3) 'ordre de multiplicité de la vp 1 (resp. 3) de A, avec
la convention aw = 0 si 1 n’est pas vp de A.

Déterminer les valeurs propres de A et Puisque x4 est scindé sur C, on a, d’aprés le cours, o + 8 = 5 (ordre

leurs ordres de multiplicité.

de A) et d’autre part : al 4 83 =tr(A) =9.
On déduit : a=3, B=2.

On conclut : les vp de A sont 1 (d’ordre 3) et 3 (d’ordre 2).
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Méthode

Pour déterminer le

polynéme

tique

d’une

caractéris-
matrice-

compagnon

On a :
a — A 1 0
xa\) = (=1)3| a2 XA 1| L3+— L3+ ALa+ ML,

as 0 -

ai — A 1 0

= — as -2 1

a3 + as\ + (a1 — )\))\2 0 0

= —(as +azh +arn? - 2% | 1 ‘1)‘

=A% — 1A% — az\ — as.

Méthode

Pour obtenir des rensei-
gnements, par exemple
sur la trace ou le déter-
minant, d’une matrice

A de M, (K), lorsqu’on
dispose d’un polynoéme
P annulateur de A

Le polynéme P = X2 — 5X 4 6 est annulateur de A, et on a :
P=(X-2)(X-3),
donc, d’aprés le cours : Spg(A) C {2,3}.

Notons o (resp. 8) 'ordre de multiplicité de la vp 2 (resp. 3) de A, avec
la convention a = 0 si 2 n’est pas vp de A.

Puisque x4 est scindé sur C, on a :
a+pB=n et tr(A)=2a+30.
Dot: tr(A)=2a+38<3a+38=3(a+p)=23n.
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7

Pour étudier des po-
lynémes de matrices

carrées, lorsqu’inter-
vient la notion de
polynoémes premiers
entre eux

Penser a utiliser le théoreme de Bézout ou le lemme de décomposition
des noyaux.

()

Soient n € N*, A € M, (R) telle que

A3+ A+1,=0.

Montrer que la matrice carrée

A3+ A% 41,

est inversible.

1" méthode : utilisation du théoréme de Bézout :

Les polynomes P = X3+ X +1 et Q = X3+X2+1 de C[X] n’ont pas de
zéro commun, car, pour tout z € C,si 234+2z4+1=0et 224+224+1=0,
alors, par différence, 22 = z, donc z = 0 ou z = 1, contradiction avec
2 4+z24+1=0.

Puisque P et @ sont scindés sur C, il en résulte alors que P et @ sont
premiers entre eux.

D’apres le théoréme de Bézout, il existe donc U,V € C[X] tels que :
UP+VQ@=1

On déduit : U(A)P(A)+V(A)Q(A) =1,,

puis, comme P(A) = 0 et Q(A) = A3 + A2 + 1, on conclut que

A3 4+ A? +1,, est inversible.

2¢ méthode : utilisation du noyau d’une matrice :

Soit V' € My,,1(C) telle que : (A3 + A2 +1,,)V = 0, c’est-a-dire :
A3V 4+ A2V +V =0.

Comme A3 + A+1, =0, 0on a A3V + AV +V =0, et on déduit, par
différence, A2V = AV.
Ensuite : A3V = A(A%V) = A(AV) = A%V = AV,

1
puis : 2AV +V =0, AszEV7
1 1 1\2
SN 2y, _ — e — =( == E

o s A%V = A( 2v) SAV (-5)v

1 1
donc —=V = =V, et enfin V =0.

2 4

Ceci montre Ker (A) = {0}, donc, puisque A est une matrice carrée, on

conclut que A est inversible.






