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Pour bien utiliser cet ouvrage
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La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thèmes abordés dans les exercices,
ainsi qu’un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.
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Les méthodes à retenir

Cette rubrique constitue une synthèse
des principales méthodes à connaître,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.
Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.
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Vrai ou Faux ?

Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours.

Énoncés des exercices
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Énoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s’entraî-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 à 4.

Du mal à démarrer ?
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Du mal à démarrer ?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.
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Corrigés des exercices
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Vrai ou Faux, les réponses

Chaque affirmation vraie est justifiée
par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-
duction d’un contre-exemple explicite.

Corrigés des exercices
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Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
çon détaillée.
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Thèmes abordés dans les exercices
• Établir une structure de groupe, de sous-groupe
• Calculs dans un groupe
• Manipulation des morphismes de groupes, endomorphismes

d’un groupe, isomorphismes de groupes, automorphismes
d’un groupe

• Intervention de la finitude dans les groupes.

Points essentiels du courspour la résolution des exercices
• Définition et propriétés de la structure de groupe, de sous-

groupe, de sous-groupe engendré par une partie
• Produit d’un nombre fini de groupes
• Sous-groupes de (Z,+)

• Définition et propriétés des morphismes de groupes, endo-
morphismes d’un groupe, isomorphismes de groupes, auto-
morphismes d’un groupe

• Noyau, image d’un morphisme de groupes
• Définition d’un groupe monogène, d’un groupe cyclique,

groupes Z/nZ , classification des groupes monogènes
• Éléments d’ordre fini dans un groupe, ordre d’un tel élé-

ment.

1



Chapitre 1 – Groupes

Les méthodes à retenir
Pour montrer qu’un en-
semble G muni d’une loi
interne · est un groupe

Essayer de :

• revenir à la définition de la notion de groupe
• montrer que G est un sous-groupe d’un groupe connu.

Méthode

Soient X un ensemble non vide, G l’en-
semble des bijections de X dans X. Mon-
trer que G est un groupe pour la loi de
composition ◦.

Nous allons montrer que G est un groupe pour la loi ◦ en revenant à
la définition d’un groupe.
• On a G �= ∅, car IdX ∈ G.
• Soient f, g ∈ G. Puisque f et g sont bijectives de X dans X, d’après
le cours, par composition, g◦f est bijective de X dans X, donc g◦f ∈ G.
• La loi ◦ est associative, en particulier dans G.
• Soit f ∈ G. Puisque f est bijective de X dans X, d’après le cours,
f−1 existe et est bijective de X dans X, donc f−1

∈ G.
Ainsi, tout élément de G admet un symétrique pour la loi ◦ dans G.

On conclut : G est un groupe pour la loi ◦.

Exemple

Soit n ∈ N∗.
On note G l’ensemble des matrices
de Mn(R) triangulaires supérieures et à
termes diagonaux tous > 0.
Montrer que G est un groupe pour la
multiplication.

Nous allons montrer que G est un groupe pour la multiplication en
montrant que G est un sous-groupe du groupe GLn(R).
• On a G �= ∅, car In ∈ G.
• Pour toute A ∈ G, A est triangulaire supérieure à termes diagonaux
tous non nuls, donc, d’après le cours, A est inversible.
Ainsi : G ⊂ GLn(R).
• Soient A,B ∈ G. Puisque A et B sont triangulaires supérieures,
d’après le cours leur matrice produit AB est triangulaire supérieure et
les termes diagonaux de AB sont les produits des termes diagonaux de
A par ceux de B (à la même place), donc sont tous > 0, d’où AB ∈ G.
• Soit A ∈ G. Puisque A est triangulaire supérieure à termes diago-
naux tous non nuls, d’après le cours A−1 est aussi triangulaire supé-
rieure et les termes diagonaux de A−1 sont les inverses de ceux de A
(à la même place), donc sont tous > 0, d’où A−1

∈ G.

Ceci montre que G est un sous-groupe du groupe GLn(R), et on conclut
que G est un groupe pour la multiplication.

Exemple

Pour montrer qu’une
partie H d’un groupe G
est un sous-groupe de G

Essayer de :

• revenir à la définition de sous-groupe
• montrer que H est le sous-groupe engendré par une certaine

partie de G, ou montrer que H est une intersection de sous-
groupes de G

Méthode

2



Les méthodes à retenir

• montrer que H est l’image directe ou l’image réciproque d’un
sous-groupe d’un groupe par un morphisme de groupes.

➟ Exercices 1.3, 1.4, 1.6, 1.13

Soit G un groupe noté multiplicative-
ment.
On définit le centre C(G) du groupe G
par :

C(G) =
{
x ∈ G ; ∀a ∈ G, ax = xa

}
.

Montrer que C(G) est un sous-groupe
de G.

Nous allons montrer que C(G) est un sous-groupe de G en revenant à
la définition d’un sous-groupe.
• D’abord, il est clair que C(G) est inclus dans G.
• On a : ∀a ∈ G, ae = a = ea, donc : e ∈ C(G).
• Soient x, y ∈ C(G). On a :

∀a ∈ G, a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x(ya) = (xy)a,

donc : xy ∈ C(G).
• Soit x ∈ C(G). On a, pour tout a ∈ G :

ax−1 = (x−1x)(ax−1) = x−1(xa)x−1 = x−1(ax)x−1 = x−1a,

donc : x−1
∈ C(G).

Ou encore :
ax = xa =⇒ x−1(ax)x−1 = x−1(xa)x−1 =⇒ x−1a = ax−1.

On conclut : C(G) est un sous-groupe de G.

Exemple

Soit n ∈ N∗. On note :

SLn(C) =
{
M ∈ Mn(C) ; det(M) = 1

}
.

Montrer que SLn(C) est un sous-groupe
de GLn(C) pour la multiplication.

Nous allons montrer que SLn(C) est un sous-groupe de GLn(C) en
faisant apparaître SLn(C) comme image réciproque d’un sous-groupe
par un morphisme de groupes.
Considérons l’application f : GLn(C) −→ C∗, M �−→ det (M),

qui est correctement définie car : ∀M ∈ GLn(C), det (M) ∈ C∗.

D’après le cours, GLn(C) est un groupe pour la multiplication (des
matrices) et C∗ est un groupe pour la multiplication (des nombres
complexes).
L’application f est un morphisme de groupes car, pour tout couple
(M,N) ∈

(
GLn(C)

)2 :
f(MN) = det (MN) = det (M)det (N) = f(M)f(N).

Par définition de SLn(C), on a : SLn(C) = f−1({1}).

Il est clair que {1} est un sous-groupe de C∗.
Ainsi, SLn(C) est l’image réciproque d’un sous-groupe par un mor-
phisme de groupes.

D’après le cours, on conclut que SLn(C) est un sous-groupe de GLn(C).

Exemple

Pour effectuer des
calculs dans un groupe

Utiliser la définition de la notion de groupe : associativité, existence
du neutre, existence des symétriques.

➟ Exercices 1.1, 1.2, 1.5

Méthode

3



Chapitre 1 – Groupes

Soient (G, ·) un groupe, e son neutre,
a, b ∈ G tels que : ab = b2a.

Montrer : a3b = b8a3.

Calculons a3b en faisant passer les b vers la gauche de l’écriture, par
étapes successives :

a3b = a2(ab) = a2(b2a) = a(ab)ba = a(b2a)ba = ab2(ab)a

= ab2(b2a)a = (ab)b3a2 = (b2a)(b3a2) = b2(ab)b2a2 = b2(b2a)b2a2

= b4(ab)ba2 = b4(b2a)ba2 = b6(ab)a2 = b6(b2a)a2 = b8a3.

Exemple

Pour montrer qu’une ap-
plication :

f : G −→ G′

est un morphisme de
groupes

Après avoir vérifié que G et G′ sont bien des groupes et que f est
correctement définie, revenir à la définition, c’est-à-dire montrer :

∀(x, y) ∈ G2, f(xy) = f(x)f(y).

➟ Exercices 1.10, 1.13

Méthode

Soit (G, ·) un groupe commutatif.
Montrer que l’application

f : G −→ G, x �−→ x2

est un morphisme de groupes.

On a, pour tout (x, y) ∈ G2 :

f(xy) = (xy)2 = (xy)(xy) = x(yx)y

= x(xy)y = (xx)(yy) = x2y2 = f(x)f(y),

donc f est un morphisme de groupes.

Bien remarquer que l’on a utilisé la commutativité de la loi, en rem-
plaçant yx par xy.

Exemple

Pour montrer que deux
groupes ne sont pas iso-
morphes

Raisonner par l’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
l’un dans l’autre, et amener une contradiction.

Méthode

Montrer que les groupes additifs Q et Z
ne sont pas isomorphes.

Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe un isomorphisme de
groupes f de (Q,+) sur (Z,+).
Nous allons utiliser le fait que l’équation x+ x = 1 admet une solution
dans Q mais n’admet pas de solution dans Z.
Notons a = f−1(1).

On a a

2
∈ Q et : 2f

(a

2

)
= f

(a

2

)
+ f

(a

2

)
= f

(a

2
+

a

2

)
= f(a) = 1,

donc 1

2
= f

(a

2

)
∈ Z, contradiction.

Exemple
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Vrai ou Faux ?

Vrai ou Faux ?
1.1 On note, pour tout (a, b) ∈ R∗ × R : fa,b : R −→ R, x �−→ ax+ b.

L’ensemble G = {fa,b (a, b) ∈ R∗ × R} est un groupe pour la loi ◦.
V F

1.2 (2Z)× (3Z) est un sous-groupe de Z× Z pour l’addition. V F

1.3 La réunion de deux sous-groupes H,K d’un groupe G est toujours un sous-groupe de G. V F

1.4 L’intersection de deux sous-groupes H,K d’un groupe G est toujours un sous-groupe
de G.

V F

1.5 Pour n ∈ N∗ fixé, l’ensemble G des matrices de Mn(C) triangulaires supérieures et à
termes diagonaux tous non nuls est un sous-groupe de GLn(C).

V F

1.6 Si deux éléments a, b d’un groupe (G, ·) vérifient ab = ba, alors a2b−1 = b−1a2. V F

1.7 On a, pour tous groupes (G, ·), (G′, ·), tout morphisme de groupes f : G −→ G′, et tout
x ∈ G : f(x−1) =

(
f(x)

)−1
.

V F

1.8 L’application f : (Z/3Z, +) −→ (Z/4Z,+), x̂ −→ x̃ est un morphisme de groupes. V F

1.9 Dans tout groupe fini (G, ·), si deux éléments x, y de G commutent et sont d’ordres finis,
alors xy est d’ordre fini.

V F

1.10 Les groupes multiplicatifs Q∗ et R∗ sont isomorphes. V F
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Chapitre 1 – Groupes

Énoncés des exercices
1.1 Calculs dans un groupe

Soient (G, ·) un groupe, e son neutre, a, b ∈ G tels que : ab = ba2 et ba = ab2.

Montrer : a = b = e.

1.2 Calculs de puissances dans un groupe

Soient G un groupe, a, b ∈ G, n ∈ N∗ tels que : bna = ab.

a) Montrer : ∀k ∈ N, bkna = abk.

b) En déduire : ∀p ∈ N, bn
p

ap = apb.

1.3 Exemple de sous-groupes d’un groupe-produit

Soient G,G′ deux groupes, H (resp. H ′) un sous-groupe de G (resp. G′).
Montrer que H ×H ′ est un sous-groupe de G×G′.

1.4 Centralisateur d’une partie dans un groupe

Soit (G, ·) un groupe, de neutre noté e.
Pour toute partie A de G, on appelle centralisateur de A dans G la partie, notée C (A)
de G définie par : C (A) =

{
x ∈ G ; ∀a ∈ A, ax = xa

}
.

a) Vérifier que, pour toute partie A de G, C (A) est un sous-groupe de G.

b) Montrer, pour toutes parties A,B de G :

1) A ⊂ B =⇒ C (A) ⊃ C (B)

2) A ⊂ C
(
C (A)

)

3) C (A) = C (< A >)

4) C
(
C
(
C (A)

))
= C (A).

1.5 Exemple de groupe à 4 éléments

Soient (G, ·) un groupe, e son neutre, x, y ∈ G tels que :
x2 = e, y2 = e, xy = yx, x �= e, y �= e, x �= y, xy �= e.

a) Déterminer le cardinal du sous-groupe H engendré par {x, y}.
b) À quel groupe usuel H est-il isomorphe ?

1.6 Caractérisation des sous-groupes parmi les parties finies d’un groupe

Soient G un groupe, e son neutre, A une partie finie de G. Montrer que A est un sous-
groupe de G si et seulement si : e ∈ A et

(
∀(x, y) ∈ A2, xy ∈ A

)
.

1.7 Somme des caractères d’un groupe fini commutatif

Soient (G, ·) un groupe fini commutatif, ϕ : (G, ·) −→ (C∗, ·) un morphisme de groupes
autre que l’application constante égale à 1. Montrer :

∑

g∈G

ϕ(g) = 0.

6



Énoncés des exercices

1.8 Images directes et images réciproques de sous-groupes d’un groupe
par un morphisme de groupes

Soient G,G′ deux groupes commutatifs, f : G −→ G′ un morphisme de groupes.

a) Montrer, pour tout sous-groupe H de G : f−1
(
f(H)

)
= H + Ker (f).

b) Montrer, pour tout sous-groupe H ′ de G′ : f
(
f−1(H ′)

)
= H ′ ∩ Im (f).

1.9 Commutation dans un groupe
Soient G un groupe, n ∈ N \ {0, 1}.
On suppose que l’application f : G −→ G, x �−→ xn est un morphisme surjectif de
groupes.
Démontrer : ∀(x, y) ∈ G2, xn−1y = yxn−1.

1.10 Morphismes de groupes de Sn dans Z/NZ
Soient n ∈ N \ {0, 1}, N ∈ N impair.
Montrer que le seul morphisme de groupes de Sn dans Z/NZ est l’application nulle.

1.11 Condition suffisante pour qu’un groupe fini soit abélien
Soient G un groupe fini, e le neutre de G. On suppose qu’il existe un endomorphisme de

groupe f : G −→ G tel que :





∀t ∈ G, f ◦ f(t) = t

∀u ∈ G,
(
f(u) = u =⇒ u = e

)
.

a) Montrer : ∀x ∈ G, ∃ t ∈ G, x = t
(
f(t)

)−1
.

b) En déduire : ∀x ∈ G, f(x) = x−1.

c) Montrer que G est abélien.

1.12 Sous-groupes d’un groupe infini
Montrer que tout groupe infini admet une infinité de sous-groupes.

1.13 Ensemble des éléments d’ordre impair d’un groupe abélien
Soient (G,+) un groupe abélien, 0 son neutre.
On note A l’ensemble des éléments de G d’ordre fini impair.

a) Montrer que A est un sous-groupe de G.
b) Montrer que l’application f : x �−→ 2x est un morphisme injectif du groupe A dans
lui-même.

7



Chapitre 1 – Groupes

Du mal à démarrer ?
1.1 Calculer ab2a de deux façons, et déduire ab2 = e.

1.2 a) Récurrence sur k.

b) Récurrence sur p, en utilisant le résultat de a)
pour transformer bn

p
na en abn

p
.

1.3 Revenir à la définition d’un sous-groupe d’un
groupe.

1.4 a) Revenir à la définition de sous-groupe.
b) 1) Utiliser la définition.
2) Évident.
3) � C (< A >) ⊂ C (A) par 1).
� Soit x ∈ C (A). Montrer A ⊂ C ({x}),
puis < A >⊂ C ({x}), x ∈ C (< A >).

4) Appliquer 1) et 2) diversement.

1.5 a) Calculer les produits de e, x, y, xy entre eux.
b) Penser à un groupe d’isométries du plan euclidien.

1.6 Pour x ∈ A, considérer l’application
f : A −→ A, y �−→ xy.

1.7 Remarquer que, puisque G est un groupe, pour tout
g0 ∈ G fixé, l’application G −→ G, g �−→ g0g est
une permutation de G, ce qui permet de réindexer la
sommation.

1.8 Utiliser les définitions : morphisme de groupes,
noyau, image.

Se rappeler les définitions d’image directe et d’image
réciproque d’une partie par une application :

∀y ∈ G′, y ∈ f(H) ⇐⇒
(
∃x ∈ H, y = f(x)

)
,

∀x ∈ G, x ∈ f−1(H′) ⇐⇒ f(x) ∈ H′.

1.9 Soit (x, y) ∈ G2.

Utiliser z∈G tel que y = zn et calculer zx(xn−1y)x.

1.10 Soit f : Sn −→ Z/NZ un morphisme de groupes.
Calculer f(τij) où τij est la transposition qui
échange i et j.

1.11 a) Considérer l’application
g : G −→ G, t �−→ t

(
f(t)

)−1
.

Montrer que g est injective, et en déduire que g est
surjective.
b) Soit x ∈ G. Utiliser a) et calculer f(x).

c) Utiliser b).

1.12 Soit G un groupe n’admettant qu’un nombre fini de
sous-groupes.
Montrer qu’il existe une partie finie F de G telle que :

G =
⋃

x∈F

< x > .

D’autre part, montrer que, pour tout x ∈ G, < x >
est fini.
Conclure.

1.13 a) Revenir à la définition d’un sous-groupe et utiliser
les propriétés de l’ordre d’un élément du groupe.
b) Revenir à la définition d’un morphisme de
groupes et utiliser les propriétés de l’ordre d’un élé-
ment du groupe.

8



Vrai ou Faux, les réponses

Vrai ou Faux, les réponses
1.1 La loi ◦ est interne dans G, car, pour tous (a, b), (c, d) ∈ R∗ × R, on a ac �= 0 et :

∀x ∈ R, (fa,b ◦ fc,d)(x) = a(cx+ d) + b = acx+ (ad+ b) = fac,ad+b(x).

La loi ◦ est associative (cours), l’application f1,0 est l’identité, neutre pour ◦, et, pour
tout (a, b) ∈ R∗ × R :

∀(x, y) ∈ R2, y = fa,b(x) ⇐⇒ y = ax+ b ⇐⇒ x =
1

a
y − b

a
⇐⇒ x = f 1

a ,− b
a
(x),

donc fa,b admet un inverse pour ◦ dans G, qui est f 1
a ,− b

a
.

V F

1.2 On a (2Z× 3Z) ⊂ Z× Z, (0, 0) ∈ (2Z)× (3Z) et, pour tous X = (2a, 3b), Y = (2c, 3d)
de (2Z)× (3Z), où a, b, c, d ∈ Z :

X − Y = (2a− 2c, 3b− 3d) =
(
2(a− c), 3(b− d)

)
∈ (2Z)× (3Z).

V F

1.3 Contre-exemple : G = Z est un groupe pour +, H = 2Z et K = 3Z sont des sous-groupes
de G, mais L = H ∪ K n’est pas un sous-groupe de Z car 2 ∈ L, 3 ∈ L, 2 + 3 = 5 /∈ L.

V F

1.4 C’est un résultat du cours. V F

1.5 D’après les propriétés des matrices triangulaires supérieures, G ⊂ GLn(C), In ∈
GLn(C), le produit de deux éléments de G est dans G, l’inverse d’un élément de G
est dans G.

V F

1.6 On a : ba2 = (ba)a = (ab)a = a(ba) = a(ab) = a2b, puis, en multipliant chaque membre
de cette égalité par b−1 à gauche et à droite : a2b−1 = b−1a2.
Plus généralement, si deux éléments a, b d’un groupe commutent, alors toute puissance
(d’exposant dans Z) de a commute avec toute puissance (d’exposant dans Z) de b.

V F

1.7 Puisque f est un morphisme de groupes, on a, en notant e (resp. e′) le neutre de G
(resp. G′) : f(e) = f(ee) = f(e)f(e), donc f(e) = e′,
puis, pour tout x ∈ G, e′ = f(e) = f(xx−1) = f(x)f(x−1)

et, par un raisonnement analogue, e′ = f(x−1)f(x), donc f(x−1) =
(
f(x)

)−1.

V F

1.8 L’application f n’est pas correctement définie car, par exemple, 0̂ = 3̂ dans Z/3Z, mais
0̃ �= 3̃ dans Z/4Z.

V F

1.9 Il existe a, b ∈ N∗ tels que xa = e et yb = e, où e est le neutre de G, et on a alors, puisque
x et y commutent : (xy)ab = xabyab = (xa)b(yb)a = eb e a = e, donc xy est d’ordre fini.
On peut aussi utiliser le ppcm de a et b, au lieu du produit de a et b.

V F

1.10 S’il existait un isomorphisme de groupes f de Q∗ dans R∗, alors f serait une bijection,
contradiction avec Q∗ dénombrable et R∗ non dénombrable.

V F
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Chapitre 1 – Groupes

Corrigés des exercices
1.1

Calculons ab2a de deux façons :
ab2a = (ab)(ba) = (ba2)(ab2), ab2a = (ab2)a = (ba)a = ba2,

donc (ba2)(ab2) = (ba2), puis comme G est un groupe, on
peut simplifier par ba2 à gauche, d’où ab2 = e.
On a donc ba = ab2 = e, puis : ab = ba2 = (ba)a = ea = a,
d’où, en simplifiant par a à gauche dans le groupe G, b = e,
et enfin e = ba = ea = a.

1.2
a) Récurrence sur k.

• La propriété est évidente pour k = 0.

• Supposons, pour k ∈ N fixé : bkna = abk. Alors :
b(k+1)na = bkn(bna) = bkn(ab)

= (bkna)b = (abk)b = abk+1,

donc la propriété est vraie pour k + 1.

On conclut, par récurrence sur k : ∀k ∈ N, bkna = abk.

b) Récurrence sur p.

• La propriété est évidente pour p = 0.

• Supposons, pour p ∈ N fixé : bnp
ap = apb. Alors :

bn
p+1

ap+1 = (bn
p
na)ap =

a)
(abn

p
)ap

= a(bn
p
ap) = a(apb) = ap+1b,

donc la propriété est vraie pour p+ 1.

On conclut, par récurrence sur p : ∀p ∈ N, bn
p
a = apb.

1.3
Rappelons que, d’après le cours, G×G′ est un groupe, la loi
étant définie par :

∀(h, h′), (k, k′) ∈ G×G′, (h, h′)(k, k′) = (hk, h′k′).

Notons e (resp. e′) le neutre de G (resp. G′).
• On a, pour tous (h, h′), (k, k′) ∈ H ×H′ :

(h, h′)(k, k′) = (hk, h′k′) ∈ H ×H′.

• Puisque e ∈ H et e′ ∈ H′, on a : (e, e′) ∈ H ×H′.
• On a, pour tout (h, h′) ∈ H ×H′ :

(h, h′)−1 = (h−1, h′−1) ∈ h×H′.

On conclut que H ×H′ est un sous-groupe de G×G′.

1.4
a) Soit A une partie de G.

• On a e ∈ C(A), puisque : ∀a ∈ A, ae = ea.

• On a, pour tous x, y ∈ C(A) :
∀a ∈ A, (xy)a = x(ya) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = a(xy),

et donc : xy ∈ C(A).
Soit x ∈ C(A). On a : ∀a ∈ A, ax = xa,

d’où, en composant par x−1 à gauche et à droite :
∀a ∈ A, x−1a = ax−1,

et donc : x−1
∈ C(A).

Ainsi, C(A) est un sous-groupe de G.
b) 1) Supposons A ⊂ B, et soit x ∈ C(B).
On a : ∀b ∈ B, bx = xb,

donc, a fortiori : ∀a ∈ A, ax = xa,

c’est-à-dire : x ∈ C(A).
Ceci montre : C(B) ⊂ C(A).
2) Soit a ∈ A. On a, par définition de C(A) :

∀x ∈ C(A), ax = xa,

donc, par définition de C
(
C(A)

)
: a ∈ C

(
C(A)

)
.

Ceci montre : A ⊂ C
(
C(A)

)
.

3) • On a A ⊂< A >,

donc, d’après b) 1) : C(A) ⊃ C
(
< A >

)
.

• Soit x ∈ C(A).
Puisque : ∀a ∈ A, ax = xa, on a : A ⊂ C({x}).
Comme C({x}) est un sous-groupe de G, il en résulte :

< A > ⊂ C({x}),

c’est-à-dire : ∀α ∈< A >, αx = xα,

et donc : x ∈ C
(
< A >

)
.

Ainsi : C(A) = C
(
< A >

)
.

4) D’après 2) appliqué à C(A) à la place de A, on a :

C(A) ⊂ C
(

C
(
C(A)

))
.

D’après 2), on a : A ⊂ C
(
C(A)

)
,

puis, d’après α) : C(A) ⊃ C
(

C
(
C(A)

))
.

On conclut : C(A) = C
(

C
(
C(A)

))
.

1.5
a) • Il est clair que H contient e, x, y, xy et que ces quatre
éléments sont deux à deux distincts.
• Notons L = {e, x, y, xy} et calculons les composés des
éléments de L entre eux deux à deux.
Par exemple : (xy)(xy) = x(yx)y = x(xy)y = x2y2 = ee = e.

e x y xy
e e x y xy
x x e xy y
y y xy e x
xy xy y x e

On remarque :


 le neutre e est dans L


 le produit de deux éléments de L est dans L


 l’inverse d’un élément de L est dans L.
Ainsi, L est un sous-groupe de G.
Comme {x, y} ⊂ L, on a donc, d’après le cours : H ⊂ L.

Finalement : H = {e, x, y, xy} et on conclut :
Card (H) = 4.

10



Corrigés des exercices

b) Le groupe H est isomorphe, par exemple, au groupe des
isométries vectorielles du plan euclidien rapporté à un repère
orthonormé, formé par l’identité, les deux réflexions par rap-
port aux deux axes de coordonnées, et la symétrie centrale
par rapport à l’origine.

1.6
1) Si A est un sous-groupe de G, alors, d’après le cours :

e ∈ A et
(
∀x, y ∈ A, xy ∈ A

)
.

2) Réciproquement, supposons :
e ∈ A et

(
∀x, y ∈ A, xy ∈ A

)
.

Soit x ∈ A fixé. Considérons l’application
f : A −→ A, y �−→ xy,

qui est correctement définie d’après l’hypothèse.
On a, pour tout (y1, y2) ∈ A2 :

f(y1) = f(y2) ⇐⇒ xy1 = xy2 ⇐⇒ y1 = y2,

car, G étant un groupe, x admet un inverse.
Ceci montre que f est injective.
Puisque f : A −→ A est injective et que A est finie, on déduit
que f est bijective.
Comme e ∈ A et que f est surjective, il existe x′

∈ A tel que
f(x′) = e, c’est-à-dire : xx′ = e, et on a donc : x−1 = x′

∈ A.

Finalement :
e ∈ A,

(
∀x, y ∈ A, xy ∈ A

)
,

(
∀x ∈ A, x−1

∈ A.
)

On conclut que A est un sous-groupe de G.

1.7
Comme ϕ �= 1, il existe g0 ∈ G tel que ϕ(g0) �= 1. Puisque
G est un groupe, l’application G −→ G, g �−→ g0g est une
permutation de G, d’où :
∑

g∈G

ϕ(g) =
∑

g∈G

ϕ(g0g) =
∑

g∈G

ϕ(g0)ϕ(g) = ϕ(g0)
∑

g∈G

ϕ(g).

On déduit :
(
1− ϕ(g0)︸ ︷︷ ︸

�=0

) ∑

g∈G

ϕ(g) = 0,

et on conclut :
∑

g∈G

ϕ(g) = 0.

1.8

a) 1) Soit x ∈ f−1
(
f(H)

)
. Alors, f(x) ∈ f(H), donc il existe

h ∈ H tel que : f(x) = f(h).

D’où : f(x− h) = f(x)− f(h) = 0,

donc : x− h ∈ Ker (f).
Ainsi : x = h+ (x− h), h ∈ H, x− h ∈ Ker (f).
Ceci montre : f−1

(
f(H)

)
⊂ H + Ker (f).

2) Réciproquement, soit x ∈ H + Ker (f).
Il existe h ∈ H, u ∈ Ker (f) tels que : x = h+ u.

On a : f(x) = f(h+ u) = f(h) + f(u) = f(h) ∈ f(H),

donc : x ∈ f−1
(
f(H)

)
.

Ceci montre : H + Ker (f) ⊂ f−1
(
f(H)

)
.

On conclut : f−1
(
f(H)

)
= H + Ker (f).

b) 1) Soit y ∈ f
(
f−1(H′)

)
.

Il existe x ∈ f−1(H′) tel que y = f(x).

Alors, f(x) ∈ H′, donc y = f(x) ∈ H′.
De plus, par définition de Im (f) : y = f(x) ∈ Im (f).

On déduit : y ∈ H′
∩ Im (f).

Ceci montre : f
(
f−1(H′)

)
⊂ H′

∩ Im (f).

2) Réciproquement, soit y ∈ H′
∩ Im (f).

Alors, y ∈ H′ et il existe x ∈ G tel que y = f(x).

Comme f(x) = y ∈ H′, on a : x ∈ f−1(H′).
Ainsi : y = f(x) ∈ f

(
f−1(H′)

)
.

Ceci montre : H′
∩ Im (f) ⊂ f

(
f−1(H′)

)
.

On conclut : f
(
f−1(H′)

)
= H′

∩ Im (f).

1.9
Soit (x, y) ∈ G2.

Puisque f est surjectif, il existe z ∈ G tel que : y = f(z) = zn.

On a : xny = xnzn = f(x)f(z) = f(xz) = (xz)n,

puis :
z(xny)x = z

(
(xz)n)x = (zx)n+1

= (zx)(zx)n = zxf(zx) = zxf(z)f(x) = zxznxn.

En simplifiant à gauche par zx et à droite par x, on déduit :
xn−1y = znxn−1 = yxn−1.

1.10
Soit f : Sn −→ Z/NZ un morphisme de groupes.
• Soit (i, j) ∈ {1, ..., n}2 tel que i < j.

Notons τij la transposition qui échange i et j. On a :
2f(τij) = f(τ2

ij
) = f(Id{1,...,n}) = 0.

Comme N est impair, 2 est premier avec N, donc on peut
simplifier par 2 et déduire : f(τij) = 0.

Ceci montre que, pour toute transposition τ, on a : f(τ) = 0.

• Soit σ ∈ Sn. D’après le cours, il existe p ∈ N∗ et des
transpositions τ1, ..., τp telles que : σ = τ1 ◦ · · · ◦ τp.

On a alors, puisque f est un morphisme de groupes :
f(σ) = f(τ1 ◦ · · · ◦ τp)

= f(τ1) + · · ·+ f(τp) = 0 + · · ·+ 0 = 0.

On déduit : f = 0.

On conclut que le seul morphisme de groupes de Sn dans
Z/NZ (pour N impair) est l’application nulle.

1.11

a) Considérons l’application g : G −→ G, t �−→ t
(
f(t)

)−1
.

• Montrons que g est injective.
Soit (t, u) ∈ G2 tel que g(t) = g(u). On, a alors :

t
(
f(t)

)−1
= u

(
f(u)

)−1
,

d’où, en composant à gauche par u−1 et à droite par f(t) :
u−1t =

(
f(u)

)−1
f(t) = f(u−1t),

puisque f est un endomorphisme du groupe G.

D’après l’hypothèse, il s’ensuit : u−1t = e, u = t.

Ceci établit que g est injective.
• Puisque g : G −→ G est injective et que G est fini, g est
surjective.
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Chapitre 1 – Groupes

On conclut : ∀x ∈ G, ∃ t ∈ G, x = t
(
f(t)

)−1
.

b) Soit x ∈ G.

D’après a), il existe t ∈ G tel que x = t
(
f(t)

)−1
.

On a :

f(x) = f
(
t
(
f(t)

)−1)
= f(t)f

((
f(t)

)−1)

= f(t)t−1 =
(
t
(
f(t)

)−1)−1
= x−1.

c) Soit (x, y) ∈ G2. On a, en utilisant le résultat de b) appli-
qué à xy, à x, à y :

xy =
(
(xy)−1

)−1
=

(
f(xy)

)−1
=

(
f(x)f(y)

)−1

=
(
f(y)

)−1(
f(x)

)−1
= (y−1)−1(x−1)−1 = yx.

On conclut : G est abélien.

1.12
Par contraposition, montrons que, si un groupe n’admet
qu’un nombre fini de sous-groupes, alors ce groupe est fini.
Soit G un groupe n’admettant qu’un nombre fini de sous-
groupes.
• Il est clair qu’en notant, pour tout x ∈ G, < x > le sous-
groupe de G engendré par x, on a : G =

⋃

x∈G

< x > .

Comme G n’a qu’un nombre fini de sous-groupes, il existe
une partie finie F de G telle que : G =

⋃

x∈F

< x > .

• D’autre part, montrons que, pour tout x ∈ G, < x > est
fini. Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe x ∈ G
tel que < x > soit infini. D’après le cours, on a alors :
< x >� Z. On sait, d’après le cours, que Z admet une infinité
de sous-groupes, les nZ, pour n ∈ N∗, deux à deux distincts.

Par isomorphisme, < x > admet une infinité de sous-groupes,
puis G admet une infinité de sous-groupes, contradiction.

Ceci montre que, pour tout x ∈ G, < x > est fini.
• Puisque G =

⋃

x∈F

< x >, et que F et les < x > sont finis,

on conclut que G est fini.

1.13

a) • On a A ⊂ G et 0 ∈ A puisque 0, le neutre de G, est
d’ordre 1, impair.
• Soient x, y ∈ A. Il existe α, β ∈ N, impairs, tels que αx = 0
et βy = 0. On a alors αβ(x+ y) = β(αx) + α(βy) = 0. Il en
résulte que l’ordre γ de x+ y divise αβ. Comme α et β sont
impairs, ce produit αβ est impair, donc γ est impair, d’où
x+ y ∈ A.
• Soit x ∈ A. Il existe α ∈ N impair tel que αx = 0. On a
alors α(−x) = −αx = 0, donc l’ordre de −x divise α, donc
cet ordre est impair, puis −x ∈ A.
On conclut : A est un sous-groupe de G.
b) • D’après a), on a, pour tout x ∈ A, f(x) = 2x = x+x ∈

A, donc l’application f est correctement définie de A dans A.
• On a, pour tout (x, y) ∈ A2 :

f(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = f(x) + f(y),

donc f est un morphisme de groupes de A dans lui-même.
• Soit x ∈ Ker (f). On a alors 2x = f(x) = 0, donc l’ordre
de x divise 2. Comme x est d’ordre impair, cet ordre est
nécessairement égal à 1, d’où x = 0.
On conclut : f est un morphisme injectif du groupe G dans
lui-même.
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Chapitre 2 – Anneaux, arithmétique

Les méthodes à retenir

Pour montrer qu’un en-
semble A muni de deux
lois + et · est un anneau

Essayer de :

• revenir à la définition d’un anneau
• montrer que A est un sous-anneau d’un anneau connu.

➟ Exercices 2.2, 2.9

Méthode

Montrer que l’ensemble A des applica-
tions bornées de R dans R est un anneau
pour les lois usuelles (addition et multi-
plication).

Nous allons montrer que A est un sous-anneau de l’anneau F de toutes
les applications de R dans R.
• Il est clair que A ⊂ F et que l’élément neutre de la multiplication
dans F , qui est l’application constante 1, est dans A.
• Pour tout (f, g) ∈ A2, f − g et fg sont bornées puisque la différence
et le produit de deux applications bornées sont bornées.

On conclut que A est un sous-anneau de F , donc A est un anneau.

Exemple

Pour utiliser une hypo-
thèse portant sur les élé-
ments d’un anneau

Penser à appliquer cette hypothèse, par exemple, à x, à y, à x + y,
à 1 + x, à 1− x, …

➟ Exercices 2.5, 2.17

Méthode

Soit A un anneau tel que :
∀a ∈ A, a3 = a2.

Montrer : ∀a ∈ A, a2 = a.

Remarquons d’abord que l’on n’a pas le droit de simplifier directement
par a.
Soit a ∈ A.
Appliquons l’hypothèse à 1− a : (1− a)3 = (1− a)2,

c’es-à-dire : 1− 3a+ 3a2 − a3 = 1− 2a+ a2,

et, puisque a3 = a2, on obtient : a2 = a.

Exemple

Pour montrer qu’une
partie B d’un anneau A
est un sous-anneau de A

Revenir à la définition, c’est-à-dire montrer 1A ∈ B et :
∀(x, y) ∈ B2, x+ y ∈ B, −x ∈ B, xy ∈ B.

➟ Exercices 2.1, 2.2, 2.8, 2.17

Méthode

14



Les méthodes à retenir

On note A = M2(R).

Montrer que l’ensemble B des matrices
de A à coefficients dans Z est un sous-
anneau de A.

D’abord, d’après le cours, A est un anneau pour l’addition et la multi-
plication des matrices.
• On a clairement : B ⊂ A et I2 ∈ B.
• Soient M,N ∈ B.
Puisque M et N sont à coefficients dans Z, par addition, opposition,
produit matriciel, les matrices M + N, −M, MN sont à coefficients
dans Z, donc sont dans B.

On conclut : B est un sous-anneau de A.

Exemple

Pour montrer qu’une
partie I d’un anneau
commutatif A est un
idéal de A

Revenir à la définition, c’est-à-dire montrer :

0A ∈ I, ∀(x, y) ∈ I2, x− y ∈ I, ∀a ∈ A, ∀x ∈ I, ax ∈ I.

➟ Exercices 2.2, 2.8, 2.9, 2.12, 2.13

Méthode

On note A = C([0 ; 1],R) et :
I =

{
f ∈ A ; f(1) = 0

}
.

Montrer que I est un idéal de l’anneau
commutatif A.

D’abord, A est bien un anneau commutatif, d’après le cours.
• On a : I ⊂ A et 0 ∈ I.
• On a, pour tout (f, g) ∈ I2 :

(f − g)(1) = f(1)− g(1) = 0− 0 = 0,

donc f − g ∈ I.
• On a, pour toute f ∈ I et toute h ∈ A :

(hf)(1) = h(1)f(1) = h(1)0 = 0,

donc hf ∈ I.

On conclut, d’après la définition, que I est un idéal de l’anneau com-
mutatif A.

Exemple

Pour montrer que deux
anneaux ne sont pas iso-
morphes

Raisonner par l’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
l’un dans l’autre, et amener une contradiction.

➟ Exercice 2.14

Méthode

Montrer que les anneaux :
Z/4Z et Z/2Z× Z/2Z

ne sont pas isomorphes.

Remarquons d’abord que ces deux anneaux sont finis et ont le même
cardinal.
Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux f de Z/4Z dans
Z/2Z× Z/2Z.
Pour amener une contradiction, l’idée est de remarquer que l’équation
x2 = x est satisfaite par tous les éléments de Z/2Z×Z/2Z mais ne l’est
pas par tous les éléments de Z/4Z.

Exemple
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Chapitre 2 – Anneaux, arithmétique

Notons ã la classe d’un élément a de Z dans Z/4Z.
On a clairement : ∀x ∈ Z/2Z, x2 = x,

donc : ∀(x, y) ∈ Z/2Z× Z/2Z, (x, y)2 = (x2, y2) = (x, y).

On a alors, puisque f(2̃) ∈ Z/2Z× Z/2Z :
f(2̃) =

(
f(2̃)

)2
= f(2̃2) = f(4̃) = f(0̃),

d’où, puisque f est injective : 2̃ = 0̃, contradiction.

On conclut que les deux anneaux envisagés ne sont pas isomorphes.

Pour obtenir des résul-
tats concernant des an-
neaux finis

Penser à utiliser des applications du genre, pour a ∈ A fixé :
f : A −→ A, x �−→ ax,

et essayer de montrer que f est injective, pour en déduire, puisque A
est supposé fini, que f est surjective.

➟ Exercice 2.18

Méthode

Montrer que tout anneau commutatif in-
tègre fini est un corps.

Soit A un anneau commutatif intègre fini. Soit a ∈ A \ {0}.
L’application f : A −→ A, x �−→ ax est injective car, pour tout
(x, x′) ∈ A2, puisque A est intègre et que a �= 0, on a :

f(x) = f(x′) ⇐⇒ ax = ax′ =⇒ x = x′.

Ainsi, f est une application injective d’un ensemble fini dans lui-même.
D’après le cours, il en résulte que f est surjective.
Il existe donc b ∈ A tel que f(b) = 1, c’est-à-dire ab = 1.

Ceci montre que tout élément non nul de A admet un inverse, et on
conclut que A est un corps.

Exemple

Pour résoudre un sys-
tème de congruences si-
multanées, à une incon-
nue dans Z

Résoudre la première équation, par exemple, en exprimant x en fonc-
tion d’un autre entier, noté a par exemple, puis reporter dans la
deuxième équation, et réitérer.

➟ Exercice 2.3

Méthode

Résoudre le système d’équations, d’in-
connue x ∈ Z :





x ≡ 2 [12]

x ≡ 10 [16].

Soit x ∈ Z. On a : x ≡ 2 [12] ⇐⇒
(
∃ a ∈ Z, x = 2 + 12a

)
.

Ensuite :

x ≡ 10 [16] ⇐⇒ 2 + 12a ≡ 10 [16] ⇐⇒ 12a ≡ 8 [16]

⇐⇒ 3a ≡ 2 [4] ⇐⇒ − a ≡ 2 [4] ⇐⇒ a ≡ −2 [4]

⇐⇒ a ≡ 2 [4] ⇐⇒
(
∃ b ∈ Z, a = 2 + 4b

)
.

On obtient : x = 2 + 12a = 2 + 12(2 + 4b) = 26 + 48b.

On conclut : S =
{
26 + 48b ; b ∈ Z

}
.

Exemple
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Les méthodes à retenir

Pour résoudre un sys-
tème d’équations dont
l’inconnue est :

(x, y) ∈
(
Z/nZ

)2

Essayer de :

• exprimer une des deux inconnues en fonction de l’autre à partir
d’une des deux équations, puis reporter dans l’autre.

• combiner les équations pour éliminer une des deux inconnues.

➟ Exercice 2.4

Méthode

Résoudre le système d’équations, d’in-
connue (s, y) ∈

(
Z/7Z

)2 :

(S)





2̂x+ 3̂y = 1̂

3̂x+ 5̂y = 2̂.

Comme 2 ∧ 7 = 1, 2̂ est inversible dans Z/7Z.
De plus, comme 2 · 4 = 8 ≡ 1 [7], on a : 2̂ · 4̂ = 1̂.
Ainsi, dans la première équation de (S) :

2̂x+ 3̂y = 1̂ ⇐⇒ 4̂(2̂x+ 3̂y) = 4̂ · 1̂

⇐⇒ x+ 1̂2y = 4̂ ⇐⇒ x = 4̂− 1̂2y = 4̂ + 2̂y.

Puis, en reportant dans la deuxième équation de (S) :

3̂x+ 5̂y = 2̂ ⇐⇒ 3̂(4̂ + 2̂y) + 5̂y = 2̂

⇐⇒ 1̂1y = −1̂0 ⇐⇒ 4̂y = 4̂.

Comme 4̂ est inversible dans Z/7Z, on a : 4̂y = 4̂ ⇐⇒ ŷ = 1̂.

Enfin : x = 4̂ + 2̂y = 4̂ + 2̂ 1̂ = 6̂ = −1̂.

On conclut : S =
{
(−1̂, 1̂)

}
.

On peut d’ailleurs contrôler que ce couple est bien une solution du
système proposé.

Exemple

Pour résoudre une équa-
tion algébrique d’incon-
nue x ∈ Z/nZ

Essayer, si n n’est pas trop grand, tous les x ∈ Z/nZ, ou, si possible,
seulement tous ceux vérifiant une condition nécessaire.

➟ Exercice 2.10

Méthode

Résoudre l’équation x4 = 4̂,

d’inconnue x ∈ Z/9Z.

On calcule x4 pour chaque valeur de x, en remarquant que, pour tout
x ∈ Z/9Z, on a (−x)4 = x4 :

0̂4 = 0̂, 1̂4 = 1̂, 2̂4 = 1̂6 = −2̂,

3̂4 = 9̂2 = 0̂2 = 0̂, 4̂4 = 1̂6
2
= (−2̂)2 = 4̂.

On conclut : S = {4̂}.

Exemple
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Chapitre 2 – Anneaux, arithmétique

Pour manipuler l’indica-
teur d’Euler ϕ

Essayer d’utiliser :

• la définition : pour tout n ∈ N∗, ϕ(n) est le nombre d’entiers
compris entre 1 et n et premiers avec n

• la formule ϕ(n) = n
N∏

i=1

(
1− 1

pi

)
si n admet la décomposition

primaire n =
N∏

i=1

prii .

➟ Exercice 2.11

Méthode

Soit n ∈ N tel que n � 2.

Combien y a-t-il d’éléments inversibles
dans l’anneau Z/nZ ?

D’après le cours, les éléments inversibles de l’anneau Z/nZ sont les
classes modulo n des entiers compris entre 1 et n et premiers avec n,
donc il y en a ϕ(n).

Exemple

Résoudre l’équation

ϕ(n) =
n

3
,

d’inconnue n ∈ N∗.

1) Soit n convenant. Notons n=
N∏

i=1

p
ri
i

la décomposition primaire de n.

D’après le cours, on a : ϕ(n) = n
N∏

i=1

(
1−

1

pi

)
.

Puisque ϕ(n) =
n

3
, on déduit 3

N∏

i=1

(pi − 1) =
N∏

i=1

pi.

On a alors : 3
∣∣∣

N∏

i=1

pi.

Quitte à renuméroter les pi, on peut supposer p1 = 3.

On a alors : 3 · 2 ·

N∏

i=2

(pi − 1) = 3
N∏

i=2

pi, d’où : 2
N∏

i=2

(pi − 1) =
N∏

i=2

pi.

Il en résulte : 2
∣∣∣

N∏

i=2

pi.

Quitte à renuméroter les pi, on peut supposer p2 = 2.

On a alors :
N∏

i=3

(pi − 1) =

N∏

i=3

pi.

Si N � 3, alors, comme : ∀i ∈ {3, ..., N}, pi − 1 < pi,

on déduit une contradiction. Il en résulte N � 2, donc : n = 3r12r2 .

2) Réciproquement, pour tout (r1, r2) ∈ (N∗)2, on a :

ϕ(3r12r2 ) = n
(
1−

1

3

)(
1−

1

2

)
=

n

3
.

On conclut : S =
{
3a2b ; (a, b) ∈ (N∗)2

}
.

Exemple
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Vrai ou Faux ?

Vrai ou Faux ?
2.1 L’ensemble C∞(R,R) est un anneau pour les lois usuelles, addition et multiplication. V F

2.2 Si un anneau A vérifie : ∀a ∈ A, (a− 1)a(a+ 1) = 0,

alors A admet au plus trois éléments, qui sont −1, 0, 1.
V F

2.3 Pour tout n ∈ N∗, l’ensemble Tn,s(R) des matrices triangulaires supérieures de Mn(R)
est un sous-anneau de Mn(R).

V F

2.4 Dans l’anneau A = C([0 ; 1],R), la partie I = {f ∈ A ; f(0) = f(1)} est un idéal de A. V F

2.5 L’ensemble I des suites réelles convergeant vers 0 est un sous-anneau de l’ensemble A
des suites réelles convergentes.

V F

2.6 Les anneaux R[X] et C[X] sont isomorphes. V F

2.7 La somme de deux idéaux I, J d’un anneau (commutatif) est un idéal de A. V F

2.8 Pour tout n ∈ N∗, l’anneau Z/nZ est intègre si et seulement si n est un nombre premier. V F

2.9 L’indicateur d’Euler ϕ vérifie la formule : ∀(a, b) ∈ (N∗)2, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b). V F

2.10 Le corps R n’a que deux sous-corps, et ceux-ci sont R et Q. V F
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Chapitre 2 – Anneaux, arithmétique

Énoncés des exercices
2.1 Centre d’un anneau

Soit A un anneau.
Montrer que le centre Z de A, défini par : Z =

{
x ∈ A ; ∀a ∈ A, ax = xa

}
,

est un sous-anneau de A.

2.2 Sous-anneau, idéal : exemples dans un anneau de fonctions

On note
A = C([0 ; 1],R), B = C1([0 ; 1],R), I = {f ∈ A ; f(0) = 0}, E = B ∩ I.

Vérifier :

a) A est un anneau pour les lois usuelles
b) B est un sous-anneau de A, et B n’est pas un idéal de A

c) I est un idéal de A, et I n’est pas un sous-anneau de A

d) E n’est ni un sous-anneau ni un idéal de A.

2.3 Exemples de systèmes de congruences simultanées, à une inconnue

Résoudre les systèmes d’équations suivants, d’inconnue x ∈ Z :

a)






x ≡ 1 [2]

x ≡ 2 [3]

x ≡ 3 [5]

b)






x ≡ 1 [6]

x ≡ 4 [10]

x ≡ 7 [15]

c)






x ≡ 7 [18]

x ≡ 1 [30]

x ≡ 16 [45].

2.4 Exemples de systèmes d’équations dans Z/nZ

Résoudre les systèmes d’équations suivants, d’inconnue (x, y) ∈
(
Z/nZ

)2 :

a)





2̂x+ 3̂ y = 4̂

3̂x+ 2̂ y = 5̂
avec n = 13

b)





4̂x+ 7̂ y = 1̂

5̂x+ 2̂ y = 2̂
avec n = 18

c)





3̂x+ 1̂0 y = 9̂

1̂5x+ 4̂ y = 9̂
avec n = 60.

2.5 Étude d’inversibilité dans un anneau vérifiant une condition d’intégrité

Soit (A,+,×) un anneau tel que : ∀(x, y) ∈ A2,
(
xy = 0 =⇒ (x = 0 ou y = 0)

)
.

Soit (a, b) ∈ A2 tel que ab = 1. Montrer : ba = 1.
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Énoncés des exercices

2.6 Produits de diviseurs de 0

Soit A un anneau commutatif.
On note D =

{
x ∈ A \ {0} ; ∃ y ∈ A \ {0}, xy = 0

}
l’ensemble des diviseurs de 0 dans A.

Montrer, pour tout (a, b) ∈ A2 :

a) ab ∈ D =⇒
(
a ∈ D ou b ∈ D

)

b)
(
a ∈ D ou b ∈ D

)
=⇒ ab ∈ D ∪ {0}.

2.7 Morphisme des groupes d’inversibles induit par un morphisme d’anneaux

Soient A,B deux anneaux, A∗ (resp. B∗) l’ensemble des éléments inversibles de A
(resp. B), f : A −→ B un morphisme d’anneaux.

a) Montrer : f(A∗) ⊂ B∗.

b) Établir que l’application f∗ : A∗ −→ B∗, x �−→ f(x) est un morphisme de groupes
(pour les lois · de A et de B).

2.8 Image d’un idéal par un morphisme d’anneaux

Soient A,B deux anneaux commutatifs, f : A −→ B un morphisme d’anneaux.

a) Montrer que f(A) est un sous-anneau de B.
b) Établir que, pour tout idéal I de A, f(I) est un idéal de l’anneau f(A).

2.9 Exemple d’idéal d’un anneau de suites

On note A l’ensemble des suites réelles bornées et I l’ensemble des suites réelles conver-
geant vers 0.

a) Vérifier que A est un anneau pour les lois usuelles et que I est un idéal de A.

b) 1) Est-ce que I est principal, c’est-à-dire est-ce qu’il existe u ∈ A tel que :
I =

{
uv ; v ∈ A

}
?

2) Est-ce que I est premier, c’est-à-dire est-ce que :

∀(u, v) ∈ I2,
(
uv ∈ I =⇒

(
u ∈ I ou v ∈ I

))
?

3) Est-ce que I est maximal, c’est-à-dire est-ce qu’il n’existe pas d’idéal J de A tel que :
I � J � A ?

c) Déterminer le radical
√
I de I, défini par :

√
I =

{
u ∈ A ; ∃ p ∈ N∗, up ∈ I

}
.

2.10 Exemples de résolution d’équation algébrique dans Z/13Z

Résoudre l’équation (1) d’inconnue x ∈ Z/13Z : x8 + 2x6 + 3x4 + 2x2 + 1 = 0.

2.11 Exemple d’utilisation du théorème d’Euler

Soit a ∈ N, non multiple de 3 et tel que a � 4. Montrer : a | 3(a− 3)ϕ(a)−1 + 1.
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2.12 Image réciproque d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux
Soient A,B deux anneaux commutatifs, f : A −→ B un morphisme d’anneaux, J un idéal
premier de B, c’est-à-dire un idéal de B tel que :

∀u, v ∈ B,
(
uv ∈ J =⇒ (u ∈ J ou v ∈ J)

)
.

Montrer que f−1(J) est un idéal premier de A.

2.13 Idéaux d’un anneau-produit
Soient A,A′ deux anneaux commutatifs. Trouver tous les idéaux de l’anneau-produit A×A′

en fonction des idéaux de A et des idéaux de A′.

2.14 Anneaux Zn, n ∈ N∗

Montrer que les anneaux Zn, n ∈ N∗ sont deux à deux non isomorphes.

2.15 Exemple de groupe non cyclique

a) Montrer, pour tout entier a impair et tout entier n � 3 : a2
n−2

≡ 1 [2n].

b) Le groupe multiplicatif (Z/2nZ)∗ est-il cyclique ?

2.16 Calcul de ϕ(nk), où ϕ est l’indicateur d’Euler
Montrer : ∀(n, k) ∈ (N∗)2, ϕ(nk) = nk−1ϕ(n).

2.17 Centre d’un anneau régulier
Un anneau A est dit régulier si et seulement si : ∀x ∈ A, ∃ y ∈ A, xyx = x.

On appelle centre d’un anneau A l’ensemble : Z =
{
x ∈ A ; ∀a ∈ A, ax = xa

}
.

Démontrer que le centre d’un anneau régulier est un anneau régulier.

2.18 Anneaux intègres n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux
Soit A un anneau (commutatif) intègre tel que A �= {0}. On suppose que A n’a qu’un
nombre fini d’idéaux. Démontrer que A est un corps.
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Du mal à démarrer ?
2.1 Se rappeler la définition d’un sous-anneau. On dit

qu’une partie B de A est un sous-anneau de A si et
seulement si : 1A ∈ B et

∀(x, y) ∈ B2,
(
x+ y ∈ B, −x ∈ B, xy ∈ B

)
.

2.2 a) Immédiat.
b) Utiliser la définition de : sous-anneau.
Raisonner par l’absurde, en utilisant la fonction
constante 1 et une fonction continue non de
classe C1.

c) Utiliser la définition de : idéal.
Remarquer : 1 /∈ I.

d) Remarquer : 1 /∈ E.

Analogue à b) 2).

2.3 Résoudre la première équation (par exemple) en ex-
primant x en fonction d’un autre entier, noté a par
exemple, puis reporter dans la deuxième équation et
réitérer.
a) Par (1) : x = 1+ 2a, puis, par (2) : a = −1 + 3b,
etc
b) Par (1) : x = 1+6a, puis, par (2), une contradic-
tion.
c) Par (1) : x = 7+18a, puis, par (2) : a = −2+5b,
et le report dans (3) donne une équation satisfaite
pour tout b ∈ Z.

2.4 a) Essayer, à partir d’une des deux équations, d’ex-
primer une inconnue en fonction de l’autre, puis re-
porter dans l’autre équation. Se rappeler qu’un élé-
ment x̂ de Z/nZ est inversible si et seulement si
x ∧ n = 1.

b) Même méthode que pour a).
c) Dans cet exemple, comme aucun coefficient de x
ou y n’est premier avec 60, essayer d’éliminer x ou y
par combinaison d’équations.

2.5 Calculer a(ba− 1).

2.6 a) Si ab ∈ D il existe c ∈ A \ {0} tel que (ab)c = 0,
et séparer en cas : bc �= 0, bc = 0.

b) Si a ∈ D, il existe c ∈ A \ {0} tel que ac = 0 et
séparer en cas : ab �= 0, ab = 0.

2.7 a) Immédiat.
b) Montrer que A∗ (resp. B∗) est un groupe pour
la loi · , en revenant aux définitions et montrer que
f∗ est un morphisme de groupes.

2.8 a) Revenir à la définition d’un sous-anneau d’un an-
neau.
b) Revenir à la définition d’un idéal d’un anneau.

2.9 a) Évident.
b) 1) Raisonner par l’absurde et, si u = (un)n∈N en-
gendre I, montrer que les un sont tous non nuls et
envisager w =

(√
|un|

)
n∈N.

2) Construire u = (un)n∈N, v = (vn)n∈N ∈ A telles
que : uv = 0, u /∈ I, v /∈ I, en séparant les rôles de
n pair, n impair.
3) Considérer, par exemple, l’ensemble J des suites
mixées d’une suite de termes d’indices pairs tendant
vers 0 et d’une suite de termes d’indices impairs bor-
née.
c) Immédiat. On obtient :

√
I = I.

2.10 Remarquer qu’il s’agit du carré de x4 + x2 + 1.

Examiner tous les cas : x = 0, ±1, ±2 . . .

2.11 Montrer : (a − 3) ∧ a = 1 et utiliser le théorème
d’Euler.

2.12 Revenir à la définition d’un idéal d’un anneau puis
à la définition d’un idéal premier d’un anneau.

2.13 1) Montrer que, si I (resp. I′) est un idéal de A
(resp. A′), alors I × I′ est un idéal de A×A′.

2) Réciproquement, soit J un idéal de A×A′. Consi-
dérer les deux projections I, I′ de J :

I =
{
x ∈ A ; ∃x′

∈ A′, (x, x′) ∈ J
}
,

I′ =
{
x′

∈ A′ ; ∃x ∈ A, (x, x′) ∈ J
}
.

Montrer que I (resp. I′) est un idéal de A (resp. A′)
et que J = I × I′.

2.14 Soit (m,n) ∈ (N∗)2. Supposer qu’il existe un isomor-
phisme d’anneaux f : Zm

−→ Zn. Alors, les solu-
tions d’une équation dans Zm doivent correspondre
aux solutions de la même équation dans Zn. Envi-
sager, par exemple, les idempotents, c’est-à-dire les
solutions de l’équation x2 = x.

2.15 a) Récurrence sur n.
b) Raisonner par l’absurde. Envisager un générateur
α̂ du groupe multiplicatif (Z/2nZ)∗, montrer que α
est impair et utiliser le résultat de a).

2.16 Utiliser la formule donnant l’indicateur d’Euler d’un
entier à l’aide de la décomposition primaire de cet
entier.

2.17 Montrer d’abord que Z est un anneau, cf. exer-
cice 2.1.
Soit x ∈ Z. Il existe y ∈ A tel que : x = xyx. Noter
z = yxy. Montrer : x = xzx, xy ∈ Z, z ∈ Z.

2.18 Il existe a ∈ A \ {0}.
Considérer : In = anA = {anx ; x ∈ A} (n ∈ N∗).
Il existe p, q ∈ N∗ tels que : p < q et Ip = Iq .
Il existe b ∈ A tel que : ap = aqb.
Déduire : a(aq−p−1b) = 1A.
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Vrai ou Faux, les réponses
2.1 L’ensemble A = RR est un anneau pour les lois usuelles et l’ensemble B = C∞(R,R) est

un sous-anneau de A, car, d’après le cours sur la dérivation : (x �−→ 1) ∈ B, si f, g sont
dans B, alors f − g et fg sont dans B, donc B est un anneau.

V F

2.2 Contre-exemple : A = (Z/2Z)2, qui est un anneau à quatre éléments, qui sont
(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), et il est clair que chacun de ces ces quatre éléments vé-
rifie l’équation proposée.

V F

2.3 D’abord, Mn(R) est bien un anneau pour l’addition et la multiplication, d’après le cours.
On a, d’après le cours : In ∈ Tn,s(R), et, si A,B sont dans Tn,s(R), alors A− B et AB
y sont aussi, donc Tn,s(R) est un sous-anneau de Mn(R).

V F

2.4 La condition ∀ϕ ∈ A, ∀f ∈ I, ϕf ∈ I n’est pas satisfaite, par exemple, pour ϕ : x −→ x
et f : x �−→ 1.

V F

2.5 Il est clair que A est un anneau (sous-anneau de RR) et, par opérations sur les suites
convergentes, on a : (0) ∈ I, et, pour toutes v, w ∈ I et toute u ∈ A, v−w ∈ I et uv ∈ I,
donc I est un sous-anneau de A.

V F

2.6 S’il existait un isomorphisme d’anneaux f : C[X] −→ R[X], alors, en considérant le po-
lynôme P = f( i ) ∈ R[X], on aurait :

P 2 + 1 =
(
f( i )

)2
+ 1 = f( i )f( i ) + f(1) = f( i · i + 1) = f(0) = 0,

contradiction.

V F

2.7 Il est clair que 0 = 0+0 ∈ I +J et, pour tous a ∈ A, x, x′ ∈ I +J , il existe u ∈ I, v ∈ J ,
u′ ∈ I, v′ ∈ J tels que x = u+ v et x′ = u′ + v′, d’où x− x′ = (u− u′) + (v− v′) ∈ I + J
et ax = au+ av ∈ I + J .

V F

2.8 Si n est premier, alors, d’après le cours, Z/nZ est un corps, donc est un anneau intègre.
Si n n’est pas premier, alors il existe a, b ∈ N tels que : 1 < a < n, 1 < b < n, n = ab,
et on a donc a �= 0, b �= 0, ab = n = 0, donc l’anneau Z/nZ n’est pas intègre.

V F

2.9 Contre-exemple : a = b = 2, donc ϕ(a) = ϕ(b) = 1, mais ab = 4 et ϕ(ab) = 2 �= 1. V F

2.10 Par exemple, l’ensemble Q(
√
2) =

{a+ b
√
2

c+ d
√
2
; (a, b, c, d) ∈ Q4, (c, d) �= (0, 0)

}
est un

sous-corps de R, distinct de Q et de R.

V F

24



Corrigés des exercices

Corrigés des exercices
2.1

• On a : Z ⊂ A et 1 ∈ Z.

• On a, pour tout (x, y) ∈ Z2 :
∀a ∈ A, a(x+ y) = ax+ ay = xa+ ya = (x+ y)a,

donc : x+ y ∈ Z.

• On a, pour tout x ∈ Z :
∀a ∈ A, a(−x) = −ax = −xa = (−x)a,

donc : −x ∈ Z.

• On a, pour tout (x, y) ∈ Z2 :
∀a ∈ A, a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x(ya) = (xy)a,

donc : xy ∈ Z.

On conclut : Z est un sous-anneau de A.

Remarque : Il en résulte que Z (muni des lois induites par
celles de A) est lui-même un anneau, avec le même neutre
que A pour la multiplication.

2.2

a) D’après le cours, A est un anneau pour les lois usuelles,
addition et multiplication.
b) • On a 1 ∈ B et, pour toutes f, g ∈ B :

f + g ∈ B, −f ∈ B, fg ∈ B.

On conclut : B est un sous-anneau de A.

• Si B était un idéal de A, puisque 1 ∈ B, on aurait B = A,

contradiction car, par exemple, l’application x �−→

∣∣∣x−
1

2

∣∣∣
est élément de A mais non de B.

On conclut : B n’est pas un idéal de A.

c) • On a 0 ∈ I et, pour toutes f, g ∈ I et h ∈ A :
f − g ∈ I et hf ∈ I,

car : (f − g)(0) = f(0)− g(0) = 0

et : (hf)(0) = h(0)f(0) = h(0)0 = 0.

On conclut : I est un idéal de A.

• Comme 1 /∈ I, I n’est pas un sous-anneau de A.

d) • On a 1 /∈ E, car 1 /∈ I et E ⊂ I, donc E n’est pas un
sous-anneau de A.

• Considérons f, h : [0 ; 1] −→ R définies par :
f : x �−→ x, h : x �−→

√
1− x.

Il est clair que : f ∈ E et h ∈ A.

Mais hf : x �−→ x
√
1− x n’est pas dérivable en 1, donc :

hf /∈ E.

On conclut : E n’est pas un idéal de A.

2.3
Notons (S) le système proposé et S l’ensemble des solutions
de (S).
a) • On a : x ≡ 1 [2] ⇐⇒

(
∃ a ∈ Z, x = 1 + 2a

)
.

• Puis, pour a ∈ Z :
x ≡ 2 [3] ⇐⇒ 1 + 2a ≡ 2 [3] ⇐⇒ 2a ≡ 1 [3]

⇐⇒ − 2a ≡ −1 [3] ⇐⇒ a ≡ −1 [3]

⇐⇒
(
∃ b ∈ Z, a = −1 + 3b

)
.

On obtient : x = 1 + 2a = 1 + 2(−1 + 3b) = −1 + 6b.

• Puis, pour b ∈ Z :
x ≡ 3 [5] ⇐⇒ − 1 + 6b ≡ 3 [5] ⇐⇒ 6b ≡ 4 [5]

⇐⇒ b ≡ −1 [5] ⇐⇒
(
∃c ∈ Z, b = −1 + 5c

)
.

Ainsi :
(S) ⇐⇒ ∃ c ∈ Z, x = −1 + 6(−1 + 5c) = −7 + 30c.

On conclut : S =
{
− 7 + 30c ; c ∈ Z

}
.

b) Si x convient, alors, puisque x ≡ 1 [6], x est impair, et,
puisque x ≡ 4 [10], x est pair, contradiction.
On conclut : S = ∅.

c) • On a : x ≡ 7 [18] ⇐⇒
(
∃ a ∈ Z, x = 7 + 18a

)
.

• Puis, pour a ∈ Z :
x ≡ 1 [30] ⇐⇒ 7 + 18a ≡ 1 [30] ⇐⇒ 18a ≡ −6 [30]

⇐⇒ 3a ≡ −1 [5] ⇐⇒
2∧5=1

2 · 3a ≡ −2 [5]

⇐⇒ a ≡ −2 [5] ⇐⇒
(
∃ b ∈ Z, a = −2 + 5b

)
.

On obtient :
x = 7 + 18a = 7 + 18(−2 + 5b) = −29 + 90b.

• Puis, pour b ∈ Z :
x ≡ 16 [45] ⇐⇒ − 29 + 90b ≡ 16 [45]

⇐⇒ 90b ≡ 45 [45] ⇐⇒ 2b ≡ 1 [1],

vrai pour tout b ∈ Z.

Ainsi : (S) ⇐⇒
(
∃ b ∈ Z, x = −29 + 90b

)
.

On conclut : S =
{
− 29 + 90b ; b ∈ Z

}
.

2.4
Notons (S) le système proposé et S l’ensemble des solutions
de (S).
a) Puisque 2 ∧ 13 = 1, 2̂ est inversible dans Z/13Z.
De plus, comme 2 · 7 = 14, on a : 2̂ · 7̂ = 1̂.

Ainsi, dans la première équation de (S) :
2̂x+ 3̂ y = 4̂ ⇐⇒ 7̂ (2̂x+ 3̂ y) = 7̂ · 4̂

⇐⇒ x+ 2̂1 y = 2̂8 ⇐⇒ x = 2̂ + 5̂ y.

Puis, en reportant dans la deuxième équation de (S) :
3̂x+ 2̂ y = 5̂ ⇐⇒ 3̂ (2̂ + 5̂ y) + 2̂ y = 5̂

⇐⇒ 1̂7 y = −1̂ ⇐⇒ 4̂ y = −1̂

⇐⇒
(−3)∧13=1

−3̂ (4̂ y) = (−3̂)(−1̂) ⇐⇒ y = 3̂.

Enfin : x = 2̂ + 5̂ y = 2̂ + 5̂ · 3̂ = 1̂7 = 4̂.

On conclut : S =
{
(4̂, 3̂)

}
.
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b) Puisque 7 ∧ 18 = 1, 7̂ est inversible dans Z/18Z.

De plus, comme 7 · 5 = 35, on a : 7̂ · (−5̂) = 1̂.

Ainsi, dans la première équation de (S) :

4̂x+ 7̂ y = 1̂ ⇐⇒ − 5̂ (4̂x+ 7̂ y) = (−5̂) · 1̂

⇐⇒ − 2̂0x− 3̂5 y = −5̂

⇐⇒ − 2̂x+ y = −5̂ ⇐⇒ y = 2̂x− 5̂.

Puis, en reportant dans la deuxième équation de (S) :

5̂x+ 2̂ y = 2̂ ⇐⇒ 5̂x+ 2̂ (2̂x− 5̂) = 2̂ ⇐⇒ 9̂x = 1̂2

=⇒ 2̂ · 9̂x = 2̂ · 1̂2 ⇐⇒ 1̂8x = 2̂4 ⇐⇒ 0̂ = 6̂,

impossible.

On conclut : S = ∅.

c) Essayons d’éliminer x ou y par combinaison d’équations.
On a, en combinant avec les coefficients indiqués :

(S)





3̂x+ 1̂0 y = 9̂

1̂5x+ 4̂ y = 9̂

∣∣∣∣∣∣

−2̂

5̂

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

5̂

−1̂

∣∣∣∣∣∣
=⇒





6̂9x = 2̂7 (3)

4̂6 y = 3̂6 (4).

En notant X,Y ∈ Z tels que x = X̂, y = Ŷ , on a :

(4) ⇐⇒ 46Y ≡ 36 [60] ⇐⇒ 23Y ≡ 18 [30]

⇐⇒ 7Y ≡ 12 [30] ⇐⇒
13∧30=1, 7·13=91

13 · 7Y ≡ 156 [30]

⇐⇒ Y ≡ 6 [30] ⇐⇒ y ∈ {6̂, 3̂6}.

� Pour y = 6̂ :

(S) ⇐⇒





3̂x+ 6̂0 = 9̂

1̂5x+ 2̂4 = 9̂
⇐⇒





3̂x = 9̂

1̂5x = −1̂5 = 4̂5

⇐⇒ 3̂x = 9̂ ⇐⇒ 3X ≡ 9 [60]

⇐⇒ X ≡ 3 [20] ⇐⇒ x ∈ {3̂, 2̂3, 4̂3}.

� Pour y = 3̂6 :

(S) ⇐⇒





3̂x+ 3̂60 = 9̂

1̂5x+ 1̂44 = 9̂
⇐⇒





3̂x = 9̂

1̂5x = −1̂35 = 4̂5,

et on finit comme ci-dessus.

On conclut : S = {3̂, 2̂3, 4̂3} × {6̂, 3̂6}.

2.5
Calculons a(ba− 1) :

a(ba− 1) = a(ba)− a = ( ab︸︷︷︸
=1

)a− a = a− a = 0.

D’après l’hypothèse de l’énoncé, il en résulte :

a = 0 ou ba− 1 = 0.

Si a = 0, alors 1 = ab = 0b = 0 puis ba = 0 = 1.
Sinon, on a ba− 1 = 0 donc ba = 1.

2.6

a) Supposons ab ∈ D.

On a alors, par définition de D : ab �= 0,
donc nécessairement a �= 0 et b �= 0.

Par hypothèse, il existe c ∈ A \ {0} tel que (ab)c = 0.

Si bc �= 0, alors : a ∈ A \ {0}, bc ∈ A \ {0}, a(bc) = 0,

donc : a ∈ D.

Si bc = 0, alors : b ∈ A \ {0}, c ∈ A \ {0}, bc = 0,

donc : b ∈ D.

On conclut : a ∈ D ou b ∈ D.

b) Supposons : a ∈ D ou b ∈ D.

Comme a et b ont des rôles symétriques, on peut se ramener
à supposer, par exemple : a ∈ D.

Il existe donc c ∈ A \ {0} tel que ac = 0.

On a alors : c ∈ A \ {0} et (ab)c = (ac)b = 0.

Si ab �= 0, alors : ab ∈ A \ {0}, c ∈ A \ {0}, (ab)c = 0,

donc : ab ∈ D ⊂ D ∪ {0}.

Si ab = 0, alors : ab ∈ D ∪ {0}.

On conclut : ab ∈ D ∪ {0}.

2.7
Notons 1A (resp. 1B) le neutre de A (resp. B) pour la loi · .

a) Soit x ∈ A∗.

Il existe x′
∈ A tel que : xx′ = x′x = 1A. On a :




f(x)f(x′) = f(xx′) = f(1A) = 1B

f(x′)f(x) = f(x′x) = f(1A) = 1B ,

donc : f(x) ∈ B∗.

Ceci montre : f(A∗) ⊂ B∗.

b) Puisque f(A∗) ⊂ B∗, on peut considérer l’application

f∗ : A∗
−→ B∗, x �−→ f(x),

restriction de f à A∗ au départ et à B∗ à l’arrivée.

1) Montrons que A∗ (resp. B∗) est un groupe pour la loi · .

• On a : 1A ∈ A∗, car 1A1A = 1A.

• Soient x, y ∈ A∗. Il existe x′, y′ ∈ A tels que :

xx′ = x′x = 1A et yy′ = y′y = 1A.

On a :





(xy)(y′x′) = x(yy′)x′ = x1Ax′ = xx′ = 1A

(y′x′)(xy) = y′(x′x)y = y′1Ay = y′y = 1A,

donc : xy ∈ A.

• La loi · est associative dans A, donc dans A∗.

• Soit x ∈ A∗.

Il existe x′
∈ A tel que xx′ = x′x = 1A.

On a alors : x′x = xx′ = 1A, donc x′
∈ A∗.
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Ceci montre que A∗ est un groupe pour la loi · de A.

En appliquant ce résultat à B à la place de A, on déduit que
B∗ est un groupe pour la loi · de B.

2) On a, pour tout (x, y) ∈ (A∗)2 :

f∗(xy) = f(xy) = f(x)f(y) = f∗(x)f∗(y),

donc f∗ est un morphisme de (A∗, ·) dans (B∗, ·).

On conclut que f∗ est un morphisme de groupes de A∗

dans B∗.

2.8

a) • On a f(A) ⊂ B et 1B = f(1A) ∈ f(A).
• Soient u, v ∈ f(A).
Il existe x, y ∈ A tels que : u = f(x), v = f(y).

On a alors :
{
u− v = f(x)− f(y) = f(x− y) ∈ f(A)

uv = f(x)f(y) = f(xy) ∈ f(A).

On conclut que f(A) est un sous-anneau de B.
b) D’après a), f(A) est aussi un anneau.
Soit I un idéal de A.

• On a f(I) ⊂ f(A) et 0f(A) = 0B = f(0A) ∈ f(I).
• Soient u, v ∈ f(I).
Il existe x, y ∈ I tels que : u = f(x), v = f(y).
On a alors : u− v = f(x)− f(y) = f(x− y) ∈ f(I).
• Soient u ∈ f(I), z ∈ f(A).
Il existe x ∈ I, t ∈ A tels que : u = f(x), z = f(t).
On a alors : zu = f(t)f(x) = f(tx) ∈ f(I).

On conclut que f(I) est un idéal de f(A).

2.9

a) 1) • A ⊂ RN et RN est un anneau pour les lois usuelles.
• 1 ∈ A.

• ∀u, v ∈ A, (u+ v ∈ A, −u ∈ A, uv ∈ A
)
,

par propriétés des suites réelles bornées.
On conclut : A est un anneau pour les lois usuelles.
2) • I ⊂ A, car, si une suite converge vers 0, alors elle est
bornée.
• 0 ∈ I.
• ∀u, v ∈ I, u− v ∈ I, car :

(
un −→

n∞
0 et vn −→

n∞
0
)

=⇒ un − vn −→
n∞

0.

• ∀a ∈ A, ∀u ∈ I, au ∈ I, car :
(
(an)n∈N bornée et un −→

n∞
0
)

=⇒ anun −→
n∞

0.

On conclut : I est un idéal de A.

b) 1) Nous allons montrer que I n’est pas principal, en rai-
sonnant par l’absurde. Supposons I principal.
Il existe u ∈ I tel que : I = Au.

Comme, par exemple, v =
( 1

n+ 1

)

n∈N
∈ I,

il existe a = (an)n∈N ∈ A telle que v = au.

On a donc : ∀n ∈ N,
1

n+ 1
= anun,

d’où nécessairement : ∀n ∈ N, un �= 0.

Considérons w = (wn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, wn =
√

|un|.

Comme un −→
n∞

0, on a : wn −→
n∞

0, donc : w ∈ I.

Il existe donc b = (bn)n∈N ∈ A telle que : w = bu. d’où :
∀n ∈ N,

√
|un| = bnun.

Comme : ∀n ∈ N, un �= 0, on déduit :

∀n ∈ N, |bn| =
1

√
|un|

,

donc : |bn| −→
n∞

+∞, contradiction avec (bn)n∈N bornée.

On conclut : I n’est pas principal.
2) Considérons u = (un)n∈N, v = (vn)n∈N définies par :

un =





0 si n pair

1 si n impair
, vn =





1 si n pair

0 si n impair.

On a : u ∈ A, v ∈ A, uv = 0 ∈ I, u /∈ I, v /∈ I.

On conclut : I n’est pas premier.
3) Considérons l’ensemble J des suites réelles u = (un)n∈N
telles que (u2n)n∈N soit bornée et que (u2n+1)n∈N converge
vers 0. Il est clair que J est un idéal de A (comme en a), et
que : I � J � A.

On conclut : I n’est pas maximal.
c) Soient u = (un)n∈N ∈ A, p ∈ N∗. On a :

up
∈ I ⇐⇒ up

n −→
n∞

0 ⇐⇒ un −→
n∞

0 ⇐⇒ u ∈ I.

On conclut :
√
I = I.

2.10
Par commodité, pour tout x ∈ Z, on note x la classe de x
modulo 13.

On remarque :
X8 + 2X6 + 3X4 + 2X2 + 1 = (X4 + X2 + 1)2.

Puisque 13 est premier, Z/13Z est un corps, donc :
(1) ⇐⇒ (x4 + x2 + 1)2 = 0 ⇐⇒ x4 + x2 + 1 = 0.

Calculons, dans Z/13Z, x2, x4, puis x4 + x2 + 1 :

x 0 ±1 ±2 ±3 ±4 ±5 ±6
x2 0 1 4 −4 3 −1 −3
x4 0 1 3 3 −4 1 −4

x4 + x2 + 1 1 3 8 0 0 1 −6

Ainsi : x4 + x2 + 1 = 0 ⇐⇒
(
x = ±3 ou x = ±4

)
.

On conclut que l’ensemble S des solutions de (1) est :
S =

{
− 4, −3, 3, 4

}
.

2.11
• Montrons : (a− 3) ∧ a = 1.

Soit p un nombre premier tel que p | a et p | a− 3.
Alors, p | a−(a−3), donc p | 3, p = 3, 3 | a, contradiction.
Ceci montre : (a− 3) ∧ a = 1.
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Chapitre 2 – Anneaux, arithmétique

• D’où, d’après le théorème d’Euler : (a− 3)ϕ(a)
≡ 1 [a],

ou encore : (a− 3)(a− 3)ϕ(a)−1
≡ 1 [a],

c’est-à-dire : −3(a− 3)ϕ(a)−1
≡ 1 [a]

et on conclut : a | 3(a− 3)ϕ(a)−1 + 1.

2.12

• Montrons que f−1(J) est un idéal de A.

� On a f−1(J) ⊂ A et f(0A) = 0B ∈ I, donc 0A ∈ f−1(J).
� Soient x, y ∈ f−1(J). On a alors f(x) ∈ J et f(y) ∈ J ,
donc : f(x− y) = f(x)− f(y) ∈ J, d’où x− y ∈ f−1(J).
� Soient a ∈ A, x ∈ f−1(J). On a alors f(x) ∈ J , donc
f(ax) = f(a)f(x) ∈ J, d’où ax ∈ f−1(J).

On conclut que f−1(J) est un idéal de A.
• Soient x, y ∈ A tels que xy ∈ f−1(J).
Alors : f(x)f(y) = f(xy) ∈ J, donc, puisque J est premier :
f(x) ∈ J ou f(y) ∈ J , puis : x ∈ f−1(J) ou y ∈ f−1(J).
On conclut que f−1(J) est un idéal premier de A.

2.13
1) Soient I un idéal de A, I′ un idéal de A′. Montrons que
I × I′ est un idéal de A×A′.

• (0, 0) ∈ I × I′.

• ∀(x, x′), (y, y′) ∈ I × I′,

(x, x′)− (y, y′) = (x− y, x′
− y′) ∈ I × I′.

• ∀(a, a′) ∈ A×A′, ∀(x, x′) ∈ I × I′,

(a, a′)(x, x′) = (ax, a′x′) ∈ I × I′.

On conclut : I × I′ est un idéal de A×A′.

2) Réciproquement, soit J un idéal de A×A′.

Nous allons montrer qu’il existe un idéal I de A et un idéal I′
de A′ tels que : J = I × I′. Notons

I = pr1(J) =
{
x ∈ A ; ∃x′

∈ A, (x, x′) ∈ J
}
,

I′ = pr2(J) =
{
x′

∈ A′ ; ∃x ∈ A, (x, x′) ∈ J
}
.

α) Montrons que I est un idéal de A.

� 0 ∈ I car 0 = pr1(0, 0) et (0, 0) ∈ J.

� Soit x, y ∈ I. Il existe x′, y′ ∈ A tels que :

(x, x′) ∈ J et (y, y′) ∈ J.

On a : (x− y, x′
− y′) = (x, x′)− (y, y′) ∈ J,

donc : x− y ∈ pr1(J) = I.

� Soient a ∈ A, x ∈ I. Il existe x′
∈ A tel que (x, x′) ∈ J.

On a : (ax, ax′) = (a, a)(x, x′) ∈ J,

donc : ax ∈ pr1(J) = I.

Ceci montre que I est un idéal de A.

β) De même, I′ est un idéal de A′.

γ) On a : J ⊂ I × I′. En effet, pour tout (x, x′) ∈ J,
on a x = pr1(x, x′) ∈ I et x′ = pr2(x, x′) ∈ I′, donc
(x, x′) ∈ I × I′.

δ) Montrons : I × I′ ⊂ J.

Soit (x, y′) ∈ I × I′.

Par définition de I et de I′, il existe x′
∈ A′, y ∈ A tel que :

(x, x′) ∈ J et (y, y′) ∈ J.

On a alors :

(x, 0) = (1, 0)(x, x′) ∈ J et (0, x′) = (0, 1)(x, x′) ∈ J,

donc : (x, x′) = (x, 0) + (0, x′) ∈ J.

Ceci montre : I × I′ ⊂ J.

On conclut qu’il existe un idéal I de A et un idéal I′ de A′

tels que : J = I × I′.

Finalement : les idéaux de A × A′ sont les I × I′, où I est
un idéal de A et I′ un idéal de A′.

2.14
Soit (m,n) ∈ (N∗)2.

Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux f de Zm

dans Zn.

Considérons Sm = {u ∈ Zm ; u2 = u} et Sn de même.

• On a, pour tout u = (u1, ..., um) ∈ Zm :

u ∈ Sm ⇐⇒ u2 = u ⇐⇒
(
∀k ∈ {1, ...,m}, u2

k
= uk

)

⇐⇒
(
∀k ∈ {1, ...,m}, uk ∈ {0, 1}

)
.

Il en résulte : Sm = {0, 1}m, et donc : Card (Sm) = 2m.

• D’autre part, montrons : Card (Sm) = Card (Sn).

Soit u ∈ Sm. Puisque f est un morphisme d’anneaux, on a :(
f(u)

)2
= f(u2) = f(u), donc : f(u) ∈ Sn.

Ceci montre : f(Sm) ⊂ Sn,
donc : Card

(
f(Sm)

)
� Card (Sn).

Comme f est un isomorphisme d’anneaux, on peut appliquer
le résultat précédent en échangeant les rôles de m et n, et on
déduit : Card (Sm) = Card (Sn).

• Enfin : 2m = Card (Sm) = Card (Sn) = 2n,

donc : m = n.

Ceci établit que, s’il existe un isomorphisme de Zm sur Zn,
alors m = n.

Par contraposition, on conclut que les anneaux Zn, pour
n ∈ N∗ sont deux à deux non isomorphes.

2.15

a) Soit a ∈ Z impair. Montrons le résultat par récurrence
sur n.

• Pour n = 3, comme il existe b ∈ Z tel que a = 2b + 1,
on a :

a2
n−2

= a2 = (2b+ 1)2 = 4b2 + 4b+ 1

= 4 b(b+ 1)
︸ ︷︷ ︸

pair

+1 ≡ 1 [8]

donc la propriété est vraie pour n = 3.
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• Supposons que, pour un n � 3 fixé, on ait a2
n−2

≡ 1 [2n].

Il existe donc c ∈ Z tel que : a2
n−2

= 1 + c2n, d’où :

a2
(n+1)−2

= a2
n−1

=
(
a2

n−2)2
= (1 + c2n)2

= 1 + 2c2n + c222n

= 1 + 2n+1(c+ c22n−1) ≡ 1 [2n+1],

donc la propriété est vraie pour n+ 1.

On conclut, par récurrence, que, pour tout n � 3,
a2

n−2
≡ 1 [2n].

b) Raisonnons par l’absurde : supposons que le groupe
(Z/2nZ)∗ soit cyclique.
D’après le cours, en utilisant l’indicateur d’Euler, on a :

Card
(
(Z/2nZ)∗

)
= ϕ(2n) = 2n − 2n−1 = 2n−1.

Il existe donc α ∈ Z tel que, en notant avec un chapeau les
classes modulo 2n, on ait : (Z/2nZ)∗ =

{
1̂, α̂, α̂2, ..., α̂2n−1}

et ces 2n−1 éléments sont deux à deux distincts.
Comme α̂ est inversible dans Z/2nZ, α est nécessairement
impair.

D’après a), il en résulte α2n−2
≡ 1 [2n], donc α̂2n−2

= 1̂ en
contradiction avec les 2n−1 éléments deux à deux distincts
ci-dessus.
On conclut, par ce raisonnement par l’absurde, que le groupe
(Z/2nZ)∗ n’est pas cyclique.

2.16

Notons n =
N∏

i=1

p
ri
i

la décomposition primaire de n (où

chaque ri est � 1).

Alors, la décomposition primaire de nk est : nk =
N∏

i=1

p
rik

i
,

et chaque rik est � 1.
D’après le cours sur l’indicateur d’Euler, on a donc :

ϕ(n) = n
N∏

i=1

(
1−

1

pi

)
et ϕ(nk) = nk

N∏

i=1

(
1−

1

pi

)
,

d’où : ϕ(nk) = nk−1ϕ(n).

2.17
Soit A un anneau régulier.
D’après l’exercice 2.1, le centre Z de A est un sous-anneau
de A, donc est un anneau.

Soit x ∈ Z. Puisque A est régulier, il existe y ∈ A tel que :
x = xyx. Considérons z = yxy. Nous allons montrer x = xzx
et z ∈ Z, ce qui établira que Z est un anneau régulier.

1) On a : xzx = x(yxy)x = (xyx)(yx) = x(yx) = x.

2) Montrons : xy ∈ Z.

Soit a ∈ A. Puisque x ∈ Z et que la multiplication est asso-
ciative dans A, on peut déplacer le facteur x dans des pro-
duits, d’où :

a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = (xyx)(ay) = xyxay,

(xy)a = x(ya) = (ya)x = (ya)(xyx)

=
(
y(ax)y

)
x = x

(
y(xa)y

)
= xyxay.

Ceci montre : ∀a ∈ A, a(xy) = (xy)a,

donc : xy ∈ Z.

3) Montrons z ∈ Z. On a, pour tout a ∈ A :

az = a(yxy) = (ay)(xy) =
xy∈Z

(xy)(ay)

=
x∈Z

yaxy =
xy∈Z

xyya =
x∈Z

yxya = za.

Ceci montre : z ∈ Z.

Finalement : ∀x ∈ Z, ∃ z ∈ Z, xzx = x.

On conclut : Z est un anneau régulier.

2.18
Soit a ∈ A \ {0}.

Considérons, pour tout n ∈ N∗ : In = anA = {anx ; x ∈ A},
qui est l’idéal principal engendré par an.

Par hypothèse, A n’a qu’un nombre fini d’idéaux.
Il existe donc p, q ∈ N∗ tels que : p < q et Ip = Iq .

On a : ap = ap1A ∈ Ip = Iq ,

donc il existe b ∈ A tel que : ap = aqb.

Alors : ap(1A − aq−pb) = ap − aqb = 0.

Comme a �= 0 et que A est intègre, il en résulte :
1A − aq−pb = 0.

Notons c = aq−p−1b, qui est correctement défini car
q − p− 1 ∈ N, avec la convention a0 = 1A.
On a alors ac = 1, donc a admet un inverse.
Ceci montre que tout élément de A \ {0} admet un inverse,
et on conclut que A est un corps.
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Chapitre 3 – Valeurs propres, vecteurs propres

Valeurs propres, vecteurs propres

Valeurs propres,
vecteurs propres

Chapitre 3

Plan
Les méthodes à retenir 31
Vrai ou faux ? 39
Les énoncés des exercices 40
Du mal à démarrer ? 45
Vrai ou faux, les réponses 47
Les corrigés des exercices 48

K désigne
un corps commutatif.

Par commodité, on utilise les
abréviations suivantes :

ev : espace vectoriel

sev : sous-espace vectoriel

vp : valeur propre

SEP : sous-espace propre

Thèmes abordés dans les exercices
• Utilisation de décompositions en blocs pour des matrices,

pour des déterminants
• Détermination des valeurs propres et des sous-espaces

propres d’un endomorphisme ou d’une matrice carrée
• Calcul ou étude du polynôme caractéristique d’un endo-

morphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, du po-
lynôme caractéristique d’une matrice carrée

• Obtention et utilisation du polynôme minimal.

Points essentiels du courspour la résolution des exercices
• Manipulation de blocs
• Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs
• Définitions de :

valeur propre, spectre, vecteur propre, sous-espace propre
• Définition du polynôme caractéristique,

lien avec les valeurs propres, coefficients remarquables
• Notion de polynôme d’endomorphisme, de polynôme de ma-

trice carrée, leur manipulation
• Définition de polynôme annulateur d’un endomorphisme ou

d’une matrice carrée
• Inclusion du spectre dans l’ensemble des zéros d’un poly-

nôme annulateur
• Théorème de décomposition des noyaux
• Notion de polynôme minimal.
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Les méthodes à retenir

Pour manipuler des ma-
trices décomposées en
blocs

Essayer d’amener des combinaisons linéaires, des produits de matrices
décomposées en blocs.

➟ Exercices 3.1, 3.7, 3.19

Méthode

Soient n ∈ N∗, A,B,C,D ∈ Mn(K),
(α, β) ∈ K2 tel que α �= β.
On note :

J =

(
α In 0
0 β In

)
, M =

(
A B
C D

)
.

Montrer que M commute avec J si et
seulement si : B = 0 et C = 0.

On a :

JM = MJ ⇐⇒

(
α In 0
0 β In

)(
A B
C D

)
=

(
A B
C D

)(
α In 0
0 β In

)

⇐⇒

(
αA αB
βC βD

)
=

(
αA βB
αC βD

)

⇐⇒

{
αB = βB

βC = αC
⇐⇒

{
(α− β)B = 0

(α− β)C = 0
⇐⇒

{
B = 0

C = 0.

Exemple

Pour étudier le détermi-
nant d’une matrice car-
rée décomposée en blocs

Essayer de faire intervenir une matrice triangulaire par blocs et utiliser

la formule du cours : det
(
A B
0 C

)
= det (A) det (C)

pour des matrices carrées A et C.
➟ Exercice 3.18

Méthode

Soient A ∈ GLn(K), B, C, D ∈

Mn(K) telles que AB = BA. Montrer :

det
(
A B
C D

)
= det (DA−BC).

On a, par produit par blocs :
(
A B
C D

)(
In −B
0 A

)
=

(
A 0
C DA−BC

)
,

d’où, en passant aux déterminants :

det
(
A B
C D

)
det

(
In −B
0 A

)
= det

(
A 0
C DA−BC

)
.

D’après le résultat du cours sur le déterminant d’une matrice triangu-
laire par blocs, on a :

det
(

In −B
0 A

)
= det (In) det (A) = det (A)

det
(
A 0
C DA−BC

)
= det (A) det (DA−BC).

Comme A est inversible, on a det (A) �= 0, en simplifiant par det (A),

on conclut : det
(
A B
C D

)
= det (DA−BC).

Exemple
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Pour déterminer les va-
leurs propres et les vec-
teurs propres d’un endo-
morphisme f d’un K-ev
E, ou d’une matrice car-
rée A de Mn(K)

Essayer l’une des trois méthodes suivantes :

• Revenir à la définition, c’est-à-dire résoudre l’équation

f(x) = λx,

d’inconnues λ ∈ K, x ∈ E \ {0}.
À cet effet, on pourra raisonner par équivalences successives, ou
par analyse-synthèse.

• Déterminer les valeurs propres de f , par exemple en formant
le polynôme caractéristique χf de f (si E est de dimension
finie), chercher les zéros de χf , puis déterminer les sous-espaces
propres associés.

Si E est un ev de polynômes, lors de la résolution de l’équation(
f(P ) = λP et P �= 0

)
, envisager le degré de P, ou des

polynômes P simples, ou des diviseurs simples de P.

Si E est un ev de fonctions, envisager l’intervention d’une équa-
tion différentielle.

• Faire intervenir la notion de polynôme annulateur, si f ou A
satisfait une équation simple.

➟ Exercices 3.2 à 3.10, 3.13, 3.15 à 3.17

Méthode

Déterminer les vp et les SEP de la ma-
trice carrée A =

(
−5 4
−6 5

)
∈ M2(R).

On forme le polynôme caractéristique χA de A :

χA(λ) = (−1)2
∣∣∣∣
−5− λ 4
−6 5− λ

∣∣∣∣

= (λ2
− 25) + 24 = λ2

− 1 = (λ+ 1)(λ− 1),

donc les vp de A sont −1 et 1, c’est-à-dire SpR(A) = {−1, 1}, et chacune
de ces deux vp est d’ordre 1.

On a, pour tout X =

(
x
y

)
∈ M2,1(R) :

X ∈ SEP (A,−1) ⇐⇒ AX = −X

⇐⇒

{
−5x+ 4y = −x

−6x+ 5y = −y
⇐⇒ x = y,

donc SEP (A,−1) = Vect (
(
1
1

)
) et dim SEP (A,−1) = 1,

X ∈ SEP (A, 1) ⇐⇒ AX = X

⇐⇒

{
−5x+ 4y = x

−6x+ 5y = y
⇐⇒ − 6x+ 4y = 0,

donc SEP (A, 1) = Vect (
(
2
3

)
) et dim SEP (A, 1) = 1.

Remarque : On verra, avec le vocabulaire du chapitre 4, que la matrice
carrée A est diagonalisable dans M2(R).

Exemple
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Déterminer les vp et les SEP de la ma-
trice carrée A =

(
1 1
0 1

)
∈ M2(R).

La matrice A est triangulaire (supérieure) donc les vp de A se lisent
sur la diagonale, d’où : SpR(A) = {1} et 1 est vp d’ordre 2 de A.

On a, pour tout X =

(
x
y

)
∈ M2,1(R) :

X ∈ SEP (A, 1) ⇐⇒ AX = X ⇐⇒

{
x+ y = x

y = y
⇐⇒ y = 0,

donc SEP (A, 1) = Vect (
(
1
0

)
) et dim SEP (A, 1) = 1.

Remarque : On verra, avec le vocabulaire du chapitre 4, que la matrice
carrée A n’est pas diagonalisable dans M2(R).

Exemple

On note

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
∈ M2(R)

et on considère l’application

f : M2(R) −→ M2(R), M �−→ AMB.

Vérifier que f est un endomorphisme de
l’espace vectoriel M2(R) et déterminer
les valeurs propres et les sous-espaces
propres de f .

On a, pour tous α ∈ R, M,N ∈ M2(R) :

f(αM +N) = A(αM +N)B = αAMB +ANB = αf(M) + f(N),

donc f est un endomorphisme de l’espace vectoriel M2(R).

1re méthode : utilisation de la définition des vp et des SEP d’un endo-
morphisme :
Soient λ ∈ R, M =

(
x y
z t

)
∈ M2(R) \ {0}. On a :

f(M) = λM ⇐⇒

(
0 1
0 0

)(
x y
z t

)(
0 0
1 0

)
= λ

(
x y
z t

)

⇐⇒

(
t 0
0 0

)
=

(
λx λy
λz λt

)
⇐⇒

(
t = λx, λy = λz = λt = 0

)
.

Si λ �= 0, alors y = z = t = 0, puis λx = 0, donc x = 0, d’où M = 0,
contradiction.
On obtient : f(M) = λM ⇐⇒

(
λ = 0 et t = 0

)
.

On conclut :

Sp(f) = {0} et SEP (f, 0) =
{(

x y
z 0

)
; (x, y, z) ∈ R3

}
,

et donc dim SEP (f, 0) = 3.

2e méthode : utilisation de la matrice de f dans la base canonique
de M2(R) :

Considérons la base canonique B = (E11, E12, E21, E22) de M2(R),
définie par :
E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
.

On calcule les images des éléments de B par f et on obtient :
f(E11) = 0, f(E12) = 0, f(E21) = 0, f(E22) = E11.

La matrice M de f dans B est donc : M =





0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 .

Puisque M est triangulaire (supérieure), les valeurs propres de M (qui
sont aussi celles de f) se lisent sur la diagonale :

Sp(M) = {0}.
Enfin, SEP (M, 0) est le noyau de M , qui est ici engendré par les trois
premiers vecteurs de la base canonique de M4,1(R), donc :

SEP (f, 0) = Vect (E11, E12, E21).
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3e méthode : utilisation d’un polynôme annulateur :

On remarque A2 = 0, d’où, pour toute M ∈ M2(R) :
f2(M) = f

(
f(M)

)
= Af(M)B = A(AMB)B = A2MB2 = 0,

donc : f2 = 0.
Le polynôme X2 est annulateur de f , donc, d’après le cours, les vp de
f sont parmi les zéros de X2, c’est-à-dire : Sp (f) ⊂ {0}.

Enfin, on résout l’équation f(M) = 0, d’inconnue M ∈ M2(R), comme
dans la 1re méthode.

On note E = C∞(R, R)
et T : E −→ E, f �−→ f ′.

Vérifier que T est un endomorphisme de
l’espace vectoriel E et déterminer les va-
leurs propres et les sous-espaces propres
de T .

D’abord, il est clair que E est bien un ev et que T est bien une appli-
cation de E dans E.
On a, pour tous α ∈ R, f, g ∈ E :

T (αf + g) = (αf + g)′ = αf ′ + g′ = αT (f) + T (g),

donc T ∈ L(E).
Soit (λ, f) ∈ R× E.
On a, par résolution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre sans second membre :

T (f) = λf ⇐⇒ f ′ = λf ⇐⇒
(
∃C ∈ R, ∀x ∈ R, f(x) = C e λx

)
.

On conclut : Sp(f) = R
et, pour tout λ ∈ R, SEP (f, λ) = Vect (eλ),
où eλ : R −→ R, x �−→ e λx.

Dans cet exemple, le spectre de f est infini et chaque SEP de f est de
dimension finie égale à 1.

Exemple

On note E = R[X]

et T : E −→ E, P �−→ P (0)X2.

Vérifier T ∈ L(E) et déterminer les va-
leurs propres et les SEP de T .

On a, pour tous α ∈ R, P,Q ∈ E :

T (αP +Q) = (αP +Q)(0)X2 =
(
αP (0) +Q(0)

)
X2

= αP (0)X2 +Q(0)X2 = αf(P ) + f(Q),

donc : T ∈ L(E).

Soit (λ, P ) ∈ R× (E \ {0}) tel que T (P ) = λP , c’est-à-dire :
P (0)X2 = λP .

Si λ �= 0, alors P =
1

λ
P (0)X2, d’où, en prenant la valeur en 0,

P (0) = 0, puis P = 0, contradiction.
On a donc λ = 0, puis P (0) = 0.

Réciproquement, on a, pour tout P ∈ E :
T (P ) = 0 ⇐⇒ P (0)X2 = 0 ⇐⇒ P (0) = 0.

On conclut : Sp(T ) = {0}

et SEP (T, 0) =
{
P ∈ E ;P (0) = 0

}
= XR[X].
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Pour déterminer une
ou deux valeurs propres
manquantes, pour une
matrice carrée A

Penser à utiliser tr (A) et éventuellement tr (A2).

➟ Exercice 3.10

Méthode

Déterminer (presque) sans calcul les
valeurs propres de la matrice carrée

A =




1 1 1
1 1 1
1 1 1



 de M3(R).

On remarque rg (A) = 1, donc, par le théorème du rang :
dim Ker (A) = 3− 1 = 2.

Ceci montre que 0 est vp de A, d’ordre de multiplicité au moins 2.
Ainsi, A admet 0 pour valeur propre d’ordre au moins 2 et deg (χA) = 3,
donc χA est scindé sur R et il reste à calculer une troisième vp, notée λ3,
de A.
Comme la somme des vp de A, en comptant les ordres de multiplicité,
est égale à la trace de A, on a : 0 + 0 + λ3 = 1 + 1 + 1 = 3,
donc λ3 = 3.

On conclut SpR(A) = {0(2), 3(1)} où les nombres entre parenthèses
indiquent les ordres de multiplicité.

Exemple

Pour calculer χA, le
polynôme caractéris-
tique d’une matrice
A ∈ Mn(K)

Par définition, le polynôme caractéristique χA de la matrice carrée A
d’ordre n est donné, avec la variable λ, par :

χA(λ) = (−1)ndet (A− λ In) = det (λ In −A),

et χA est unitaire et de degré n.

Calculer le déterminant en essayant de privilégier les factorisations.

Essayer de se ramener, lorsque c’est possible, à des déterminants de
matrices triangulaires par blocs.

➟ Exercices 3.18, 3.23, 3.24

Méthode

Soient n ∈ N∗, A, B, C, D ∈ Mn(R)
telles que A+ C = B +D.
On note M =

(
A B
C D

)
∈ M2n(R).

Exprimer χM comme produit de deux
polynômes de degré n.

On a : χM (λ) = (−1)2ndet (M − λ I2n) =
∣∣∣∣
A− λ In B

C D − λ In

∣∣∣∣ .

En faisant, pour tout i ∈ {1, ..., n}, Li ←− Li + Li+n, ce qui revient,
en lignes de blocs, à faire L1 ←− L1 + L2, on a :

∣∣∣∣
A− λ In B

C D − λ In

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
A+ C − λ In B +D − λ In

C D − λ In

∣∣∣∣ .

Puis, en faisant, pour tout j ∈ {n + 1, ..., 2n}, Cj ←− Cj − Cj−n, ce
qui revient, en colonnes de blocs, à faire C2 ←− C2 − C1, on obtient :

∣∣∣∣
A+ C − λ In B +D − λ In

C D − λ In

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
A+ C − λ In 0

C D − C − λ In

∣∣∣∣ .
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Enfin, comme il s’agit maintenant du déterminant d’une matrice trian-
gulaire par blocs, on conclut :
χM (λ) = det (A+ C − λ In)det (D − C − λ In) = χA+C(λ)χD−C(λ),

ce qui exprime χM comme produit de deux polynômes de degré n.

Pour étudier les valeurs
propres réelles d’une
matrice A ∈ Mn(R)

Penser éventuellement à faire intervenir des arguments issus de l’ana-
lyse, en particulier le théorème des valeurs intermédiaires, sur le po-
lynôme caractéristique de A ou sur un polynôme annulateur de A.

➟ Exercice 3.24

Méthode

Soit A ∈ M3(R).
Montrer :

A8 +A2 + I3 �= 0.

Raisonnons par l’absurde : supposons : A8 +A2 + I3 = 0.

Le polynôme P = X8 + X2 + 1 est donc annulateur de A.
D’après le cours, les valeurs propres de A sont donc parmi les zéros
de P .
Mais : ∀x ∈ R, P (x) = x8 + x2 + 1 > 0,

donc P n’a pas de zéro réel.
Il en résulte que A n’a pas de valeur propre réelle.
D’autre part, le polynôme caractéristique χA de A est une application
continue de R dans R, est unitaire et de limite −∞ en −∞, +∞ en
+∞.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, χA admet donc au
moins un zéro réel, contradiction.

On conclut : A8 +A2 + I3 �= 0.

Exemple

Pour étudier une ma-
trice carrée satisfaisant
une équation

Penser à faire intervenir la notion de polynôme annulateur.

➟ Exercice 3.21

Méthode

Soit A ∈ M5(C) telle que :

A2
− 4A+ 3 I5 = 0 et tr (A) = 9.

Déterminer les valeurs propres de A et
leurs ordres de multiplicité.

Le polynôme P = X2
− 4X + 3 est annulateur de A et on a :

P = (X − 1)(X − 3),
donc, d’après le cours : SpC(A) ⊂ {1, 3}.

Notons α (resp. β) l’ordre de multiplicité de la vp 1 (resp. 3) de A, avec
la convention α = 0 si 1 n’est pas vp de A.
Puisque χA est scindé sur C, on a, d’après le cours, α + β = 5 (ordre
de A) et d’autre part : α1 + β3 = tr (A) = 9.

On déduit : α = 3, β = 2.

On conclut : les vp de A sont 1 (d’ordre 3) et 3 (d’ordre 2).
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Pour déterminer le
polynôme caractéris-
tique d’une matrice-
compagnon

Effectuer une transformation du genre :
Ln ←− Ln + λLn−1 + · · ·+ λn−1L1.

➟ Exercice 3.24

Méthode

Soit (a1, a2, a3) ∈ C3.
Calculer le polynôme caractéristique de

A =




a1 1 0
a2 0 1
a3 0 0



 .

On a :

χA(λ) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣

a1 − λ 1 0
a2 −λ 1
a3 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
L3 ←− L3 + λL2 + λ2L1

= −

∣∣∣∣∣∣

a1 − λ 1 0
a2 −λ 1

a3 + a2λ+ (a1 − λ)λ2 0 0

∣∣∣∣∣∣

= −(a3 + a2λ+ a1λ
2
− λ3)

∣∣∣∣
1 0
−λ 1

∣∣∣∣

= λ3
− a1λ

2
− a2λ− a3.

Exemple

Pour obtenir des rensei-
gnements, par exemple
sur la trace ou le déter-
minant, d’une matrice
A de Mn(K), lorsqu’on
dispose d’un polynôme
P annulateur de A

Utiliser : le spectre de A est inclus dans l’ensemble des zéros de P
dans K.

➟ Exercice 3.21

Méthode

Soient n ∈ N∗, A ∈ Mn(R) telle que :

A2
− 5A+ 6 In = 0.

Montrer : tr (A) � 3n.

Le polynôme P = X2
− 5X + 6 est annulateur de A, et on a :

P = (X − 2)(X − 3),
donc, d’après le cours : SpC(A) ⊂ {2, 3}.

Notons α (resp. β) l’ordre de multiplicité de la vp 2 (resp. 3) de A, avec
la convention α = 0 si 2 n’est pas vp de A.
Puisque χA est scindé sur C, on a :

α+ β = n et tr (A) = 2α+ 3β.

D’où : tr (A) = 2α+ 3β � 3α+ 3β = 3(α+ β) = 3n.
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Pour étudier des po-
lynômes de matrices
carrées, lorsqu’inter-
vient la notion de
polynômes premiers
entre eux

Penser à utiliser le théorème de Bézout ou le lemme de décomposition
des noyaux.

Méthode

Soient n ∈ N∗, A ∈ Mn(R) telle que

A3 +A+ In = 0.

Montrer que la matrice carrée

A3 +A2 + In

est inversible.

1re méthode : utilisation du théorème de Bézout :

Les polynômes P = X3+X+1 et Q = X3+X2+1 de C[X] n’ont pas de
zéro commun, car, pour tout z ∈ C, si z3+z+1 = 0 et z3+z2+1 = 0,
alors, par différence, z2 = z, donc z = 0 ou z = 1, contradiction avec
z3 + z + 1 = 0.
Puisque P et Q sont scindés sur C, il en résulte alors que P et Q sont
premiers entre eux.
D’après le théorème de Bézout, il existe donc U, V ∈ C[X] tels que :

UP + V Q = 1.

On déduit : U(A)P (A) + V (A)Q(A) = In,
puis, comme P (A) = 0 et Q(A) = A3 + A2 + In, on conclut que
A3 +A2 + In est inversible.

2e méthode : utilisation du noyau d’une matrice :

Soit V ∈ Mn,1(C) telle que : (A3 +A2 + In)V = 0, c’est-à-dire :
A3V +A2V + V = 0.

Comme A3 + A+ In = 0, on a A3V + AV + V = 0, et on déduit, par
différence, A2V = AV .
Ensuite : A3V = A(A2V ) = A(AV ) = A2V = AV,

puis : 2AV + V = 0, AV = −
1

2
V,

d’où : A2V = A
(
−

1

2
V
)
= −

1

2
AV =

(
−

1

2

)2
V =

1

4
V,

donc −
1

2
V =

1

4
V, et enfin V = 0.

Ceci montre Ker (A) = {0}, donc, puisque A est une matrice carrée, on
conclut que A est inversible.
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