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Arithmeétique,
algebre

et trigonometrie

1.1 Symboles usuels de PPalgébre

Symboles
v

3
a€ E

ag E

EDF
FcE

ENF

EUF

aTb=c

aTe=eTa=a
aTa=e

Symboles dits quantificateurs
signifie « quel quesoit » ; par exemple Va € E, quel que
soit a appartenant a E.
signifie « il existe » ; par exemple Ja € E, il existe a
appartenant a E, tel que ... .
a est un élément de lensemble E.
a wappartient pas a E.
Symbole de linclusion signifiant que F est un sous-
ensemble de E, cest-a-dire contenu dans E et pouvant
étre E lui-méme.
Ensemble vide.
Intersection de E et de F; ensemble des éléments
communsa EetaF
Réunion de E de F; ensemble des éléments apparte-
nant soit 3 E, soit a F, soit a leur intersection.
Complémentaire de A sous-ensemble de E ; on a
ANGC A= <.

Relation exprimant que c est le résultat de lopération
interne effectuée sur a et b éléments de E. On trouve
aussi:

alb; axb; a+b; a.b
e est [élément neutre de lopération T .
a et a’ sont des éléments symétriques dans lopération
T.
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aRb  aet b satisfont a une relation binaire désignée par R.
y—f(x)  xélément de E sapplique sur y, élément de F
y< f(x)  Lapplication est bijective.
fog  application composée signifiant y — f[g(x)] ; ne pas
confondre avec go f signifiant y — g[f (x)].
amodulon  signifie a + Kn, quel que soit K entier relatif.
|a|  valeur absolue ou module de a.

1.2 Structures algébriques

A) Groupe

Ensemble G non vide possédant une loi de composition interne satis-
faisant aux axiomes suivants :

1"Va, b,ce G:(@T by Tc=aT BT (associativité),
2°dee G,Va:aT e=eT a=a (e, élément neutre),
3Vae G3d :d Ta=aTd=e (a’, symétrique).

» Groupe abélien:Va,be G:a T b=0>b T a(commutativité).

» Va,b,ce GaTc=bTc=>a=b,cTa=cT b= a=b(tout
élément est régulier) ;
» Va, be G dxe Gtelque aTx=b:x=dTbh
et xTa=b:x=bT 4.
» Sous-groupe : G' C G est un sous-groupe de Gsi Va,be G :a
T V' € G (V' symétrique de b dans G).
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B) Anneau

Ensemble A muni de deux lois de composition interne satisfaisant
aux axiomes suivants :

I. A est un groupe abélien pour la premiére loi (addition) :
1°'Va,b,ce A:(a+b)+c=a+(b+0);

2’30 e A,Va:a+0=0+a=a;

3Vae AI-a):a+-a=Fa+a=0;

4°Va,be Ata+b=>b+ a.

Il. Va, b, ce A: (ab) c = a(bc) (associativité de la multiplication).

. Va, b,ce A:alb+ c)=ab + ac, (a+ b) c= ac+ bc (distributivité).

> Anneau unitaire: de€ A,Va:ea=ae=e
(e, élément neutre pour la deuxiéme loi, appelé unité).
> Anneau intégre: Va#0, Vb#0 = ab # 0 (pas de diviseurs de zéro).

Va,b:(-a)b=a(-b)=(-ab),Va:a.0 =0.a=0.
C) Corps

Ensemble K muni de deux lois de composition interne satisfaisant
aux axiomes suivants :

I. K est un groupe abélien pour la premiére loi (addition).
‘Va,b,ce Ki(a+b)+c=a+b+ o0,

‘I0e K, Va:a+0=0+a=a,
‘VaeK,3-a):a+-a=(-a)+a=0,

‘Va,be K:a+b=>b+ a.

. K (privé de 0) est un groupe pour la deuxiéme loi (multiplication).
1"Va, b, ce K: (ab) c= a(bc),

2°Jee K,Va:ea=ae=a,

3’Vaz0,3a tad ' =a'la=e,

l.Va, b,ce K:alb+ c)=ab+ ac, (a+ b) c=ac+ bc.

A wWwN =

Corps commutatif (ou droit) : la deuxiéme loi est commutative.
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1.3 Calculs dans I’'ensemble
des nombres réels

1.3.1 Exposants et radicaux

Exposants : p, q entiers positifs, négatifs ou nuls, a et b réels différents
de0

, A=,

aN df
@)=, () = alb, (Z) -<.

2 =1, a‘f’:-l—
dp

NN

Radicaux : n, g entier positifs, p entier relatif, a et b réels

Yasboa-vt, "o
b
"7 = 1/;‘0 =41 =a"

m, m’ rationnels, a et b réels positifs

m m+m’ mym’ mm” —m 1
a"d" =4 , @ =da", a"=—,
am
A
(@b)” =" b, (—) =—
b bm

1.3.2 Identités usuelles
> (aib)2=a2i2¢zb+bz
> b = (atb)a—b)
a+ b\ (a—b)\?
> “1"( 2 ) _( 2 )

> (atb)’ =2 2345 b+ 3abt £ b
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> (a1+az+...+¢zn)2= Z al-2+2 Z aa;

1<i<n 1<i<j<n

> LY Y e 3
(a)tay+..+a,) = a? +3 a;a; +6 a;a;a,
1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n
]
> (a,tay+.. +a Y = Z 2 afl...a/e",
" k.. k) "
leyoy oy, LR

ou la sommation est étendue a tout ensemble dentiers ki, ..., k,, positifs ou
nuls tels que k; + ... + k,, = p.

Formule des anneaux :
M—d"=(x—a) (@ Vv P d P ),
Identité de Lagrange :
PP+ D@2V = (ad + b + o)
=(bd ~ bV + (cd —ad )+ (b —bd ).
Théoréme de Bezout. — Si 2 polyndmes A et B sont premiers entre

eux, il existe un polynome u de degré < a celui de B et un polynoéme v
de degré < A tels que lon ait Au + By = 1.

1.3.3 Sommations usuelles

Somme des premiers termes d’une suite arithmétique :
a = premier terme, r = raison, n = nombre de termes.
Somme des #n premiers termes S=a + (@ + 7) +..+ (@+ (n—1)7)
_[2a+(n=1)rln
= ==
Somme des premiers termes d’une suite géométrique :
q = raison, a = premier terme
Somme des 1 premiers termes S = a + ag +...+ ag""!
g 1
g-1

=a
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Limitede Squand g < I et n —> oo :
§= 2.
-9
Produit des n premiers termes :

P = Na))" = (al)z.

Sommations sur nombres entiers

» Somme des n premiers nombres entiers :

n(n+1)
-
» Somme des carrés des n premiers nombres entiers :

nn+1)2n+1)
—

» Somme des cubes des n premiers nombres entiers :

2
53:13+23+33+~--+(n—1)3+n3: [ﬁ%ti)} :(51)2.

» Somme des quatriémes puissances des n premiers nombres entiers :

a(n+1)2n+1)B3n" +3n—1)
30 ’

S1=1+4+2+3+w+(n-1)+n=

52:12+22+32+~--+(n—1)2+n2:

54:14+24+34+--~+(n—1)4+n4:

» Somme des nombres impairs :
1+3+5++2n=3)+Q2n—-1) =n’
» Somme des nombres pairs :
2+4+6++2n=28 =n(n+1).
» Somme des carrés des nombres impairs :
n2n—1)2n+1)
3

12+32+5% 4+ 2n-1)% =

» Somme des carrés des nombres pairs :
2n(n+1)2n+1) _

224424+ (20 = 3

» Somme des cubes des nombres impairs :
B3+33+5% 4 r Qn-13=220n%-1).
» Somme des cubes des nombres pairs :
P8+ 63 v 20’ =222+ 1),
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Sommes tirées de la relatior}l :
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+1
laxtexZaomsx= x—l_ (progression géométrique).
x—
Dérivons :
””—(n+1)x”+1
1+2x+3x2+~--+nx”_1:nx , o ox# 1
(x-1)°
Faisons x = = pu1s divisons I’égalité obtenue par 2 :
l+%+%+...+— =2(1—”++21) _p_nt2
2 2% 2" 2" 2"
En dérivant encore une fois, on a : el ,
_y donx —(n+1)x +1
242354345+ +nln—1)x" “ >
X (x—1)
~ n(n—l)xn+1—2xn(x2— 1)+ n(n+ l)xn_l—Z
(x-1)’
En faisant x = ;et en multipliant par— L ,ona:
2
%_'__33 ﬁ “+n(n—1) _ 2. 7 +3n—4.
2° 27 2 2" 2"

» Sommations de la forme S =

S12=12+23+34+ - +nn-1)=

S123=123+234 + .

» Sommations de la forme S = Z

+(n=-2)n-1)n=

Zﬂ(ﬂ— 1).
(n+ Dn(n-1)

>

3

(n+ l)n(n—l)(n—Z)’

2..k=

(n+ Dn(n-1) -

k+1
1

(n—k+l).

n(n—1)
R 1 _ (1 5_ _L
51_12 237 +n(n—1)_2n—1 =1
R TS N U———
2T 133 T T s D2nts) 2\ T 2at3
go L, 1 o 1 _ln —n-2 1
37123 234 (n=2)(n=1)n 2,2 . 4 2n(n-1)
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1.4 Numeration binaire

En numération binaire il n'y a que 2 signes (que lon désigne généralement
par 0 et 1). Tout nombre, en numération binaire, sexprime par une suite
de termes formés de 0 et de 1 qui, multipliés par les puissances de 2
successives, donnent la représentation décimale du nombre.

23=16+4+2+1
S 1+ 28x0+22x1+2 x1+29%1=10111.

Pour transformer en binaire un nombre exprimé en décimal, il faut
commencer par diviser ce nombre par la plus haute puissance de 2 y
contenue, diviser le reste par la plus haute puissance de 2 contenue dans
ce reste, etc.

Puissance de 2 [J| Exemple |
20 = 1 Transformer 365 en numération binaire.
ol = 2 La plus haute puissance de 2 contenue :
22 = 4 dans 365 est 256 = 28, reste 109 ;
23 = 8 dans 109 est 64 = 2°, reste 45;
24 = 16 dans 45est 32 =2 reste 13;
25 = 32 dans 13est 8=23 reste 5;
6 _
27 = 64 dans 5est 4=2%reste 1;
;8 = ;EZ dans lest 1=2%reste O0;
9 _
210— 512 1 365=28x1+27x0+28x1+25x1+24x0
2 "= 1024 +23x1+22x1+2'x0+2%% 1
211 = 2 048
212= 4 096 =101101101.
213 = 8192

Etc.

Inversement pour transformer un nombre du binaire en décimal, il faut
additionner les puissances de 2 matérialisées par le rang du symbole 1.

10
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Transformer 1010100=22+2%+20=4+16+ 64 = 84.

Le nombre de signes N utilisé en numération binaire est pour exprimer
un méme nombre de # chiffres en décimal,

_n n
log102 0,301 03

Ainsi, un nombre de 9 chiffres en décimal exigera 30 signes en binaire.
Opérations en numération binaire

Table d’addition: |[g]1

0{01
1{1|0

avec report de 1 a la colonne suivante pour l'addition 1 + 1 = 10.

Addition de 2 nombres

Se fait comme en décimal, en additionnant les chiffres de méme rang
en commencant par la droite. Quand on a 2 fois 1 le résultat est 0 et
on reporte 1 a la colonne suivante.

Additionner27=11011et13=1101.
11011
1101
101000 =32+ 8=40.

Addition de plusieurs nombres. — Il faut procéder par récurrence,
additionner les 2 premiers, ajouter le troisi¢éme a la somme obtenue, etc.

11
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Soustraction — Méthode par complémentation

Dans le chiffre a soustraire on remplace les 1 par O et vice versa ; on
additionne avec le premier nombre ; on supprime le premier 1 sur la
gauche et on ajoute 1 au résultat obtenu.

83 - 42 =41.
83=1010011
42=101010; complément 010101.
Opération : 1010011
010101
1101000
1
101001 =32+8+1=4I.

Multiplication — Table de multiplication

Multiplicande
0f1

o 0/0]0
Multiplicateur =101

autrement dit: 1 x 1 = 1. Tous les autres cas donnent 0. La multipli-
cation s’opére comme en décimal. Tous les produits partiels sont 0
ou le multiplicande.

Additionner les produits partiels successivement.
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19X 13 =247 .

10011

1101

10011

00000

10011

3 premiéres lignes 1011111
quatrieme ligne 10011

T1110111 =247.

Le nombre de chiffres du produit est au plus la somme des nombres des
chiffres du multiplicande et du multiplicateur (ici 5 + 4 = 9). Reégle
générale quelle que soit la base de numération.

1.5 Algebre de la logique

ou algebre de Boole

Lalgebre de Boole opeére sur 2 éléments seulement que lon représente
habituellement par 0 et 1. Cette notation indique seulement 2 états ou 2
positions qui sexcluent mutuellement (par exemple létat ouvert ou fermé
d’un contact électrique, comme nous le verrons plus loin).

Une variable de lalgébre de Boole est un symbole qui peut prendre
arbitrairement I'une ou lautre des 2 valeurs 0 et 1. En permutant ces
valeurs, on obtient des relations correspondant par dualité avec les rela-
tions initiales.

Lalgebre de Boole comporte 3 opérations de base :

X

1

},0
01011
111]1

1° La somme logique (symbole v) dont la table est celle ci-
contre : ce qui veut dire que x v y vaut 1 si 'une au moins des
varjables vaut 1 ou encore si I'une ou lautre vaut 1. Si les
2 variables valent 0, x v y = 0.

Quel que soit x, x v x = x (idempotence).

13
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2° Produit logique (symbole.) dont la table est celle ci- K=
contre : Y
ce qui veut dire que x.y vaut 1 si et seulement siles2 | g |00
variables valent 1 (ou encore si I'une et autre valent 1).
Sil'une des 2 variables vaut 0, x.y = 0. 1101
Quel que soit x, x.x = x (idempotence).
On désigne encore quelquefois ces 2 opérations par lopération ou
(somme) et Jopération et (produit).

3° Négation ou complémentation. — Opération a 1 seule variable (symbole
x" ou quelquefois x, x barre) qui consiste en ce que le résultat vaut 1 si la
variable initiale vaut 0 et inversement.

On vérifie que ces opérations possédent les propriétés suivantes :

» Commutativité : XVy=yvx, Xy =YX

P> Associativité:  xv(yvz)=(xVvy) vz a.(b.c) = (a.b).c.
Ce qui permet de supprimer les parenthéses.
» Distributivité d’'une opération par rapport a 'autre :

x.(yva)=xyvxz,
xV (32) = (x v y).(x v 2).
» Propriétés de la négation :
xvx =1, xx =0

(xvy) =x.y, &y =xVvy.

Fonctions de variables booléennes x, y, z, ...

14

C’est une quantité binaire (c’est-a-dire qui ne prend que les valeurs 0
et 1) dont la valeur (0 ou 1) est connue quand on connait les valeurs
de x, y, z.

»  Développement normal disjonctif :
Quelle que soit la fonction, on a:

fopz )= pz.)x V0 s ..).x]
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L’expression du premier membre comprend des termes comportant n
un variable de moins. On peut donc développer n’importe quelle

fonction de 7 variables en une expression comportant 2" termes.

» Développement normal conjonctif : dérivé du précédent par dualité.
Identité de base :

flopz ) =152 vy ][0 52 val.
Comporte également 2" termes.

Nombre de fonctions possibles de # variables = 22",

1.6 Analyse combinatoire

Permutations

Nombre de groupes différents que I'on peut faire avec m objets en
tenant compte de l'ordre des objets.

1° Permutations sans répétition (cest-a-dire qu’il y a m objets différents
et que, par conséquent, chaque objet figure une seule fois dans chaque
groupe) : P, =m!

2° Permutations avec répétitions : plusieurs objets semblables peuvent
figurer dans chaque groupe ; nombre de permutations de m objets dont
o, B, Y, ... semblables, tels que . + B + Y+ - =m

Rmﬁﬂm _ m _ m !
" Py Pg.Py... alBly!..
2,2 4!
m=4,0€=2,ﬁ=2;R4 —E—G.
aabb baba
abab baab
abba bbaa.

15
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Arrangements de m objets p a p = nombre de groupes de p objets diffé-
rents que lon peut former avec m objets différents en tenant compte de
lordre :
- -
A, = mm=1)..(m-p+1) = =)

(Sip:m,onaAZ =P, =m!).

Combinaisons de m objets pa p

Nombre de groupes de p objets différents qu’on peut former avec m
objets sans tenir compte de l'ordre.

A !
1° Combinaisons sans répétition : =2
” PP pl(m—p)!
2° Combinaisons avec répétitions :

K;Z _ m(m+1)...$m+p—1) = Cfﬂﬂ)_l,quelbnpeutencore

mettre sous la forme

K = @+ D@+2)..(p+tm-1)
” (m—-1)!

Répétition signifie ici que lon peut faire entrer dans le méme groupe
plusieurs fois le méme objet (ou la méme lettre) sans cependant que le
total des objets différents dépasse m.

4.5.6

3 3
Cl=4:K; = =22 =20.

!

16
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1.6.1 Propriétés des combinaisons

o gpres P AP
> Sans répétition: C, = C ,

m
C‘; = Cfn—l + C‘ZI__11 (triangle de Pascal),

P _ P =1 =1 =1
C C,_1 +C, _,+—+ C‘Z7 + C}F1

m =

S peie » P -1 P
> Avecrépétitions: K, = K, + K, ~=C, 4,

-1 -1 -1 -1
K =K+ Ky 4t KD 4 KD

m 1 m—1

1.6.2 Formule du binome et formules dérivées

w+a)x+0b)...(x+1) :xm+51xm71 +52xm72 2 o +prm71’+--- +S,p
avec :
Si=a+b+c+ -+

Sy=ab+ac+ - +bc+bd+ e +cd+
S3 = abc + abd + acd + bed + - .

Remarque

Formule du binéme de Newton

1 _ 2 _ -1 _
k+a)" =x"+ C, ax 1+Cmtz2x’” 2+-~+C;n v d”
avec a=b=c=..=1

Le nombre des termes est (m + 1).

Remarque

Six=a=1,1+Cp+ Co4r C' =2".
Si L1+ C+ C c.cc.c gn=1
1 X=—a=1,1+ n+ ”+---: n+ n+ ”+...: .
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1.6.3 Triangle de pascal
1 1

1
1

1.7 Equations algébriques

1.7.1 Fonctions symétriques des racines
F@)=ap + a4+ a,=0,

O, représente la somme des produits p a p des racines, S, la somme des
puissances p de celles-ci.

a a a a

1 2
61=——,=62=—,“',G=(—I)P_£,'“,Gn=(l)n—”

a a 4 a a

0 0 0 0
doSl+tZ1=0

d052+ﬂ1 Sl+2ﬂ2=0

ﬂoS bt a Sn+k_1+"'+ﬂ”5k=0.

n

Pour le calcul des sommes S, (p < 0), prendre Iéquation aux inverses.

1

y:;:ﬂny”+ﬂn_1y”_ et ay+ay=0,
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o P
inxj :SGSB—SaJrB, o# B,

L]
afB 1
in Y= E(Si_SZOc)’
ij
a By (XBS_ a+y B o B+y diffe
inxjx/e—(inxj) v in X; inxj (o, B, y différents).
1,7, k

1.7.2 Equations réciproques

Soit f une fonction telle que f(1) 20, f(- 1) 0 et:

f(x)anx2p+---+aqx2P_q+---+apxp+---+a X1+ -+ a

q

2 ry 1 p—q, 1

=xlag\ o+ =)+ ta LTI ——] + - ta,
W o

se transforme par  y=x+

xz+xl2 :52:}/2—2,...,xp+

1.7.3 Equations du premier degré
Voir section 1.8.3, p. 37.

1.7.4 Equations du deuxiéme degré

ax* + bx + c = 0, avec a, b et ¢, trois réels.

1°A=b%—4ac>0: 2 racines réelles

% } _ bt Y —dac

”

2a

2"SiA=bz—4ac=0,1racinedouble:x=—2—b;Z ;





