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Pour bien utiliser cet ouvrage

/‘\

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-
g tiels du cours pour la résolution des
B exercices.
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Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése
des principales méthodes a connaitre,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.



Vrai ou Faux?

Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours.
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Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-

tion des exercices.

a0 b

ol

= Vs o a2,
516 (e ¢,

7L, g, 0

B gy
L frey
Maty, froup

(o) -

5 dos by,
e B o

)
Dy
0 b gy s

i o
&,

Maty o)
Soie
g

s

Py, " Mats(z), x,

wh
atore | S48, a2y,
A1 = PrigpnMats(s), 4

(®), s,

SNy,

VP xpr

e deny,
[ 22;) ‘ M,

O bour oy D <)
[ 22508 M) "4z
Oient 4 gy e
Lendongyy  GL (& > (4
ooy )7 0 ) Y
e d i ) s M),
s ' M — 4
- “Cson g
&n M) — ag, )
Soient z, g
90s=14

S
tomorph,

)<,
~din (i
. (Ker )

=,

g,

Verse oy

e iy

N
- Alory,

" it gy

ey
7

-
P G) et g

I € e,y o« m

=Mty a) ), ma

“Matsh), p matr,

e du R gy

Enoncés des exercices
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De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s'entrai-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 a 4.
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Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
con détaillée.

Vrai ou Faux, les réponses

Chaque affirmation vraie est justifiée
par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-

duction d'un contre-exemple explicite
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Raisonnement,

vocabulaire ensembliste

“Han

Les méthodes a retenir 2
Vrai ou faux? 7
Les énoncés des exercices 8
Du mal & démarrer ? 12

Vrai ou faux, les réponses 13
Les corrigés des exercices 14

m; abovdos davs los oxevcices

Mise en ceuvre, sur des exemples simples, des différents
types de raisonnement

Egalités et inclusions d’ensembles obtenus par opérations
sur des parties d'un ensemble

Injectivité, surjectivité, bijectivité
Image directe, image réciproque d’une partie par une ap-
plication.

/'l7otvdr; essovtiols A couvs
oy e vosolution. Hos oxovcices

Définition et propriétés des opérations entre ensembles,
N, U, complémentaire, \

Définition de la fonction indicatrice d’une partie d’un en-
semble

Définition du produit cartésien d’'un nombre fini d’en-
sembles

Définition et propriétés de l'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour les applications

Définition de I'image directe, de I'image réciproque d’une
partie par une application

Relations d’équivalence, relations d’ordre.



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste
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Méthode

Pour travailler de ma-

niére générale sur des
ensembles

— B ~
On a :

(A\NO\(B\C) = (ANO)\(BNO)
= ANnO)NBNC
= ANnCO)n(BUOC)
= ANnCnNnBUANCNO)
= AnBnNnC
= An(BUCO)
= A\(BUOQ).

Méthode

Pour établir une égalité
d’ensembles

— B ~
On a:

(A\B) U (A\O) (ANB)U(ANnO)
AN (Bu?)
ANBNC
= A\(BNO).




Les méthodes a retenir

o Soit y € R tel qu’il existe x € [—1; 2] tel que y = x2.
Siz € [-1;0], alors y € [0; 1].

Siz € [0;2],alors y € [0; 4].

On déduit y € [0; 4].

Ceci montre que le premier ensemble est inclus dans le second.

¢ Réciproquement, soit y € [0; 4].
En notant ¢ = /g, onaz € [0; 2] C [-1; 2] et y = 22.

Ceci montre que le second ensemble est inclus dans le premier.

On conclut & I’égalité demandée.

Méthode

Pour montrer, par ré-
currence (faible), qu’une

propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Initialisation : )
Pourn=0,0na: ¢? —¢ago=12—-1-0=1=(-1)°,
donc la formule est vraie pour n = 0.
Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.
On a alors :
Ghio— bnysdnit = Giio— (bni2+ bni1)dnt1
(6215 — Pnt2dnt1) — o241
= Gnt2(nt2 — bnt1) — dnyy
= ¢n+2¢n - ¢%+1
= _(¢121+1 - ¢n+2¢n)
= —(=D" = (=),
donc la formule est vraie pour n + 1.
L Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N. )

Méthode

Pour montrer, par récur-
rence a deux pas, qu'une

propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

— D ~
Initialisation : Pour n = 1, onau; =1 > 0, et, pour n = 2, on a

ul +u 1 s .
ug = ITO = 5 > 0 donc la propriété est vraie pour n = 1 et pour
n=2.
Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour n et n + 1, ou

u u.
n € N* est fixé. On a donc uy, > 0 et up41 > 0, d’ou n+1—+n >0,

donc la propriété est vraie pour n + 2.

Ceci montre, par récurrence a deux pas, que la propriété est vraie pour
tout n € N*.

Méthode

Pour montrer, par ré-
currence forte, qu’une
propriété P(n) est vraie

pour tout entier n tel
que n = ng

Initialisation : Pour n = 1, on a bien 0 < u; < 1 car u; = 1.
Hérédité : Supposons, pour un n € N* fixé, que l'on ait :
Vk e {1,..,n}, 0<ug<l1.

uy +ud + - +upy S 0+---40

On a alors : up41 = o v =0
2 n
_uwrtuy+--tuy 1+---41 om0 1
et uny1 = nn < nn - n_n - nn—1 <L
Ceci montre, par récurrence forte : Vn € N*, 0 < u, < 1.
\ J

Méthode

Pour résoudre une ques-
tion portant sur injecti-
vité, surjectivité, bi-

jectivité, d’applications
dans un cadre général



Les méthodes a retenir

% o Injectivité : Soit (z1,72) € E? tel que f(x1) = f(z2).

On a alors :

z1 = (fo f)(z1) = f(f(z1)) = f(f(x2)) = (fo f)(22) = z2.
Ceci montre que f est injective.
o Surjectivité : Soit y € E.

Ona:y=(fof)(y)=Ff(f(y)), donc il existe € E (on peut prendre
z = f(y)) tel que y = f(z). Ceci montre que f est surjective.

On conclut que f est bijective.

* Puisque f est bijective, on peut utiliser f~1 et on a :

fh=ftoldp=f"to(fof)=(ftof)of=1dgof =]

Méthode

Pour manipuler, dans
un cadre général, des
images directes, des
images réciproques
de parties par des
applications

On a, pour tout z € E : )
mef‘l(ﬁ) =  flx)e A
=  fl@)¢A
= Non (f(z) € A)
= Non (z € f~1(4"))
= zefIA),
d’ou I’égalité voulue.
\ J

Méthode

Pour montrer qu'une re-
lation R, dans un en-
semble E, est une rela-

tion d’équivalence



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

On note R la relation définie dans R par :

Y(z,y) ER?, (2Ry < |a| = |y|).

* o Ona,pourtout z € R, |z| = |z|, dott z Rz, donc R est réflexive.

¢ On a, pour tous z,y € R :
TRy <= [z| =yl < lyl=l|z| < yRuz,

donc R est symétrique.

Montrer que R est une relation d’équi- « On a, pour tous z,y,7z € R :

valence dans R et déterminer, pour tout

z € R, la classe de z modulo R. {21577;:1/ — {|z| = lyl = |z| = 2] <= zRz,
Yyrz =

donc R est transitive.
On conclut que R est une relation d’équivalence dans R.

* Pour tout « € R, la classe de £ modulo R est :

{z, —z} sizx#0

T={yeR; s Ry} ={yeR; $=|y|}={{0} Gx—O.

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que :

Pour montrer qu’une re- e Restréflexive: Ve e E, zRx »
. 98
lation R, dans un en- ¢ R est antisymétrique : V(x,y) € E?, Y = 2= y)
semble F, est une rela- yRz
tion d’ordre ST
e R est transitive : V(x,y,2) € E, - = a:’R,z)
yRz

= Exercices 1.9, 1.13

— &S

* o On a, pour toute f € F: Vz € R, f(z) < f(x),

( ) dou f < f, donc < est réflexive.
_ RR :

On note E = R*™ ’ensemble des applica- « On a, pour toutes f,g € E :

tions de R dans R et < la relation définie

dans F par, pour toutes f,g € F : f<g vz €R, f(z)<g(x)

<~
f<g < (VzeR, f(z)<g(x)). g< f vz € R, g(z)< f(x)

Montrer que < est une relation d’ordre <~ (Vﬂ? ER, f(z)= g(x)) — f[f=g

dans E. Cet ordre est-il total ? donc < est antisymétrique.
& J

e On a, pour toutes f,g,h € E :

f<g vz €R, f(z)<g(z)
<~
g<h Vz €R, g(z) < h(z)
= (Vz€R, f(z)<h(z)) < f<h
donc < est transitive.

Ceci montre que < est une relation d’ordre dans E.

+ Considérons f:R — R, z+—0etg: R — R, z+— x.
Ona f(1)=0<1=g(1), donc on n’a pas g < f.

Ona f(1)=0> —1=g(—1), donc on n’a pas f < g.

On conclut que l'ordre < sur E n’est pas total.




Vrai ou Faux?

-%al Ol/L/-F_M?

Pour toutes parties A, B d’un ensemble E,ona: AN B=g <= BCA.
Pour toutes parties A, B d’un ensemble E,ona: AN B=AnN B.
VwGR,EIyE]R, < y.

EIyE]R, VreR, z<uy.

Si les applications f: E — F et g: FF — G sont injectives,
alors I'application g o f est injective.

<] <]
| |

<]
|

Si 'application composée g o f est injective, alors f et g sont injectives.

Si une application f: E — E vérifie f o f = Idg, alors f est bijective et f~! = f.

<] <]
| |

Si une application f: E — FE vérifie f o f = f, alors f = Idg.

Soient E, F des ensembles, f : E — F une application, A, B des parties de E.
On a alors :
f(AU B)= f(A) U f(B).
Soient E, F des ensembles, f : E — F une application, A, B des parties de E.
On a alors :

f(AN B)=f(A)n f(B).
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111 Exemple de calcul ensembliste : inclusion

Soient F un ensemble, A, B, C' € P(E).
a) Montrer : (AUB)NC Cc AU (BNOQO).

b) Etablir qu’il y a égalité dans Dinclusion précédente si et seulement si: A C C.

1T i1lv2) Exemple de calcul ensembliste : équivalence entre deux égalités
p q g

Soient E un ensemble, A, B,C € P(E). Montrer :

AUB=AUC < AUB=AUUC.

117 Exemple d’une restriction bijective

3z —1
x—2
a) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté a, n’ayant pas d’image par f.

On consideére la fonction f de R dans R donnée par : f(z) =

b) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

¢) Montrer que la restriction g de f & R\ {a} au départ et & R\ {b} & arrivée est bijective,
et préciser I’application réciproque g~! de g.

117 Exemple de calcul de composée de deux applications
On note f,g: R — R les applications définies, pour tout x € R, par :
fl@)=1+z, g(x) =2

Préciser foget go f. A-t-on fog=go f7?

117 Exemple de raisonnement par récurrence (faible)
On consideére la suite de Lucas (Ly,)nen définie par Lo =2, Ly = 1 et :
VYn €N, Lpia= L1+ Ly.
Montrer, par récurrence, pour tout n € N :

a) L3y — LyLnyo = 5(=1)"*

b) > L} = LnLp1 +2
k=0

¢) Loy, = L% =2(-1)" et Lopy1 = LyLpy — (1)



Enoncés des exercices

117 Exemple de relation d’équivalence dans R
On note R la relation définie dans R par :
V(z,y) eR?, (2Ry <= 2°—2z=1y>—2y).

a) Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

b) Déterminer, pour tout z € R, la classe d’équivalence de x modulo R.

B T] Réunion ou intersection de produits cartésiens

Soient F, F' deux ensembles, A1, Ay des parties de ¥, Bj, Bo des parties de F.
a) Montrer : (A1 x B1) N (A3 x By) = (A1 N Ay) x (By N Bs).

b) 1) Montrer : (A1 X B1) U (A2 x By) = (A1 U Ag) X By.

2) A-t-on nécessairement : (A; x B1) U (Ag X Bg) = (A1 U Ag) x (By U Bg) ?

EET] Equivalence entre trois assertions faisant intervenir des différences ensemblistes

Soient F un ensemble, A, B,C € P(E).
Montrer que les trois assertions suivantes sont deux a deux équivalentes :
1) A\BcCC, 2) A\CCB, 3) AcBuUC.

BT Exemple de relation d’ordre sur les entiers

On considere la relation R définie dans N* par : 2 Ry <= (Eln eN* y= x")

a) Montrer que R est un ordre sur N*.
b) Est-ce que R est total ?

BRI Exemple de raisonnement par récurrence a deux pas
On considére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =0, ug =1 et :

unJrl + Up,

1.
5 +

Vn € N, Up+2 =

Montrer que la suite (uy,)nen est strictement croissante.

BT Exemple de raisonnement par récurrence forte

On considére la suite réelle (uy,)neny définie par ug =1 et :

n U
Vn € N, Unp+1 = Z m
k=0

Montrer : Vn € N, u, € Q}.
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B ] Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble
Soit F un ensemble.

On rappelle que, pour toute A € P(FE), la fonction indicatrice de A est ’application

0 si z¢A

14: E—{0,1}, z+—
1 si zeA

On note 1 l'application de P(E) dans {0, 1} constante égale a 1.
a) Montrer, pour toutes A, B € P(FE) :

A:B<:>1A:1B, IZ:171A,

lanp=14lp, laup=1la+1p—14lp, 1ap=14—14lp.

b) En déduire, pour toutes A,BEP(E): AN(AUB)=A e AU(ANB)=A.

[T ] Exemple de relation d’ordre sur un ensemble de suites réelles
On note F l'ensemble des suites réelles u = (uy)nen telles que ug = 0 et on note R la

relation définie dans E par, pour tout (u,v) € E?, uRwv si et seulement si v — u est
croissante.

a) Montrer que R est une relation d’ordre sur E.
b) L’ordre R est-il total ?

¢) Montrer :  Y(u,v) € E?, (uRv = u <v).
d) At-on:  V(u,v) € B2, (u<v = uRw)?

[T ] Composée injective, composée surjective
Soient F, F,G des ensembles, f: E — F, g : FF — G des applications. Montrer :
a)si go f est injective, alors f est injective
b)si g o f est surjective, alors g est surjective

¢)si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

[T ] Applications : composition, injectivité, surjectivité
Soient E, F' des ensembles, f: E — F, g : FF — G des applications.
a) Montrer que, si fogo f = f et si f est injective, alors g est surjective.

b) Montrer que, si go f o g = g et si g est surjective, alors f est injective.

EEE] Images directes de parties par une application

Soient F,E’ deux ensembles, f : £ — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A, B de E :

a) ACB = f(A) C f(B)
b) AC [H(f(A))

¢) f(AU B) = f(A) U f(B)
d) f(An B)C f(A) n f(B).
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B Images réciproques de parties par une application

Soient F,E’ deux ensembles, f : F — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A’, B’ de E :

a) A C B = f~YA)cfYB)
b F(f1A)) € A
o) f[HA U B) = fHA) U (B
d) f~H(A' N B) = fH(A) N fH(BY).
117 Différence symétrique, associativité
Soit E un ensemble. On note, pour toutes parties A, B de F :

AAB=(AUB)N (AN B),

appelée différence symétrique de A et B.

a) Deuz ezemples : Déterminer A A B dans les deux exemples suivants :
1) F={1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3}

2) E=R, A=]—0;2], B=][1l; 4o0[.

b) Etablir : V(A,B) € (P(E))®, Aa B=(AnB)U (BN A).

¢) Montrer, pour tout (A, B) € (P(E))2 claap=1a+1—2-1415.

d) En déduire que la loi A est associative dans P(E), c’est-a-dire :

Y(A,B,C) € (P(E))’, (AaB)AC=An (BaC).
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-Pw mal 2 cQéanru?

a) Utiliser la distributivité de N sur U.

b) Séparer D’équivalence logique en deux implica-
tions.

1L v2) Premiére méthode :
Raisonner par équivalences logiques en passant aux
complémentaires.
Deuziéme méthode :
Supposer A U B=A U C.

* Partir d’un élément quelconque = de A U Eet rai-
sonner par I’absurde, pour déduire x € A U C.

* L’autre inclusion s’en déduit en échangeant B et C.

@ > vi-s

¢) A partir de y = f(z), calculer z en fonction de y.

118 Calculer, pour tout z € R, (f o g)(z) et (go f)(x),
et trouver un x € R tel que ces deux résultats soient
différents.

111 Récurrence (faible) sur n, pour chacune des trois
questions.
Pour c¢), utiliser a).
a) Revenir a la définition d’une relation d’équiva-
lence.
Noter f: R — R, z +— a2 — 2z, pour la commo-
dité.
b) Revenir & la définition de la classe d’équivalence
Tdexzmodulo R: VyeR, (y€z < zRy).
a) Raisonner par équivalences logiques successives,
en partant de (a,b) € (A1 X B1) N (A2 X Ba).
b) 1) Méme méthode qu’en a).
2) Envisager un élément de A1 X Ba.
110 Montrer 1) = 3) et 3) == 1) en passant par
les éléments, puis échanger B et C pour en déduire
2) <= 3).
11'}) a) Revenir a la définition d’une relation d’ordre.

b) Envisager les éléments 1 et 2 de N*, par exemple.

110 Récurrence a deux pas sur n.

1L Récurrence forte sur n.

a) o Un sens est évident.

Réciproquement, supposer 14 = 1p et partir d’'un
élément quelconque a de A, pour montrer A C B.

e Pour z € E, sépareren cas: z € A, x ¢ A.

e Pour z € E, séparer encore en cas : ¢ € A N B,
r¢ AN B.

o Passer aux complémentaires a partir du résultat
précédent.

o Utiliser les résultats précédents.
b) Calculer 1Ar‘|(AUB) et 1Au(AnB)-

a) Revenir a la définition d’une relation d’ordre.
b) Envisager u et v de fagon que v — w ne soit pas
monotone.
¢) Remarquer que, si u R v, alors v —u est croissante
et ug = vop.
d) Envisager u,v de fagon que v > u et que v — u ne
soit pas croissante.

a) Revenir aux définitions.

b) Revenir aux définitions.
¢) Se déduit directement de a) et b).

110l a) Partir d’un élément = de E, considérer f(x) et
déduire z = g(f(x)).
b) Partir de x1,z2 € E tels que f(z1) = f(x2), uti-
liser la surjectivité de g, puis g = go f og, et déduire
1 = To.

a) Supposer A C B.

Partir d’un élément quelconque y de f(A) et utili-
ser la définition de I'image directe d’une partie de F/
par f.

b) Partir de a € A et utiliser les définitions.

¢) o Montrer, en utilisant a) :
F(A) U f(B) C f(AU B).

o Réciproquement, partir de y € f(A U B) et utili-
ser la définition de 'image directe d’une partie de E
par f.

d) Utiliser a).

a) Supposer A’ C B’.

Partir d’un éléments quelconque x de f~1(A’) et uti-
liser la définition de I’image réciproque d’une partie
de F par f.

b) Partir de y € f(f~1(A")) et utiliser les défini-
tions.

¢) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ U B’) et en appliquant les dé-
finitions.

d) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de z € f~1(A’ N B’) et en appliquant les dé-
finitions.

a) Réponses :

1) A A B=1{2,3},

2) An B=]—o00;1[U]2; 4o0].

b) Calculer A A B d’aprés sa définition, en utilisant
les formules sur le calcul sur les ensembles.

¢) Utiliser b) et les formules sur les fonctions carac-
téristiques (cf. Exercice 1.12).



Vrai ou Faux, les réponses

En particulier, pour tous ensembles X, Y : d) Calculer les fonctions caractéristiques des deux
membres.
I+=1-1x, 1lxny =1xly,
1xuy =1x +1y —1x1y.

-\@L ol E ae, les fébooméaé

BCZ < (VzeB, ¢ A) < (Non (3z€ B, z€A))
< (Non(ANB+#2)) < ANB=0o.

La formule correcte est : AN B=A U

Par exemple, y =z + 1.

Il n’existe pas de réel y fixé plus grand que tout réel x.
150 C’est un résultat du cours.

Contre-exemple : E=F=G=R, f:z+— e g:y— |yl
Onaalors go f:xz+— |e®| = e®, go f est injective, mais g ne 'est pas.

{074 L’application f est injective, car, pour tout (z1,72) € E? si f(z1) = f(z2), alors
f(f(@1)) = f(f(z2)), donc 1 = 5.
L’application f est surjective car, pour tout y € E, ona y = f(f(y))

Il en résulte que f est bijective, puis, en composant & gauche par f~!, on obtient f = f~!.

Contre-exemple : E=R, f:R — R, =+ 0.

Soit y € f(A U B). Il existe z € A U B tel que y = f(z). On a alors x € A d’ou
f(x) € A, ouxz € B dou f(z) € f(B), et donc : f(z) € f(A) U f(B). On obtient
f(AUB) C f(A) U f(B).

Réciproquement, soit y € f(A) U f(B). Onay € f(A)ouy € f(B). Siy € f(A), alors
il existe x € A tel que y = f(x), doutz € AU B ety = f(x),doncy € f(A U B). De
méme, si y € f(B), on déduit y € f(A U B). On obtient f(A) U f(B) C f(A U B).
Par double inclusion, on conclut : f(AU B) = f(A4) U f(B).

Contre-exemple: E=F =R, f:R—R, z+—2? A=R_, B=R,.
Onaalors: ANB = {0}, f(ANB) = {0}, f(A) =Ry, f(B) =Ry, f(A)Nf(B)=R;.
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- o\r\r'ﬁé«; Hos okovcices

a) On a, par distributivité de N sur U :

(AUB)NC=(ANC)U(BNC)C AU (BN C).
CA

b) eSupposons (AU B)NC=AU (BnNC).
Soit x € A.
Alors,z€ AU (BN C)=(AUB)NC,donczeC.

Ceci montre : A C C.

¢ Réciproquement, supposons A C C.

On a alors, par distributivité de N sur U :

(AuB)NC=ANC)U(BNC)=AU (BnAOQO).
——
=A
On conclut qu’il y a égalité dans I'inclusion obtenue en a) si
et seulement si A C C.

En appliquant la premiére implication avec (B, C) & la place
de (B, C), on obtient la seconde implication.

11 suffit donc de montrer la premiére implication.
o Premiére méthode : par les ensembles, globalement
On a:

AUB=AUC

AuB=AUC

ANB=AnC
AUMANB)=AU(ANCO)
(AUANAUB) =(AUA)N(AUCQC)
AUB=AuUC.

o Deuzxieme méthode, par les éléments

Lreil

On suppose A U B=A U C.

* Soit z € A U B. Alors ¢ € A ou z € B.
Size A, alorsze AU C.
Supposons z ¢ A, donc = € B.

Raisonnons par I’absurde : supposons z ¢ A U C.
Alors,z€ AUC=AnNC, donc z € C,

puis x € A U C, donc x € A U B, contradiction avec ¢ A
et x ¢ B.

Ce raisonnement par 1’absurde montre : € A U C,

et on a donc établi I’inclusion A U B C A U C.

* Par réles symétriques de B et C dans ’égalité d’hypothese
AU B = A U C, on a alors aussi 'autre inclusion, d’ou
I’égalité.

a) 1l est clair que : a = 2.
b) Soit (z,y) € (R\{2}) x R.On a :

y=f(z) = y:3;71

<— ay—2y=3r—1

-2
— y—-3r=2y—1 <= (y—3)z=2y—1.
2y —1
Siy#3,ona: y=f(z) < z= Y 3

2y —1

donc y admet un antécédent et un seul par f, qui est

Siy=3,alors: y= f(z) <= 0z =25,

donc y n’a pas d’antécédent par f.

11 existe donc un réel et un seul, b = 3, n’ayant pas d’antécé-
dent par f.

¢) L’application g:R\ {2} — R\ {3}, z+— 3; _21

est la restriction de f & R\ {2} au départ et & R\ {3} &
larrivée.
On a, pour tout (z,y) € (R\ {2}) x (R\ {3}) :

3z —1 2y — 1

T —2 :y—3'

y=g(@) = y=

Ainsi, tout élément y de larrivée admet un antécédent et un
seul par g, donc g est bijective, et ’application réciproque de

gest: g7 R\ {3} — R\ {2}, y— vl

-3 .
¢ On a, pour tout z € R :
(fog)(z) = f(9(x)) = f(a?) =1+ =?
(g0 /(@) =g(f(z)) =g(1+2) = (1+2)* =1+ 2z +a>

e Par exemple : (fog)(1) =2 et (go f)(1) =4,
donc: fog#gof.

a) e Initialisation :
Pour n =0, on a :
L2 | —LyLyio=L% —LoLo=1>-2.-3=—5
et 5(—1)"+l = —5,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors : Lns1Lnts

2
Ln+2 -
= L2,5—Lyt1(Lng2+ Lpt1)

= (LgH-z — Lpy1Llng2) — LEH—I
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= Lnj2(Lnt2 — Lnt1) — Li+1
Lyy2Ln — Li+1
~(L741 — LnLn+2)

= —(B(=p"*) = 5(-n"*2,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

b) e Initialisation :
Pour n =0:

et : LnLn+1+2:LOL1+2:2~1+2:4,
donc la formule est vraie pour n = 0.

o Hérédité :

Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :
n+1

> L
k=0

n
(>orz)+12,,
k=0
= (LnLnt1+2)+ L7

= (LnLn+1+Ljgq)+2

Lpt1(Ln + Lnt1) +2 = Lnt1Lnt2 +2,
donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

¢) e Initialisation :
Lop = Lo =2

Pour n=0:
L2 —2(-1)"=22-2=2
Lopt1=L1 =1
et
LnLpi1—(—1)"=2.1—-1=1,

donc la formule (systéme de deux formules) est vraie pour
n = 0.

o Hérédité :

Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :
Lop+2 Lop+y1 + Lon
— (LuLugs — (—)) + (L2 = 2(-1)")
= (LnLny1+ Li) =3(="
= Ln(Lny1+ Ln) = 3(=1)"
= LnpLpy2 —3(-1)"
= (Lhg —5(=1") =3(=1)"
L2 +2(-1)"
o = L2y, -2t

Lon+3 = Lon+2 + Lon+1
= (L2, —2(-1D)"") + (LnLng1 — (=D)™)
Ln+1 (Ln+l + Ln) - (71)n+1

= Ln+an+2 - (71)71—}—17

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

a) Notons f:R — R, z+— 22— 2z.

1) Réflezivité :

On a, pour tout z € R, f(z) = f(x), donc x Rz.

2) Symétrie :

Soit (z,y) € R? tel que z R y.

On a alors f(z) = f(y), donc f(y) = f(z), dou y Rx.
3) Transitivité :

Soit (z,y,2) € R3 tel que z Ry et y R 2.

On a alors f(z) = f(y) et f(y) = f(2), donc f(z) = f(2),
d'ou zR z.

On conclut : R est une relation d’équivalence dans R.
b) Soit z € R.

Notons 7 la classe d’équivalence de x modulo R.

On a, pour tout y € R : yer
<= TRy
= :E2—2z:y2—2y
<~ x27y272ac+2y20
— (@-yl+ty—-2)=0
= (y:a: ou y:2—1:).

. {1} si z=1
o {z,2 -2z} si z#1.

Il en résulte que T est de cardinal 1 si x = 1, de cardinal 2 si

z # 1.

a) On a, pour tout (a,b) € E x F :

(a,b) € (A1 x B1) N (A2 x Bg)

((a,b)€A1 x B1 et (a,b)eAngg)
(aEA1 et bEBl) et (a€A2 et bEBg)
(a€ A1 et a€ Az) et (b€ By et b€ Ba)
(a€ A1 N Ay et b€ By N Bs)

(a,b) € (A1 N A2) x (B1 N Ba),

donc : (A1 X B1) N (A2 x B2) = (A1 N Az) x (B1 N Ba).
b) 1) On a, pour tout (a,b) € E X F :

(a,b) € (A1 x B1) U (A2 X By)
((a,b)GAlXBl ou (a,b)GAQXBl)
((aEA1 ou a€ As) et bEBl)
(a€ Ay U Ay et be By)

(a,b) € (A1 U Az) X By,

(A1 X B1) U (A2 x B1) = (A1 U A3) X By.

On conclut :

rrtrua

rru

donc :

15
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2) L’ensemble (A1 U Ag) X (B1 U Bsg) contient, entre autres,
les couples (a,b) ot a € Ay et b € Ba, et ces couples ne sont
pas nécessairement dans A; X By ou As X Ba.

Donnons un contre-exemple.
Notons E = F = {0,1}, Ay = B; = {0}, A2 = B> ={0,1}.
On a alors : (A1 X B1) U (A2 x B2) ={(0,0)} U {(1,1)}
et (A1 U As) x (B1 U B2) ={0,1} x {0,1}

={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.

Ainsi, (0,1) est dans le premier ensemble et non dans le se-
cond.

On conclut qu’en général il n’y a pas égalité entre les deux
ensembles envisagés.

1) = 3):

Supposons A\ B C C. Soit « € A.

Siz e B,alorsze BUC.

Siz ¢ B, alorsz € A\ B, doncz € C, puisz € BU C.

Ceci montre : z € B U C.
Onadonc: AC BUC.
3) = 1):

Supposons A C B U C.

Soit x € A\ B, donc x € A et x ¢ B.
Commexz € Aet ACBUC,onaxe BUC.
Puisque z € B U C et ¢ B, on déduit = € C.
Cela montre : A\ B C C.

On a donc établi équivalence logique : 1) <= 3).
Comme B U C = C U B, on déduit, en remplagant (B, C)
par (C, B) dans le résultat précédent : 2) <= 3).

Finalement, les trois assertions 1), 2), 3) sont deux a deux
équivalentes.

a) 1) Réflexivité :

On a, pour tout © € N*, x Rz, car = x!.
2) Antisymétrie :

Soient x,y € N* tels que Ry et yRx.

Il existe n,p € N* tels que y = 2™ et z = yP.

Onazxz e N*etn e N doncx>1etn>0,douz™ > =z,
donc y = a" > x.

De méme, x > y, et on déduit = = y.

3) Transitivité :

Soient z,y,z € N* tels que s Ry et y R 2.

Il existe n,p € N* tels que y = 2™ et z = yP.
On a alors : z = yP = (2™)P = 2™ et np € N*, donc 2R z.

On conclut : R est un ordre sur N*.
b) On n’a ni 1 R2, car il n’existe pas n € N* tel que 2 = 1™,
ni 2R 1, car il n’existe pas n € N* tel que 1 = 2™.

On conclut : R n’est pas total.

Puisque uy,+2 est donné en fonction de uy1 et de un, on va
effectuer une récurrence a deux pas.

o Initialisation :

Pour n =0, on a u1 > ug, car up =1 et ug = 0.
Pour n =1, on a ug > up,
w1 + uog 3

1=-.
2 + 2

car u; = 1 et ug =
o Hérédité :
Supposons que, pour un n € N fixé, on ait up41 > un et
Up+42 > Up+1. On a alors :

Un+2 + Unt1
2

Ceci montre, par récurrence & deux pas sur n :

Un+1 + Un

Unt3 = +1> +1=upyo.

Vn €N, Upiy1 > Un.

On conclut que la suite (uy ) en* est strictement croissante.

Puisque un+41 est donné (entre autres) en fonction de
UQ, ..., Up, on va effectuer un raisonnement par récurrence
forte.

o Initialisation :

Pour n=0,onaug =1€Q}.
o Hérédité :

Supposons, pour un n € N fixé : ug,...,un € Q7.

n

Comme up41 = ,;J 7}3!(” AT que g, ..., un sont dans Q.
et que 0!, 1!, ...,n! sont dans N*, par opérations, on déduit :

Un+1 € Qi

On conclut, par récurrence forte sur n :

a) o1l est clair que, si A= B, alors 14 = 1p5.

vneN, u, € Qf.

Réciproquement, supposons 14 = 1p.

Pour tout a € A, on a 1g(a) = 1a(a) = 1, donc a € B, ce
qui montre A C B, puis, de méme, B C A, donc A = B.

Onconclut : A=B <= 14 =1p3.

Autrement dit, la connaissance de 1,4 détermine entiére-
ment A.

¢« On a, pour tout z € F :

siw € A, alors © ¢ A, donc 14(z) = 1 et 14(z) = 0, d’ont
14(z) =1—-14(x)

siz ¢ A, alors ¢ € A, donc 14(z) = 0 et 1(z) = 1, d’ont
15(z) =1 —1a(x).

Ceci montre : Vr € B, 1x(z)=1-1a(z).

On conclut : 157=1-14.

¢« On a, pour tout z € FE :

siz € AN B,alorsz € Aet x € B, donc 14 p(z) =1,
1a(z) =1, 1g(z) =1, dou 1anp(z) =1a(z)lp(x)
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siz¢ AN B,alorsz ¢ Aoux ¢ B, donc 140 p(z) =0 et
(IA(I):O ou 13(:1:):0),d’0i1 lanp(z) =1a(x)lp(x).

Ceci montre : Vz € E, 1anp(z) =1a(z)1p(z).
On conclut : 144 =1x41p5.

¢« On a, en passant par des complémentaires et en utilisant
des résultats précédents :

laus 1-1477
= l-1zq3

= 1-(1-14)(1-1p)
= 1—(1—-14—1+141p)
= 1a4+1p —1x4l1p.

eOna:
lang=1,5=lalg= 14(1—1p) =14 —141p.
b) On a, pour tout 4, B € P(E).
1anaup) =lalaup =1a(la +1p —141p)
=14+141p —14lp =14,

done, d’apres a) : AN (AU B)=A.
De méme :
lavaanB) =la+lang —1lalans

=14+141p —14(1alg) =14 +141lp —141p =14,
donc, d’apres a) : AU (AN B)=A.

On peut aussi remarquer que, puisque A C
AN (AU B) = A, et que, puisque A N
AU (AN B)=A.

a) 1) Réflexivité :
Soit u € E. On a u — u = 0 croissante, donc u R u.

, on a

AU B
B C A on a

2) Antisymétrie :

Soit (u,v) € E? tel que uRv et v R u.

Alors, v — u est croissante et u — v est croissante, donc v — u
est constante, et puisque ug = 0 = vg, on déduit v —u = 0,
u=v.

3) Transitivité :

Soit (u, v, w) € E3 tel que uRv et v Rw.

Alors, v — u est croissante et w — v est croissante, donc, par
addition, w—u = (w—v)+ (v—u) est croissante, donc u R w.
On conclut que R est une relation d’ordre sur E.

b) Pour montrer que 'ordre R n’est pas total, il suffit de
trouver u,v € E telles que v — u et u — v ne soient pas crois-
santes, c’est-a-dire telles que v — u ne soit pas monotone.

11 est clair que les suites 4 = (un)nen, v = (Un)nen définies,
pour tout n € N, par up =0 et v, =1 —(—1)"™ conviennent.
On conclut que 'ordre R n’est pas total.

¢) Soit (u,v) € E? tel que uR v.

Alors, v — u est croissante et vg —ug = 0—0 = 0, donc, pour
tout n € N, vy, — un > 0, c’est-a-dire u < v.

d) Donnons un contrexemple, dans lequel u < v et non u R v.
>

v
11 suffit de trouver u,v € E telles que v —u > 0 et que v — u

ne soit pas croissante.
L’exemple donné dans la solution de la question b), u,, = 0,
vp =1 —(—1)", convient.

1.14
a) Supposons g o f injective.

Soit (w1, 72) € E2 tel que f(x1) = f(z2). On a alors :

go f(z1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = go f(x2).
Puisque g o f est injective, il s’ensuit : 1 = x2.
On conclut que f est injective.
b) Supposons g o f surjective.

Soit z € G. Puisque g o f est surjective, il existe x € E tel
que: z=go f(z).

z=g(f(z)) et f(z)€F.
VzeG, JyeF, z=g(y).

On a alors :
Ceci montre :
On conclut que g est surjective.

c) Sigo f est bijective, alors g o f est injective et surjective,
donc, d’apres a) et b), f est injective et g est surjective.

a) On suppose fogo f=f et f injective.
Soit z € E.
Ona: f(z)=(fogo f)(z)=f(go f(x)).
Comme f est injective, on déduit :
z=(go f)(z)=g(f(2)).
Cela montre que g est surjective.
b) On suppose go fog=g et g surjective.
Soient z1,z2 € E tels que f(z1) = f(x2).
Puisque g est surjective, il existe y1,y2 € F tels que :
1 =g(y1) et z2=g(y2).

On a alors :
z1=g(y1) =(go fog)(y) = g(f(g(yl))) =g(f(z1))
=g(f(z2)) = (go fog)(y2) = g(y2) = x2,

et on conclut que f est injective.

1.16

a) Supposons A C B.

Soit y € f(A). Il existe a € A tel que y = f(a).

Comme a € AC B,on aa€ B, puis y = f(a) € f(B).

On obtient : f(A) C f(B).

b) Soit a € A. On a: f(a) € f(A), donc par définition d’une
image réciproque, a € f1(f(A)).

On conclut : A C f=1(f(A)).
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