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Avant-propos

Ce livre contient le cours enseigné au CNAM, dans la demi-valeur de Mathéma-
tigues Générales A2.

Faire cet enseignement releve du défi : nous n’avons que 25 heures de cours et 32
heures d’exercices dirigés pour apprendre les bases du calcul différentiel et du calcul
intégral & un vaste public composé d’éléves qui n'ont pas forcément un baccalauréat
scientifique. Cette contrainte nous force parfois a montrer plutdt que démontrer, mais
sans jamais tomber dans le travers du bachotage...

La disparité de nos éleves oblige a revoir d’abord quelques notions de base, celles
de nombre réel ou de dérivée par exemple. Parce qu'’il s’agit d’avancer vite et loin en
peu de temps, les rappels font I'objet d’'un choix. Certains seulement sont détaillés
et il y a donc des prérequis. Il faut connaitre la trigonométrie (la définition et les
propriétés du sinus, du cosinus et de la tangente), les équations et les polynémes du
second degré. Il faut savoir faire des calculs algébriques, étre capable de raisonner,
comprendre la différence entre une démonstration et une observation. Tout cela, théo-
riquement, est su lorsqu’on passe le bac, pourtant I'expérience tétue montre qu’un an
apreés la sortie du systéme éducatif, tout ou presque a disparu des mémoires !

Ne plus savoir telle ou telle formule n’est pas catastrophique — il suffit de se re-
plonger dans un livre pour la retrouver — mais la perte du savoir faire, d’autant plus
forte qu’il aura été bref, a parfois des allures de voyage sans retour. C'est en refaisant
des exercices simples, pris dans les livres gardés du lycée, qu’on remettra en place
les mécanismes perdus.

L'enseignement de Mathématiques Générales est souvent abordé avec appréhen-
sion par les auditeurs qui reprennent leurs études aprés quelques années d'interrup-
tion. Pourtant, tous les ans, nous avons la joie de voir certains se découvrir une
passion pour la discipline qui les avait terrifiés jusque-la. Nos éléves sont remar-
guables et nous les admirons...
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L'ouvrage est classique dans son agencement. S'il présente des originalités, on les
trouvera dans la facon de dire les choses. Un éléve du CNAM ne se contente pas
d’'un : « c’est évident », il préfere qu’on lui dise franchement : « cela se démontre
mais c’est trop dur pour l'instant ».

Tout au long, I'accent est mis sur I'importance de la notion de formule et le livre se
termine par un formulaire. C'est en effet par le biais des formules que nous donnons
des noms aux objets mathématiques et que nous pouvons les manipuler. Il est donc
utile de leur accorder la place qu’elles méritent.

L'objectif final du cours est d'apprendre a faire des développements limités, calcu-
ler des intégrales, résoudre des équations différentielles. Accompagnées d’exercices
de niveau varié dont on trouvera les solutions condensées a la fin du livre, ces notions
sont présentées, montrées, expliquées et appliquées dans de nombreux exemples. Des
« méthodes pratiques » indiqguent comment faire les calculs « a la main ».

Avec l'arrivée des logiciels de calcul formel cette pratique est en train de changer.
Autrefois, les examinateurs jugeaient les candidats sur leur capacité a bien calculer.
Le fait qu'ils trouvent « juste » donnait I'impression gu’ils avaient compris et qu’ils
savaient; les fautes de calculs étaient impitoyablement sanctionnées. A présent la
situation est différente car des logiciels, encore trop onéreux pour étre largement uti-
lisés, reproduisent au niveau supérieur la révolution des calculettes : quelques ordres
et vous avez le développement limité, la dérivée, l'intégrale, la courbe représentative
d’une fonction. L'heure du calcul béte et méchant a sonné! Bien sir des questions
nouvelles surgissent : les ordres donnés sont- ils les bons ? doit-on se fier a ce que
donne la machine? comment interpréter le résultat? mais le mouvement est irré-
versible. Bien loin de provoquer le déclin des mathématiques comme certains 'ont
imprudemment annoncé, cette irruption de la technologie leur donne encore plus de
vigueur (et d’allégresse !). Débarrassés de la corvée des calculs, soulagés de la crainte
de se tromper, les mathématiciens ont bien plus de force pour étendre le champ de
leur discipline.

L'esprit de nos examens a donc évolué : désormais plus de place est faite a la
réflexion. Surmontant les difficultés matérielles, nous installons peu a peu des com-
pléments de formation basés sur I'emploi de ces logiciels. Mes collaborateurs font
un travail remarquable dans ce domaine, avec une mention toute particuliére pour
Isabelle Gil qui a ouvert la bréche et qui nous propose sans cesse des idées nouvelles.

Dans quelques années les supports de cours suivront eux aussi cette évolution
pour se changer en séquences vidéo. Cette métamorphose donnera au livre encore
plus d’importance quand, face a des éléves réels, les professeurs seront de plus en
plus virtuels; bien loin de disparaitre, le livre deviendra alors I'objet unique de la
transmission du savoir.

Ce livre est dédié aux nombreux éléves qui m’ont fait découvrir toute I'astuce
déployée par mes maitres pour me faire apprendre les notions difficiles sans me poser
trop de question! Je les en remercie.

rue Saint-Martin
le 12 juin 2000



Chapitre 1

Nombres réels

1.1 LA DROITE REELLE

1.1.1 Les nombres réels jouent un réle fondamental dans les sciences car ce sont
eux qui servent a exprimer la valeur des grandeurs physiques; le but de ce cours est
d’apprendre a les utiliser.

L'ensemble des hombres réels, qu’on note traditionnelleiReast représenté par
unedroite graduég figure 1.1. Chaque point de la droite représente un nombre réel
gu’'on appelle labscissedu point. Le point d'abscisse 0 s'appell®rigine de la
droite.

Figure 1.1 La droite réelle

On identifie souvent les points de la droite avec leur abscisse ; on dit par exemple :
le pointv/2 au lieu de dire te point d’abscisse/2, et la droite graduée prend alors
le nom dedroite réelle

1.1.2 La premiére propriété des nombres réels est qu’ils permettent de faire des
calculs : on peut leajouterou lesmultiplier (voir exercices 1.1 et 1.2).

La seconde, tout aussi importante, est qu’'on peumparerdeux nombres réels
afin de voir lequel est le plus grand. La comparaison peut se faire facilement avec
les points de la droite. En effet, les graduations permettent de choisir un sens de
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parcours, qu’on indique par une fleéhigure 1.9, on dit alors que la droite est
orientée et cette orientation permet de retrouver l'ordre des nombres : 'inégalité
x < y alieu guand le point d’abscisgeest avant celui d'abscisse

Rappelons que la suite de symboles. y se prononce x estinférieur ou égal
ay, ou bien :x estplus petit quey. Pour indiquer que est inférieur ou égal &,
mais quex ety sont différents, on écrit < y, et on dit :x eststrictement inférieur
ay. Une inégalité construite avec le symbedes’appelle unenégalité largeet une
inégalité construite avec s'appelle unenégalité stricte

Le procédé fondamental deahalyseconsiste, lorsqu’on a un nombre mal
connu, a trouver deux nombres bien conaust b tels quea < x < b. Une telle
expression s’appelle vencadrementle x, le nombrea est unminorant de x, etb
unmajorant; plus I'écart entrea etb est petit, meilleur est 'encadrement.

Le plus grand nombrentierinférieur ou égal & s’appelle Igpartie entiéredex et
on le note| x|. C’est le seul nombre entier, qui vérifie les inégalités < x < (n+1).

1.2 LES DEVELOPPEMENTS DECIMAUX

1.2.1 Parce que les calculs effectués directement a partir des points de la droite
graduée ne sont pas assez commodes pour les besoins pratiques, on représente les
nombres réels par dekiffres Rappelons quelques résultats bien connus.

Un nombre réel obtenu en divisant un nombre entier par une puissance de 10
s'appelle umombre décimalLes nombres décimaux ont l'intérét d’étre facilement
représentés par des chiffres au moyen dedéweloppement décimal

sont des nombres décimaux dont

124
Exemple 1.2.1.1Les nombres réels— et

i . 10 ~ 10000
les développements décimaux sont :
124 —36
ST 12 4 et 10000- —0,0036

Malheureusement (ou heureusement?) les nombres réels ne sont pas tous des
nombres décimaux, ni méme des nombres ratioAnkIgaut donc adapter ce mode
de représentation si I'on veut étre capable d’équiper chaque nombre réel d’'un déve-
loppement décimal.

1. Dans les dessins la fleche va souvent de la gauche vers la droite, ce qui permet de pagaudeetau

de ladroite d’'un point.

2. Un nombreationnelest un nombre réel qui peut s’obtenir comme quotient de deux nombres entiers (voir
exercice 1.3).
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1.2.2 Pour cela on remarque qu’'une mesure physique, aussi soigneuse soit-elle,
n'est jamais d'une précision absolue, et que le résultat n’est jamais parfaitement
connu. Il nest donc pas nécessaire de représextrtemenltes nombres réels, il

suffit de les connaitre de fagcon approchée, avec une précision qui dépend des besoins.

Le prochain théoréme va dans ce sens puisqu’il montre qu’on peut approcher tous
les nombres réels par des nombres décimaux avec n'importe quelle précision.

Attention : Jusqu’a la fin de cette section tous les nombres considérés sont
positifs.

Théoréme 1.2.2.1 Soite un nombre réel positif fixé. A tout entiarest associé un
unique nombre décimal ayant pour dénominatedr @Q’on noteraf—(;], tel que :

Pn Pn 1
o< Ll .
1m\“<<1m+1m> (1)

Le nombrelp—c';1 est l'approximation décimale par défaud 10" prés dea, et

Pn 1 L L - n s
—— + — est sompproximation décimale par exces10 " pres.
10 T 100 pp p p

Démonstration : Les inégalités (1.1) équivalenii < 10"« < p, + 1. Doncp, est
la partie entiére de 1@, ce qui prouve son existence et son unicité.

En marquant sur la droite graduée tous les points dont les abscisses sont les
nombres décimaux de dénominateuf d@d obtient des points régulierement espa-

. 1 : : :
cés, séparés par la dlstanf& (figure 1.3. Parmi eux les points d’absuss% et

Pn, 1 : _ . . , .
— + — sont ceux qui encadrent; le premier est a sa gauche (il peut coincider

100 . : .
aveca quanda est un nombre décimal), et le second est & sa droite et ne coincide

jamais avea.

a
14 >
Pn_ p_"+ 1

10" 10" 10"

Figure 1.2 Encadrement de @ 3 107" pres

Exemple 1.2.2.2 Les premieres approximations décimales par défaut et par exces a
107" pres der donnent les encadrements suivants :
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Pn Pn 1
n 10 <7< ﬁ-i-ﬁ
0|3 <7< 4
13,1 <7< 3,2
213,14 <7< 3,15
33,141 <7< 3,142
4131415 <w<  3,1416
5[3,14159 <7< 3,14160
6|3,141592 <7 < 3,141593

1.2.3 Dans I'exemple 1.2.2.2 on passe d'une approximation décipeleléfau

t

a la suivante, en ajoutant seulement un chiffre; c’est un phénomeéne qui peut étre

observé pour tous les nombres réels.

Théoréme 1.2.3.1 Soita un nombre réel positif quelconque.
e Quandn augmente les approximations décimales par défaut @ pées de

s’approchent de plus en plus de

e A chaque étape le développement décimal de I'approximation décimal
défaut s’allonge d’'un chiffre nouveau (éventuellement un 0) qui vient se p
a droite des chiffres du développement décimal de I'approximation décimal
défaut précédente.

a croissent, ses approximations décimales par excés décroissent, et toutes deux

e par
acer
e par

Remarque :Pour les approximations décimales par excés la régle serait plus

difficile & énoncer, mais nous n’en aurons pas besoin.

1.2.4 Les chiffres qui apparaissent I'un apres l'autre quand on calcule les approxi-

mations décimalegar défautdu nombrex s’appellent lesiécimalede a.

Le théoréme suivant montre qu’a partir d’'une approximation décimale par défaut
donnée on obtient immédiatement toutes les approximations décimales par défaut

précédentes par une opération simple qui consisterguer le développement d
cimal.

Théoréme 1.2.4.1 Quandm < nl'approximation décimale par défaut a10pres
se déduit de I'approximation décimale par défaut a™jfires en effacant ses-m
derniers chiffres.

Exemple 1.2.4.20n passe de :

é-

3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944

qui est 'approximation décimale par défaut & $dprés der, & :

3,14159265358979323846 qui est son approximation décimale par défaat® 10

pres en effacant les 40 derniers chiffres.
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Plusn est grand, plus on peut déduire d’approximations décimales par défaut a
partir de I'approximation décimale par défaut a 1(Qpres. Alors pourquoi ne pas
avoir n le plus grand possible ? Ce qu’on obtiendrait si on pouvait écrire l'une a la
suite de l'autre toutes les décimalesdes’appelle ledéveloppement décimal infini
dea.

. . A4
Exemple 1.2.4.3 Le développement décimal infini d’fi ;

0,3636363636363636363636363636363636363636363636363636
s'obtient en répétant une infinité de fois 36.

S'il était matériellement possible d’écrire ce développement infini on aurait d’'un
coup d’ceil toutes les approximations décimales par défaut dar il suffirait de le
tronquer, en ne gardant que lepremiers chiffres apres la virgule, pour retrouver
I'approximation décimale par défaut a 10pres.

1.2.5 Le développement décimal infini d’'un nombre réel est une suite infinie de
chiffres. On peut donc se demander si une suite infinie quelconque de chiffres, dans
laguelle se trouve une virgule, est toujours le développement décimal infini d’'un
nombre réel. Le théoréme suivant montre que c'est presque vrai.

Théoréme 1.2.5.1 On se donne une suifmie de chiffresby, by, - - - , by puis une
suiteinfinie de chiffresa;, ay, as, ...

e Silesa, ne sont pas tous égaux a 9 a partir d’'un certain rang, il existe
un et un seul nombre réel positif dont le développement décimal infin] est
b1b2 cee bp, ai;apag...
e Silesa, restent constamment égaux a 9 a partir d’'un certain rang, il n'existe
pas de nombre réel ayant pour développement décimal mtmi - - by, aja0as...

Exemple 1.2.5.2 La suite de chiffres 12465299999999999999999999999dans
laguelle il n'y a que des 9 apres le dernier 2, n'est pas le développement décimal
infini d’'un nombre réet.

Sauf le cas particulier des nombres décimaux, dont le développement décimal
infini s’obtient en ajoutant une infinité de 0 a droite du dernier chiffre non nul de
leur développement décimal ordinaire, ou des nombres rationnels, dont le dévelop-
pement décimal infini est périodique (voir exercice 1.7.), en général, et méme pour

1. Afin que toute suite infinie devienne le développement décimal infini d’'un nombre réel, on adopte parfois
une autre définition du développement décimal infini qui conduit & ce paradoxe que les nombres décimaux,
pour qui tout devrait étre simple, ont un deuxieme développement décimal infini en plus de leur dévelop-
pement décimal infini ordinaire! Avec cette définition la suite de chiffrd$652999999999999 serait le

second développement @24, 653
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les nombres les plus utilisés, comm@ ou, on ne connait que les premiéres dé-
cimales d’un nombre réelLe développement décimal infini est donc un modéle
théorique, rarement accessible.

Quand on connait des nombres réels de fagcon imprécise, leurs sommes, produits,
etc. sont encore plus mal connusAbalyse numériquaassemble les techniques qui
permettent de faire des calculs avec une précision donnée a I'avance.

1.3 VALEUR ABSOLUE

1.3.1 Surla droite graduée les nombres rgmisitifssont représentés par les points
placés apres l'origine, et les nombres r@edgatifspar ceux qui sont placés avant.
Les points d'abscissast —x étant symétriques par rapport a l'originfigure 1.3,
'un est positif, 'autre est négatif. Celui qui est positif s’appelleszédeur absolue
dex, et on le notéx| ; on a donc:
x| = X six>0
—X six<0

La valeur absolue de mesure la distance entre I'origine et le point d’abscisse
(figure 1.3; plus|x| est grand, plus ce point est éloigné de l'origine, pkligst petit,
plus il en est proche.

-X 0 X

Figure 1.3 La valeur absolue d'un nombre réel

1.3.2 Plus généralement giety sont deux nombres réels quelconques, le nombre
|x — y| est celui qui est positif parmi les deux nombresy ety — x, autrement dit :

L _ ) X=y sixxzy
X =] _{ y—X Six<y

On peut aussi dire qu& — y| est le plus grand des deux nombxesy ety —x. Ce
nombre positif mesure la distance qui sépare les points d'absgissgéfigure 1.9.
Plus|x — y| est grand, plus ces points sont €loignés, plusy| est petit, plus il sont
proches. On dira quix — y| est ladistanceentrex ety.

Pour indiquer que deux nombres réglsty sont proches, on écrit qye — y| ne
dépasse pas une certaine valeur posiivgu’on s'est fixé a I'avance. Il est facile de

1. Il existe une sorte de compétition consistant a calculer le plus possible de décimaleRé&lpilierement
les records sont battus et actuellement on en est a plusieurs milliards.
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b -l

_—

x y

Figure 1.4 La distance séparant deux nombres réels

voir que la conditiorjx —y| < & équivautax — & < y < X+ &, ou bien encore a
y—esXsyte.

1.3.3 Les prochains théoréemes regroupent les propriétés fondamentales liées a la
notion de valeur absolue.

7}

Théoréme 1.3.3.1 (inégalité triangulaire) Quels que soient les nombres rée
X1, X2, ... ,Xpona:

Xa X+ -+ Xa| <Xl + X+ (Xl (1.2)

L’ inégalité triangulairé peut se comprendre de deux fagons différentes :

e de la droite vers la gauchesi les nombresy, xo, - - -, X, sont tous proches de
0, alors leur somme est proche de O;

e de la gauche vers la droitesi la sommex; + %, + - - - + X, n’est pas proche de

0, alors au moins un des nombpgsx,, - - -, X, N'est pas proche de 0.
Théoréme 1.3.3.2 Quels que soient les nombres réelsc, ... ,x,ona:
XX+ - Xn| = [Xa| [Xo] - - - |X| (1.3)

Théoreme 1.3.3.3 Sixn’est pas nul :

-1 (1.4)

En Analyseon passe son temps a encadrer, majorer, ou minorer, des nombres
représenté par des expressions compliquées, en se servant des trois théorémes
précédents.

1. Au chapitre 10, nous verrons pourquoi on lui donne ce nom.
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Exemple 1.3.3.4 Cherchons s'il existe des nombres réetdy tels que :

3sinK) — 7 cosf/x + 2y) + sinfy?) = 12

La complication de cette équation pourrait donner a penser qu'il s'agit d'un probléme
difficile. Cependant I'inégalité triangulaire dit que :

13sinE) — 7 cos/x + 2y) + sin(xy?)|
< [3sing)| + ‘7 cos(/x+ 2y)] + [siny?)|
|sin(x)| + 7 ‘COS(\/X+ 2)’)’ + [sin(xy?))|

<3
<3+7+1
<11

et I'on voit ainsi que I'équation n’a pas de solution.

1.4 INTERVALLES

1.4.1 Les ensembles de nombres réels les plus simples sont les intervalles. Pour
mettre un peu d’ordre dans les définitions il est commode d’adjoindre a I'ensemble
R deux nouveaux élémentalus l'infini noté +o, etmoins l'infini noté—oco. L'en-
semble obtenu ainsi, qui s’appelledeoite achevégest notéR. Par convention do

est strictement supérieur a tout nombre réek-ab est strictement inférieur a tout
nombre réel.

On appelleintervalle 'ensemble des nombres réels compris au sens large ou au
sens strict, cela dépend de la nature de l'intervalle, entre deux élémeRtquien
appelle ledornesde l'intervalle (figure 1.5.

Pour désigner un intervalle on écrit ses bornes, et on les entoure de deux crochets.
Les bornes n’étant pas forcément dans l'intervalle, le sens dans lequel on dessine les
crochets sert a indiquer si elles y sont, ou si elles n'y sont pas, autrement dit si les
inégalités qui définissent I'intervalle sont larges ou strictes.

Remarque :Par convention un intervalle est exclusivement constitué de
nombres réels. Quand une borne est égalecaot a—oo, elle ne fait donc

pas partie de l'intervalle, c’est pourquoi le crochet correspondant doit toujours
étre tourné vers 'extérieur.

Les intervalles sont les ensembles de nombres réels ou I'on peut passer d’'un point
guelconque a un autre point quelconque sans sortir de I'ensemble. La figure 1.6
montre un ensemble qui n’est pas un intervalle car il ne posséde pas cette propriété.
Nous admettrons le théoréme suivant qui dit que les intervalles sont les ensembles
de nombres réels dépourvustdaus
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Y

]a; b[ est 'ensemble des réels x tels quea < b
E— ] — o0; a] est 'ensemble des réels x tels que a
]a; +oc[ est 'ensemble des réels x tels que &

IR = 00; +oo[ n'est autre queR

a b
€ > [&;b] est'ensemble des réels x tels quex < b
—00 a
I ] — o0; a] estI'ensemble des réels x tels quea
a +o00
—— @ [a; +oo est I'ensemble des réels x tels que x
a b
— ®—  ]a;b] estI'ensemble des réels x tels quex < b
a b

[a; b[ est 'ensemble des réels x tels quex < b

Figure 1.5 Les 9 sortes différentes d’intervalles

Théoréme 1.4.1.1 Les intervalles sont les ensembl&s,de nombres réels qui
possédent la propriété suivante : quels que soiatty dansk tout nombre rée
compris entr ety est aussi dank.

Les intervalles les plus utiles sont les cing premiers de la figure 1.5. Un intervalle
du type p; b] aveca et b deux nombres réels s’appelle sagment Un intervalle
du type B; b[, ]a; +oo[, ] — oo; @ ou ] — oo ;+oc[, autrement dit un intervalle qui ne
contient pas ses bornes, s’appellentervalle ouvert

L'idée attachée au matuvertest qu’une partied deR estouvertesi, partant d’'un
point quelconque dgl, on a la possibilité de se déplacer de part et d’autre de ce point
sans sortir ded. Un intervalle du typed ;+oo[ n'est pas ouvert car on ne peut pas
se déplacer a gauche dsans sortir de I'intervalledans une partie ouverte il n'y a
pas de point en position particuliére, sur le bord par exemple

De facon plus précise, un ensemble de nombres tdebstouvertsi, quel que soit
le pointade A, il existe un intervalle du typea]— n; a+ n[ avecn > 0 contenu dans
A; en outre on dit qu'un ensemble éstméquand son complémentaire ('ensemble
des nombres réels qui ne sont pas dedans) est ouvert; les segments et les intervalles
du type B, +oo[ ou ] — oo, @] sont des intervalles fermés.

Enfin les intervalles du typejb] ou [a; b[, qui ne sont ni ouverts ni fermés, sont
parfois qualifiés dsemi-ouverts
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1.4.2 Soit A un sous-ensemble non vide quelconqué&de

e Ondit gu'un nombre rée¥l deR est unmajorantde. A (ou queA estmajorée
parM) sia < M quel que soitdansA (figure 1.6.

e On dit qu'un nombre réah est unminorant de A (ou queA estminoréepar
m) sim < aquel que soia dansA (figure 1.9 .

e On dit que la partied estbornéesi elle posséde a la fois un majorant et un
minorant, ce qui revient a dire qu’on peut I'enfermer dans un segment.

m M
—D— >

Figure 1.6 En gris un ensemble A borné qui n’est pas un intervalle

Exemple 1.4.2.1 L'ensemble des entiers naturels n’est pas borné car, quel que soit
M, il existe des entiers strictement supérieukd.a

Sil'ensembleA est vide on convient que tous les nombres réels sont des majorants
et des minorants del. Nous allons voir quel est 'ensemble des majorants et des
minorants d’un ensembleon vide

Soit A un ensemble majoré. Il est clair qu’'un majorant d’'un majoranddest
aussi un majorant dgl. Par conséquent 81, et M, sont des majorants d4, tout
nombre réel compris entidl; et M, est aussi un majorant dd, et il en résulte,
d’'aprés le théoréme 1.4.1.1, que I'ensemble des majoramsasdt un intervalle.

En outre, parce qu’il y a des majorants arbitrairement grands (puisque tout majo-
rant d’'un majorant est un majorant), la borne supérieure de cet intervalle est forcé-
ment 4oo. En revanche sa borne inférieure ne peut pas-éixe car.4 posséde au
moins un élément, et tous ses majorants sont supérieurs a cet élément.

Il en résulte que I'ensemble des majorants4lest un intervalle qui ne peut étre
gue de la formed; oo[ ou Ja; oc[, aveca un nombre réel. On démontre le théoréme
suivant qui est d’'une importance fondamentalepalyse

Théoréme 1.4.2.2 L'ensemble des majorants d’un ensemidlemajoré, non vide
est un intervalle de la forme&jool.

Ce théoreme nous dit qué posséde un majorant particuli&, qui est plus petit
gue tous les autres majorants. On l'appellbdane supérieurade A, et on le note
sup(4). Par convention, lorsqud n’est pas majoré, on pose su)(= +oo. On a un
résultat analogue en retournant le sens des inégalités :

Théoréme 1.4.2.3 L'ensemble des minorants d’un ensemidleminoré, non vide
est un intervalle de la forme} oc; g].

Le nombres s’appelle laborne inférieurede A, on le note infi), et lorsqueA
n'est pas minoré on pose iff = —cc.



Exercices 11

EXERCICES

1.1. Sur la figure ci-contre les droites paralléleset A, o M
sont graduées avec la méme unité de longu@aret O, — A,
sont leurs origines, le poitl; a pour abscissg, et le

point M, a pour abscisse. Quelles droites faut-il tracer 0, = Y, A,
pour obtenir le nombre réa} + x, ? 2
1.2. Sur la figure ci-contre les droites; et A, sont
graduées avec la méme unité de longueur; ellesCont A, M
pour origine commune, le poiM; a pour abscisse, le o
pointM, a pour absciss®, le pointU a pour abscisse 1. A,

. ) : : u
Quelles droites faut-il tracer pour obtenir le nombre réel vl
X1 X2 ?

1.3. Démontrer qu’il n’existe pas deux hombres entiget g, de parité différente,
tels que 27 = p?. En déduire que le nombre régR n’est pas un nombre rationnel.

1.4. On se donne deux nombres réglety tels quex < y. Quel est le nombra,
d’entiers relatifk vérifiantx < k <y?

1.5. Soienta et 8 deux nombres réels tels que< S.
1) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres décimatrds quer < d < .
2) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres irrationmédds quen < i < B.

1.6. Quand on connait le développement décimal d’'un nombre #étdl que
0 < a < 1 comment obtient-on le développement décimal du nombrex?

1.7. On notea, le n®™® chiffre aprés la virgule du développement décimal in-
fini du nombre réele. On dit que le développement de est périodique s'il
existe deux entiers, et N, tels quean+s = a, quel que soiln < N. Le nombre

p = anan+1---an+r—1 S'appelle lapériode etr la longueur de la période Par
exemple 241572 352 352 35. admet un développement périodique, la période est
235 et elle a pour longueur 3.

3 1 p
m m mal + —
1) Démontrer que le nombre est de la formed 1 <l 1) avecd un

nombre décimal et un entier relatif.

2) Démontrer que tout nombre rationnel admet un développement décimal infini
périodique.

3) Déduire, des questions précédentes, le développement décimal indiri lole
avec:a=1,257245724572 457 245etb = 3562 142 241 562 415 624 156
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1.8. Soienta = 0,919919991999919999919999991999999919999999%
nombre réel obtenu en écrivant un 9, un 1, deux 9, un 1, trois 9, un 1, quatre 9, un
1, etc., et = 0,9119911999119999119999911999999119999999] t8lui qui
s'obtient en écrivant un 9, deux 1, deux 9, deux 1, trois 9, deux 1, etc.

1) En utilisant les résultats de I'exercice précédent, dire si les noralet8 sont
rationnels.

2) Déterminer les chiffres du développement décimail éi¢8 (on demande seule-
ment de deviner le résultat, le démontrer fait appel a des connaissances d'un autre
niveau!)

1.9. Démontrer que|x| — |y|| < |x — Y| pour tous nombres réekety.

1.10. En utilisant les théorémes 1.3.3.1, 1.3.3.2 et 1.3.3.3 démontrer que, quel que
SOitx :
1++/8—sinx

2 +cogx

2
. , . —X
1.11. Démontrer que I'ensemble4, des nombres réels de la fornﬁieﬁ, avecx

un nombre réel quelconque, est borné. Trowegf.A) etinf(A).
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