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Probabilités

Oty

Effectuer un dénombrement et en déduire une probabilité.
e Distinguer une loi de probabilité discréte et une loi continue.
e Modéliser un probléme au travers d’une loi adaptée.
e Approximer une loi par une autre.
e C(Calculer et interpréter une espérance, une variance.

1.1 GENERALITES

1.1.1 Dénombrement

Définition 1.1
Soit E un ensemble fini.
\Le cardinal de E, noté card(E), est le nombre d’éléments de E.

Propriété 1.1

Soient E et F' deux ensembles finis. On a :

card(E U F) = card(E) + card(F) — card(E N F)
Si, de plus, E et F sont disjoints (E N F = ) alors
\card(E U F) = card(FE) + card (F)

Propriété 1.2

Soient E et F' deux ensembles finis.

Le cardinal de E x F = {(x;y)oux € Eet f € F}esttel que:
\card(E x F) = card(E) x card(F).




Q Chap. 1. Probabilités

La propriété précédente permet de dénombrer les tirages correspondants a des
tirages successifs (ou dans lesquels la notion d’ordre est sous-jacente...).

Exercice 1.1

On préleve successivement et sans remise deux boules dans une urne contenant 3
boules rouges, 2 boules vertes et une boule noire.

a. Dénombrer les tirages avec une boule rouge puis une boule verte.
b. Dénombrer les tirages avec une boule rouge et une boule verte.

Solution :

a. Dénombrer les tirages avec une boule rouge puis une boule verte revient a déter-
miner le cardinal de 'ensemble R x V ou R correspond a I’ensemble constitué par
les boules rouges et V correspond a 'ensemble des boules vertes.

Ona: card(RxV) = card(R) xcard(V) =3 x 2 = 6.

b. Dans ce second cas, il faut prendre en compte la position de la boule rouge (ou
verte). Il s’avere qu’il y a deux positions envisageables pour la boule rouge donc le
nombre de tirages avec une boule rouge et une boule verte est 2 x 3 x 2 = 12. |

. ™~
Propriété 1.3
Soient E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tel que p < n.
n n!
Le nombre de sous-ensembles de E ayant p éléments est ( J =—
pl(n = p)!
Les parties a p éléments de E sont également appelées combinaisons de E a p
éléments.
- /

Les combinaisons sont utilisées lorsqu’on est confronté a des situations dans
lesquelles I'ordre d’apparition d’un élément n’a pas d’'importance...

Exercice 1.2

On préléve simultanément trois boules dans une urne contenant quatre boules
rouges, trois boules vertes et une boule noire.

a. Dénombrer les tirages avec trois boules rouges.
b. Dénombrer les tirages avec deux boules rouges et une boule verte.

Solution
a. On souhaite dénombrer les tirages avec trois boules rouges parmi quatre donc il

ya ( ;1 j = 4 tirages possibles.
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b. Dans cette question, on peut choisir deux boules parmi quatre rouges et une

3 j=6x3=18 tirages

boule parmi les trois vertes. Il y a donc ( 3 )x[ |

possibles.

A0 (e () (L)

Plus généralement, on a : "l " .
p n—p

1.1.2 Probabilités

Définition 1.2

Une expérience dont on ne peut prévoir le résultat a ’'avance est appelée
expérience aléatoire.

Lors d’une expérience aléatoire, chaque résultat possible est appelé une issue.

L’ensemble de tous les résultats possibles de cette expérience aléatoire est appelé
univers noté Q.

Toute partie de 'univers est appelée un €vénement.

Q) est appelé « événement certain » ; & est appelé « événement impossible ».

Un événement qui ne contient qu'une éventualité est un événement élémentaire.
-

Définition 1.3

Soient A et B deux événements d’un univers Q.

* Deux événements A et B sont incompatibles s’ils n’ont aucune éventualité
commune.

* L’événement constitué de toutes les éventualités de (2 qui n’appartiennent pas a
A est appelé 'événement contraire de A, noté A.

/
g e ™
Définition 1.4
Soit Q2 un ensemble fini et P(2) I'ensemble des parties de €.
Lapplication p : P(£2) — [0;1] est une probabilité sur € si :
* p(AUB)=p(A)+ p(B)pourtousAet Bde P(Q)telsque AN B =
° p(Q)=1.
- /
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La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des €véne-
ments €lémentaires de A.

La somme des probabilités des événements élémentaires qui constituent 1'uni-
vers Q) est égale a 1.

Exercice 1.3

On fait tourner une roue de loterie dont les numéros sont 1 ;2 ;3;4;5;6.
On note p; la probabilité de l'événement {i}.

On suppose que : p; =ps=0,2 ; ps =03 etp,=p;=p,

Calculer la probabilité de l'événement A : « on obtient un nombre pair ».

Solution
A = {2;4;6} et les événements {2}, {4} et {6} sont deux a deux incompatibles.

6
Onadonc: P(A) = p, + p, + ps. De plus, Zpi =l donc p, = p, = 0,1donc

i=1

P(A) =0,4.
sata ~
Propriété 1.4
Soient A et B deux événements de I'univers QQ, on a :
e P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
« P(A)=1-P(A).
- J
\

Définition 1.5
On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les événements

élémentaires sont égales.
- /

. I
Propriéte 1.5

En situation d’équiprobabilité, on a, pour tout événement A d’un univers Q fini :
card(A) nombre de cas favorables

P(A) = = - .
card(€2)  nombre de cas possibles
- /
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Exercice 1.4
On lance deux dés non truqués. Calculer la probabilité des événements
A : "on obtient un double 6" et B : "on obtient une somme égale a 5".

Solution

Pour étre en situation d’équiprobabilité, on est amené a considérer I'univers Q

. 1
comme un ensemble de 36 couples. Ainsi : P(A) = %

De plus B = {(1;4),(4;1),(2;3),(3;2)} donc P(B) = ;—6 = é

\
Définition 1.6 : probabilité conditionnelle

Soit €2 un univers associé a une expérience aléatoire et B un événement de proba-
bilité non nulle.
On appelle probabilité de A sachant B le nombre, noté Pz (A), défini par :

P(A N B)
Py(A) = 222
5 (A) = —2

- 4

P(ANB)=Py;(A)P(B) = P,(B)P(A)

Propriété 1.6 : formule des probabilités totales

Soit Q un univers associé a une expérience aléatoire et A, B deux événements de
probabilité non nulle. On a :

(P(A)=P(ANB)+ P(A m B) soit P(A) = P;(A)P(B) + P;(A)P(B).

Exercice 1.4

Une célebre marque produit des objets de trés bonne qualité, avec une probabilité
de panne de 0,01.

Malheureusement, des contrefacons de mauvaise qualité ont été mises sur le
marché et elles occupent 20 % du marché. Ces contrefacons ont une probabilité
de panne de 0,1.

a. Si on achete cet objet, quelle est la probabilité qu’il ne fonctionne pas ?

b. Si on achete un produit défectueux, quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’'une
contrefagon ?

Solution

On note D I’événement : « le produit est défectueux » et V I'événement : « le produit
n’est pas une contrefagon ».
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a. P(D)=P(DNV)+P(DNV)=P,(D)P(V)+ P, (D)P(V) donc
P(D) =0,01x0,8+0,1x0,2 =0,028.
_P(DNV) 02x01 5

b. P, (V) = = iy
> (V) P(D) 0,028 7 |

Définition 1.7 : événements indépendants

Soit Q un univers associé a une expérience aléatoire.
On dit que les événements A et B sont indépendants si P(A N B) = P (A)P(B).j

1.2 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

1.2.1 Généralités

Exercice 1.5

On lance 3 fois une piece de monnaie non truquée. On gagne 2 € si le résultat est
« pile » (noté P) et on perd 1 € si le résultat est « face » (noté F).

Quels sont les gains possibles ? Avec quelle probabilité ?

Solution

L'univers associ€ a cette expérience est :

Q ={(P,P,P);(P,P,F);(P,F,P);(P,F,F);(F,P,P);(F,P,F);(F,F,P);(F,F,F)}
(P,P,P) est associé a un gain de 6 €, (P,P,F) est associ€ a un gainde 3 €...

De plus : card(Q) = 8 et on est en situation d’équiprobabilité donc la probabilité

de chacun des 8 événements élémentaires est égale a 3

On a ainsi le tableau suivant :

Gains x; -3 0 3 6
Probabilité L 2 2 L
robabilités p; 2 2 2 2

On constate que la variable X permet d’effectuer un « transfert » de loi de probabi-
lit€ de Q sur le nouvel ensemble d’issues {-3 ;0 ; 3 ; 6}. |

Définition 1.8
Une variable aléatoire discrete X est une application de QO — R qui prend des
valeurs isolées x;,x,,Xs,...




© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

1.2 Variables aléatoires discrétes 0

~
Définition 1.9
Soit X une variable aléatoire discrete sur (2, muni d’une probabilité P telle que
X(Q) = {x;,x5,X5,...}.
On appelle loi de probabilité de X, la suite (p;) de réels définis par :
U P({w e Q,X(0) = x;}) = P(X = x;).

Zi:P(X =x)=1

La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete est donnée soit par la
liste des probabilités (présentées dans un tableau), soit par une formule.

Définition 1.10
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.

On appelle fonction de répartition de la variable X, la fonction Fy définie sur R
\par: Fr()=P(X <t).

Exemple

En reprenant 'exemple précédent, on obtient :

Sit<-3alors Fy (1) =P(X <t)=0

Sit e [-3;0[ alors
Fy(M)=P(X<t)=P(X<-3)+P(X=-3))+P(-3<X<1)

1
=P(X=-3)=-
( ) 2

Sitel0;3[alors Fy (1) =P(X <t)=P(X=-3)+ P(X=-3) = % +-=0,5

0 | W

Plus précisément, la fonction de répartition Fy est définie par :
[0 si x<-3

0,125 st x e[-3;0[

Fy (x) =40,5 si xe[0;3] .

0,875 si x e[3;6[

|1 si x=26
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Sa courbe représentative est donnée ci-dessous :
1 -
Y B
0,8
0,6
0,4
0,2 1
-10 -5 0 5 10
X

@ La fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete est une fonc-
tion en escalier admettant des discontinuités en chacun des éléments de
X(Q).

1.2.2 Espérance, variance et écart-type

L'espérance a été introduite au XVII® siecle pour représenter le gain moyen qu'un
joueur était en droit d’attendre dans un jeu de hasard lorsqu’il engageait différents
paris. Les définitions de ce paragraphe sont données sous réserve que la série consi-
dérée soit convergente.

” o . . \
Définition 1.11
Soit X une variable aléatoire discrete prenant les valeurs x;,x,,xs,...
Lespérance de X est le réel noté E(X) défini par :
E(X)=Y xP(X =x).
i1
- 4

E(X) est donc la moyenne des valeurs x; pondérées par les probabilités
P(X = x;).

Soit une application g : I — R telle que X (QQ) c 1.

Ona: E(g(X)) = Zg(xi)P(X = X;).

i1
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1.2 Variables aléatoires discrétes o

Exemple
On dispose d’un dé équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour que

le 1 apparaisse.

Ona: X(Q) = N*

En outre, si on a obtenu I'as pour la premiere fois au k-ieme lancer, cela signifie que

'on a obtenu un des résultats 2, 3, 4, 5, 6 aux k — 1 premiers lancers (avec une probabi-
5 1

k-1
lité€ égale a % a chaque fois). Ainsi, pour tout k > l,ona: P(X = k) = (g) (g)

o0 +00 k-1
L’espérance de X est donc définie par : E(X) = ZkP(X =k = Zk(é) (l)

k=1 k=1 6 6
1 —+00 5 k—1
E(X)=- k(—) .
6,;1 6

pour |x| < 1 et en dérivant par rapport a x (cf. chapitre 8),

+00 1
En utilisant Zxk =1

k=0
3 ek !
ona: ) kx*7' = ——.
= (1-x)?*
. 1 1 oo , .
Ainsi ¢ E(X) = 3 X a2 = 6 ce qui signifie, qu’en moyenne, le premier as
o
6
apparaitra au sixieéme lancer.
o 24 2 °* 2 °g 2 r P )
Propriété 1.7 : linéarité de l'espérance
Soit X une variable aléatoire discrete et a,b deux réels. On a :
E(aX +b) =aE(X) + b.
- J
\

Démonstration

Considérons X (Q) = {x,x5,X3,...}.

E(aX +b) =) (ax; + b)P(X = x;) = a)_ x;,P(X = x;) + b)_ P(X = x;) avec
i>1 i>1 i>1

Y xP(X =x;))=EX)et Y P(X =x;)=1donc E(aX + b) = aE(X) + b.

i>1 i>1

- J
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Définition 1.12
Soit X une variable aléatoire discrete prenant les valeurs x;,x,,xs,... et admettant
une espérance.
La variance de X est le réel noté V (X) défini par :
V(X) =[x, - EOFP(X = x,).
i>1

\L’écart—type de X est le réel noté o (X) défini par : o (X) = VV(X).

~N

La variance et 'écart-type permettent de mesurer la dispersion des valeurs x;
autour de I'espérance de X.

Lécart-type est exprimé dans la méme unité que les valeurs x; contrairement
a la variance (sans unité). On utilise cependant tres fréquemment la variance
car elle est plus facile a manipuler que I'écart-type...

Exemple

Reprenons I'exemple d’introduction sur les variables aléatoires discretes. On a
obtenu la loi de probabilité suivante :

Gains x; -3 0 3 6
Probabilités l é E l
8 8 8 8

E(X) = inP(X = x;) = 1,5 donc la variance de X est telle que :

v = Y[x - EGOIP(X = x,)
i>1

=(-3-1,5)?x % +..+(6-157x % =6,75

Il en résulte que : o(X) = VV(X) = 2,6.

On peut donc conclure que I'espérance de gain a ce jeu est de 1,50 € par partie
(en moyenne) avec un écart-type d’environ 2,60 € (il y a donc une forte variabilité
de gain).
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1.2 Variables aléatoires discrétes 0

@ Pour le calcul de la variance, on utilise parfois la formule suivante
(formule de Koenig-Huyghens) :

V(X) =) x} P(X =x;,) - [EQX)YF = E(X?) - [EQOT.

i1

En effet : V(X) = Z[xi - E(X)]ZP(X = x;). En développant [x; — E(X)]*, on

i=1

obtient : V(X) = Y [x? - 2x;E(X) + 2E(X)* |P(X = x;) soit

i1

V(X) =Y x?P(X =x;) - 2E(X))_x;P(X = x;) + 2E(X)*)_P(X = x;).

i1 i1 i1

Onaainsi: V(X) = E(X?) - 2E(X)* + E(X)* = E(X?) - E(X)*.

Propriété 1.8
Soient X une variable aléatoire discrete et a, b deux réels.
\On a:V(aX +b) = a*vV(X).

Démonstration )
V(aX +b) = E([aX + b)) - E(aX + b)’
= E(a®X? + 2abX + b*) - [aE(X) + b]*
En développant et en utilisant la linéarité de 'espérance, on obtient :
\V(aX +b) = a*{E(X?) - E(X)*} = a®V(X). y

1.2.3 Somme de deux variables aléatoires

On se contentera, dans ce paragraphe, de donner quelques notions fondamentales
pour la bonne compréhension des prochains paragraphes.

cpe eys N
Définition 1.13

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes telles que X (Q) = {x|,x,,...,x,, }
et Y(Q) = {y,Y5,-s ¥, }-

X et Y sont indépendantes si, pour tout (i,j) € {1;2;...;m} x {1;2;...;n}, on a :
\P([X =x]n[Y =y])=P(X =x)xP(Y = y;).

J
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Propriété 1.9

~N

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant une espérance et une
variance.

e E(X+Y)=EX)+ E).
e VIX+Y)=VX)+VX)+2[E(XY)—- E(X)E)].
\Si X et Ysont indépendantes alors V(X +Y) =V(X)+ V(Y).

Ces relations sont également valables pour des variables aléatoires
continues.

1.3 LOIS USUELLES DISCRETES
1.3.1 Loi de Bernoulli

» o L] \
Définition 1.14
On dit que X est distribuée selon la loi de Bernoulli de parametre p si :
© X(Q) ={0;13
s PX=D=petP(X=0)=1-p.
S ( )=7p ( ) p )
\

Propriété 1.10

Soit X une variable aléatoire distribuée selon la loi de Bernoulli de parametre p.
\On a: E(X)=petV(X)=pd-p).

J

Démonstration

1
E(X) = ZkP(X =k)=P(X =1) = p.Deplus, X = X>donc E(X?) = p.
k=0

\Ainsi :V(X)=E(X?)-EX)*=p-p*=pl-Dp).
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1.3 Lois usuelles discrétes a

1.3.2 Loi binomiale

» o . (3 \
Définition 1.15

Supposons que I'on répete n fois, dans des conditions similaires, une expérience
aléatoire dont I'issue est :

soit un succes (noté S) avec la probabilité p ;

soit un échec (noté E) avec la probabilité g = 1 — p.

On suppose que le résultat d’une expérience est indépendant des résultats précé-

dents et on note X la variable aléatoire égale au nombre de succes obtenus lors de
ces n expériences.

On dit que X est distribuée suivant la loi binomiale de parametres n et p notée

B(n;p).
\(p) y

5}‘ X(Q) ={0;1;2;...;n}.

=/ Une loi binomiale peut donc intervenir lorsqu’on s’intéresse au nombre de
succes, lors de tirages successifs, avec remise. Lorsque les n tirages s’ef-
fectuent dans une population contenant un grand nombre N d’individus tel
que N > 10n (c’est-a-dire des que la population est dix fois plus grande que
I’échantillon), les tirages pourront étre assimilés a des tirages avec remise.

Lien entre variable binomiale et variable de Bernoulli

Considérons désormais que, pour chaque expérience, le succes (S) sera associé a la
valeur 1 alors que ’échec (E) sera associ€ a la valeur 0. Un résultat possible lorsque
l'on répete n fois une telle expérience aléatoire est: (S; E;E;...;S;E; S; E).
Avec la notation binaire introduite précédemment, on a : (1,0,0,...,1,0,1,0).

De plus, pour chaque expérience, le résultat est 1 avec la probabilité p ou 0 avec la
probabilité 1 — p. On peut constater que le nombre de succes correspond a la somme
des entiers du n-uplet. De fagcon plus générale, on peut définir ainsi une loi bino-
miale :

A chaque expérience numérotée i, i € {1;2;...;n}, on peut donc associer une variable

n
de Bernoulli de parametre p notée X; telle que : X = in-

i=1
Un résultat possible tel que (X =k)est: (S; ..;S;E; ..; E) (avec k fois S).
En utilisant les variables de Bernoulli introduites précédemment, on obtient que la
probabilité p, de cet événement est :
pe=P[(S;..sS;E; . E)]=P(X; =D)n..n (X =) N (X =0) NN (X, =0)]
On a vu que les résultats sont indépendants les uns des autres ce qui permet de dire
que les variables X; sont mutuellement indépendantes d’ou

P =P(X; =) x..xP(X, =0)xP(X,,, =0)x..x P(X, =0)=pk(1- p)"~
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De plus,ily a ( Z j facons de choisir les positions des k succes parmi les n places

n

disponibles. Ainsi : P(X = k) = ( r

jp" (1-pr*

On en déduit la propriété suivante :

iata ~
Propriété 1.11
Si une variable aléatoire X est distribuée suivant la loi binomiale B(#;p) alors,
pour tout k € {0;1;2;...;n},0on a:

P(X=k) = ( ’; )pk(l -p)r

- 4

Exercice 1.6

On suppose que la probabilité qu’'un Smartphone fonctionne correctement durant
les deux premiéres années d’utilisation est égale a 0,8.

Une entreprise achéte pour ses employés dix Smartphones.

Quelle est la probabilité qu’au moins deux Smartphones tombent en panne durant
les deux années a venir ?

Solution

On note X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de Smartphones
défectueux dans les deux années a venir.

On peut supposer que les Smartphones ont des propriétés de fonctionnement indé-
pendantes les unes des autres.

D’apres I'énoncé, X est donc distribuée suivant la loi binomiale B(10;0,2).
Ainsi: P(X 22)=1-P(X =0)—- P(X = 1) soit

P(X22):1—( lé)jxo,zoxo,glo—( 110 )x0,2><0,89.

La probabilité qu'au moins deux Smartphones tombent en panne durant les deux
années a venir est environ égale a 0,624. |

Propriété 1.12 : espérance et variance

Si X est distribuée selon la loi binomiale B(#; p) alors on a :
E(X)=npetV(X)=np( - p).
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1.3 Lois usuelles discrétes a

P . \
Démonstration

On a vu précédemment que X = in ou les X; sont indépendantes et identique-
i=1 n

ment distribuées selon la loi de Bernouilli de parametre p donc E(X) = ZE (X,)

avec E(X;) = p. i=1

Il en résulte que : E(X) = np.

De plus, les variables aléatoires X, sont mutuellement indépendantes donc

V(X) = ZV(Xi) avec V(X;) = p(1 - p).llenrésulte que : V(X) = np(1 — p).
\_ i=1 J

Exemple
En reprenant 'exemple précédent, ona : E(X) =10 x 0,2 = 2.

Ainsi, en moyenne, sur un lot de dix Smartphones, deux seront défectueux.

1.3.3 Loi de Poisson

55 Les lois de Poisson ont été introduites en 1838 par Siméon Denis Poisson
5 (1781-1840). Elles ne correspondent pas a une situation type mais apparaissent
pour modéliser certaines observations statistiques (pannes de machine, nombre

de personnes passant a un guichet dans un temps donné,...) ou comme loi limite.

” o . 3 \
Définition 1.16

On dit que la variable aléatoire X est distribuée suivant la loi de Poisson de para-
metre A (A > 0)si:
* X(Q)=N
e
k!
La loi de Poisson de parametre A se note P(A).

* VkeN,P(X=k)=e

- J

Il s’agit bien d’une loi de probabilité car (cf. chapitre 8)

+o0 +o0 FY: 2 9k

ZP(sz)zZe"l—ze"l Z_=—etet =1.
k! k!

k=0 k=0 k=0

Propriété 1.13 : espérance et variance

Si X est distribuée selon la loi de Poisson P(A), alors on a :
E(X)=2AetV(X)= A
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