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Avant-propos

Ce livre de méthodes de résolution d’exercices et de corrigés couvre le nouveau programme 2021 des classes prépa-
ratoires BCPST premiere année. C’est un programme treés riche, qui aborde beaucoup de nouvelles notions, aussi
bien en analyse qu’en algébre ou en probabilités.

Ce livre a pour objectif de permettre au lecteur d’aller a ’essentiel, en un minimum de temps.

Chaque chapitre commence par lister un ensemble de méthodes pour aider les étudiants a démarrer dans les exer-
cices et a savoir ce qu’'on leur demande d’apprendre. Suivent les exercices qui sont issus d’archives personnelles
d’enseignants en BCPST et d’annales de concours. Ensuite il est proposé des indications spécifiques a chaque exer-
cice pour les aider a choisir la bonne piste de recherche. Puis tous les exercices sont corrigés; les corrections sont
rédigées avec un maximum de détail, dans le souci qu’elles soient accessibles a tous les étudiants.

Laspect tres progressif de cet ouvrage, et sa présentation basée sur I'essentiel, en font un outil parfaitement adapté
au haut niveau exigé par les concours accessibles par la voie BCPST. Ses nombreux exercices corrigés et de tous
niveaux permettront aussi aux étudiants de s’approprier ou de réviser rapidement leur cours de mathématiques
pendant I'année.
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Logique, théorie des ensembles
et manipulations des signes ) et ||

Themes abordés dans les exercices

— Raisonnements mathématiques
— Opérations sur les ensembles
— Propriétés générales des applications

— Manipulation des symboles X et I1

Points essentiels du cours pour la résolution
des exercices

— Démonstration d’'une implication, d'une équivalence

— Raisonnement par contraposée

— Raisonnement par I'absurde

— Raisonnement par récurrence

— Démonstration d’une inclusion, d'une égalité entre ensembles
— Regles de calcul pour les opérations sur les ensembles

— Image directe d'une partie par une application

— Injectivité, surjectivité ou bijectivité d'une application

— Théoréme d’inversibilité pour la loi de composition

— Théoréme de la bijection pour les fonctions numériques

— Regles de calcul avec les symboles X et I1

— Regles de calcul sur les coefficients binomiaux

— Sommes usuelles : sommes arithmétiques, sommes géométriques, formule du bindme



Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et H

mm» Les méthodes a

retenir

Pour démontrer une implication ou une
équivalence

Pour démontrer que A = B on suppose que la propriété A est
verifiée et on doit démontrer que la propriété B 'est aussi.

< Exercicel.l13

Pour démontrer I'implication A = B, on peut raisonner par
contraposée, c’est-a-dire démontrer I'implication non(B) —
non(A) : on suppose que B n'est pas verifiée et on démontre
qu’alors A ne I'est pas non plus.

— Exercicel.5

Pour démontrer une équivalence A < B on raisonne par double-
implication : on démontre I'implication A = B ainsi que sa réci-
proque B— A.

— Exercice 1.15

Pour raisonner par I’absurde

Pour démontrer que A est vérifiée : on suppose que A n'est pas
vérifiée et on en déduit une contradiction évidente du type 1 =0,
3 <2, etc.

— Exercices1.10et1.15

Pour démontrer une proposition
logique dépendant de quantificateurs

Pour démontrer que Vx € E, P(x) : on se fixe un x € E quelconque
et on doit alors démontrer que P(x) est vérifiée pour ce x fixé.
— Exercices1.1etl.5

Pour démontrer que 3x € E/ P(x) : on doit donner (au moins) un
exemple de x € E qui vérifie la propriété P(x). Lorsque P(x) est une
équation alors x est I'inconnue et on doit trouver (au moins) une
solution.

< Exercices1l.1etl.14

Pour démontrer que 3!x € E/ P(x) : on démontre comme précé-
demment que 3x € E/ P(x) et, de plus, qu’il ne peut y avoir deux
valeurs distinctes de x pour lesquelles P(x) est vraie (ceci a 'aide
d’un raisonnement par I’absurde).

— Exercicel.14



Logique, ensembles, signes Z et l_[ Chapitre 1

Pour raisonner par récurrence

Sila propriété a démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une
relation donnée entre le rang n et le rang n + 1 on utilise alors le
principe de récurrence.

< Exercices1.6,1.7,1.19 et 1.21

Sila propriété a démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une
relation donnée entre les rangs n, n+ 1 et n+ 2 on utilise alors le
principe de récurrence a deux pas.

— Exercicel.7

Sila propriété a démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une
relation donnée entre tous les rangs k tel que k < n, on utilise alors
le principe de récurrence forte.

— Exercice 1.7

Pour démontrer une inclusion ou une
égalité entre deux ensembles

Pour démontrer I'inclusion E c F on démontre 'implication
x€eE=x€eF.

> Exercices1.10 et1.15

Pour démontrer I'égalité E = F on raisonne par double-inclusion :
on démontre 'inclusion E c F et I'inclusion réciproque F c E.
< Exercices1.10,1.15et1.16

Dans les deux cas, on peut aussi utiliser les opérations sur les en-
sembles.

< Exercices1.15et1.16

Pour déterminer le domaine de
définition d’une fonction

On repere les opérations potentiellement interdites (racines, lo-
garithmes, divisions par zéro...), on écrit les conditions sur la va-
riable x pour que toutes ces opérations soient définies, puis on
fait la résolution.

— Exercice 1.4

Pour démontrer qu'une application est
injective ou surjective

Pour démontrer que f : E — F est injective sur E : on se donne
(x1,%2) € E? tel que f(x1) = f(x2), et on doit alors montrer que
X1 = Xo.

< Exercices1.12,1.13 et1.14

Pour démontrer que f : E — F est surjective de E sur F: on se
donne y € F fixé quelconque , et on doit alors donner (au moins)
un x € E tel que y = f(x), par exemple en démontrant que I'équa-
tion y = f(x) d’'inconnue x a (au moins) une solution dans E.

< Exercices1.12,1.13 et 1.14

Pour démontrer que f : E — F est surjective on peut aussi appli-
quer le théoreme des valeurs intermédiaires.
— Exercicel.ll



Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et l_[

Pour démontrer qu'une application est
bijective

On revient a la définition en démontrant qu’elle est a la fois injec-
tive sur E, et surjective de E sur F.

< Exercices1.11et1.13

On démontre les deux en méme temps : on se donne y € F fixé
quelconque , et on doit alors montrer que 3'x € E/ y = f(x), par
exemple en démontrant que 'équation y = f(x) d'inconnue x a
une unique solution dans E.

—> Exercices1l.11et1.14

On utilise le théoreme d’inversibilité pour la loi de composition :
on détermine une application g: F — E telle que fog = idr et
gof = idE.

— Exercice 1.23

Dans le cas d'une fonction numérique, on peut utiliser le théo-
réme de la bijection.
— Exercices1.11et1.14

Pour déterminer 'application
réciproque d’une bijection _

Pour y € F fixé quelconque, f~!(y) est I'unique solution de I'équa-
tion y = f(x) d'inconnue x € E.
—> Exercices 1.9 et1.14

Sionatrouvé g:F — E telle que fog =idr et go f = idg, alors
=g
— Exercice 1.23

Pour déterminer I'image directe d'un
ensemble par une fonction

On étudie les variations de la fonction sur I'’ensemble donné. On
applique le théoréme des valeurs intermédiaires sur chaque inter-
valle ol la fonction est monotone.

—> Exercice 1.8

Pour calculer une somme formelle

On met en facteur les termes ne dépendant pas de I'indice de som-
mation, on utilise ensuite les regles de calcul sur les symboles Z,
et on conclut en faisant apparaitre les sommes usuelles a I'aide de
changements d’indice.

< Exercices 1.17,1.20, 1.21 et 1.22

Si le résultat final est donné dans I'énoncé, on peut aussi démon-
trer la formule par récurrence.
< Exercices1.19 et 1.20



Logique, ensembles, signes Z et H Chapitre 1

m=msss» Enoncés des exercices

[
[

1.2
[

1.3

Vrai ou faux 2

En justifiant soigneusement, dire pour chacune des assertions suivantes si elle est
vraie ou fausse.

a) V(x,,2) eR3, (x<yety<z)e (x<z)
b) Vx,yeR, (xsyetx#y)=(x<y)

¢) YaeR, IbeR: a=b?

d) YaeC,3beC:a=V

e) YaeC, IbeC: a=P

f) Vx,yeR,3teR: x<t<y

Reconnaitre des ensembles

Parmi les sous-ensembles de R suivants, plusieurs sont égaux bien qu’écrits différem-
ment. Déterminer lesquels.

E1=15,8,11,14,17,...}, Ep={x% xe[1,5]}, E3=[—§,§]nz,
Es={y? yel-5-11}, Es=[-1,1], Eg=I[1,+00ln[0,+oo[n] -1,25],
E7=1[1,25], Eg={3x+2,xeN*}, Eg={me[1,25]:3keN, m=k?},

E10=1{-1,0,1}, Ej;={neN*:3keN* n=3k+2},
Ei2=8n+2,neN*}, Ejg={meZ: m<letm=-1},

Euy={?,te[1,5]}, Ej5={sin(k}),kez}, Eis=1{1,4,916,25},

Sous-parties de R

Ecrire pour chacune des assertions suivantes, le plus simplement possible, 'en-
semble E des réels x la vérifiant.

a) x>4etx<7etx#6

b) (x>0etx<3)oux=0
c) (x<3etxeN)oux=2
d (xeRroux=-3)etx<0

e) Jue (3, +oo: x = u?



Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et H

[

1.4
[

1.5
[

1.6
[

1.7
[

1.8

Ensemble de définition
Déterminer I'ensemble de définition :

a) delafonction u définie par

In(x—-1)+v4—-x  cosx
X) = 7 - .
x*-16 sinx—1

b) delafonction v définie par

v(x) = y/sin(x) —In(1 -%%).

Exemple de démonstration d’'une implication par contraposée

Etablir que: VneN, n? pair = n pair.

Récurrences simples

a) Montrer I'inégalité suivante :

Vn=2 Vx>0 (1+x)">1+nx
b) Montrer que pour toutn =1,
n_ 2n+1 ~1.

1424448+ 42

(la formule pour une somme géométrique vue au lycée n'est pas supposée connue).

Exemples de démonstration par récurrence

. n
a) Etablir que, pourtout neN: Y k%=
k=0

b) On définit une suite réelle (uy) nen par: ug = uy =3etVneN, Uyt = Uyt +2up.
Etablir que, pour tout 2 € N : 1y, = 21 + (-1)".

nn+1)(2n+1)
-6 -

¢) On définit une suite réelle (1) ey par: up =0, u; =3 et

2 n
YneN*, upy1==Y ug.
" k=0

Montrer que, pour tout n € N: uy =3n.

Image directe

Dans les exemples suivants f est une fonction de R dans R et I est un intervalle de R.
Déterminer f(I).

a) 1=[n/4,5n/6], f(x)=cosx
b) 1=[0,v13], f(x)= x|
¢ I=[-1,2], fx)=x2



Logique, ensembles, signes Z et H Chapitre 1

Calculer une bijection réciproque

1.9

a) Soitl'application
f : R — 10,400

x — In(l+eY

Montrer que f est bijective et expliciter la fonction £~

b) Méme travail avec I'application :

g R+ d R+

X — x+x2

Autour de 'image directe d’'une application

Soit f : E — F une application. Soient A et B deux parties de E.
a) Montrer que: f(AUB) = f(A)U f(B).

b) Montrer que: f(ANB) < f(A) N f(B).

¢) Montrer quesi f estinjective: f(ANB) = f(A) N f(B).

d) Montrer quesi f est injective : f (K) c fA).

e) Montrer quesi f est surjective: f(A) c f (K)

Injectivité, surjectivité

1.11
Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
u : R - R v : R - R
x ~— cos(2x) x — e
w R - R ¥y R - R
x — x3+42x X — x3-x
112 Injectivité, surjectivité (II)
. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
f +z - z g : R - R h : Z — R
- 2x x = 2x x = 2x

Que penser d'une application qui serait définie par

F : R - Z ?

—  2x
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Injectivité, surjectivité, bijectivité et composition

Soient f : E — F et g : F — E deux applications. Démontrer les implications sui-
vantes :

a) go finjectivesurE = f injective sur E

b) go f surjective de E sur E = g surjective de F sur E

c) go f surjective de E sur E et g injective sur F = f surjective de E sur F

d) go f bijective de E sur E et f o g bijective de F sur F
= f bijective de E sur F et g bijective de F sur E

Exemple de fonctions numériques bijectives

a) On considere I'application f : R — R définie par: Vx € R, f(x) = x% - 5. f est-
elle injective, surjective, bijective? Montrer que la restriction de f a l'intervalle
[0, +oo[ induit une bijection dont on déterminera la réciproque.

b) Montrer que I'application g : R — R définie par: Vx € R, g(x) = sinx + 2x, est
bijective. Montrer que I'équation g(x) = 2 admet une unique solution réelle, et
que cette solution est strictement positive.

Exemples de démonstration d’'une équivalence ou d’'une égalité entre en-
sembles

Soient E un ensemble et (A,B,C) € 2 (E)3.
a) Montrer que :AcB<=AUB=E.
b) Etablir que: (A\B)\(A\C) = (A\B) NnC=(AnC)\B.

AuB = AuC

¢) Démontrer que: <~ B=C.
AnB = ANnC
AuB = A

d) Démontrer que: v ne <~ A=B=C.
AnB = AuC

Différence symétrique de deux ensembles

Soient E un ensemble et (A, B,C) € 2(E)3. On définit la différence symétrique de A et
B, notée AAB, par : AAB = (AUB)\(ANB).

a) Montrer que : AAB = (A\B) U (B\A).
b) On suppose que AAB = AAC. Etablir que B = C.

Calculs classiques de sommes

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les sommes suivantes :

n n n n n n n
0 T ¥Y, (Zi)+ $il £ faep  r oL
k=1  i=1j=1 i=1 i=1 i=1j=1 1<j<izn
boE @ TEO LK L L0 £ RO
P il LR L A T =

c) iln(l+l) f#
=1 k = k(k+1)



1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

Logique, ensembles, signes Z et H Chapitre 1

Calculs classiques de produits

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les produits suivants :
a) Le produit des entiers entre 1 et n.

b) Le produit des entiers pairs entre 1 et 27.

¢) Le produit des entiers impairs entre 1 et 27 + 1.

n
k
@ I g

Somme des termes d’une ligne dans le triangle de Pascal
Soit n € N. Etablir que :

vpelonl, 3 (k)=(”“).

k:pp p+1

Calcul de somme et coefficients binomiaux

n—i).

p
Soient n et p deux entiers naturels tels que 7 = p. Déterminer igo(';)(p_i

Calculs de sommes doubles

n n 2
Soit n.€ N*. On admettra que: Y k% = M et ¥ k3= (@) . Calculer :
k=0 k=0

|~.

n n
a X Y.

j=1i=j
b)) Y ij.

l<j<i=n

Sommes de coefficients binomiaux « de deux en deux»
Soit n € N. On consideére les sommes

o(n & ©ln n n
Ap= Z ( , Bp= Z(—l) ( ), Sn= Z ( )v Ty = Z ( )
k k=0 k 0<2k<n\2k o=2kr1=n\2k+1

k=0
a) Calculer A;, et By, en fonction de n.

b) En déduire S, et T;; en fonction de n.

n
) Déterminer ¥ (37).
k=0

Exemple d’application fonctionnelle : 'application shift

On pose E = RR (ensemble des fonctions numériques de R dans R). Pour 0 € R on
note g 'application de E dans E qui associe a f € E la fonction g = g (f) définie par
geEet:

VxeR, g =f(x+0)

a) Etablir que pour tout (81,0,) € R?, ona: ®g, ©Pg, = P, +0,-

b) En déduire que, pour tout 0 € R, I'application ¢g est bijective de E sur E et donner
sa réciproque.



Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et H

messs» Du mal a démarrer ?

«Va, ...» :ce quisuit est-il vrai pour toute valeur de a ?
«Ja» : puis-je trouver un a tel que ... ?

m Mettre tous ces ensembles sous leur forme la plus simple

m Traduire les opérations logiques en opérations sur des inter-
valles

Repérer les opérations potentiellement interdites. Traduire
par des conditions sur x.

m n est impair équivauta:IpeN/n=2p+1.

m Récurrences classiques
a) Par récurrence sur n.

b) Par récurrence a deux pas sur n.
c) Par récurrence forte sur n.

m Examiner les variations de f sur [
m Trouver f‘l(y), c’est résoudre f(x) =y d’inconnue x.

m a) Par double-inclusion en raisonnant sur les éléments.

b) Raisonner sur les éléments.
c) Par une application injective un antécédent est unique...
d) et e) Raisonnement par I’absurde.

forcément un antécédent ? Peut-il en avoir plusieurs ?

m Méme indication !

a) et b) Utiliser les définitions.
c) Utiliser b).
d) Utiliser les définitions.

Prendre un y quelconque dans I'ensemble d’arrivée. A t-il

10

Etudier les variations des fonctions.

1.15
cer par montrer que Cc A.

a), b) et ¢) Raisonner sur les éléments. d) Pour = : commen-

1.16
et I'intersection.
b) Raisonner sur les éléments.

a) Faire le calcul en utilisant les régles de calcul avec I'union

n
i) a) Faire apparaitre la somme arithmétique ) k.
k=1
b) Faire apparaitre la formule du binome.
c) Reconnaitre des sommes télescopiques.

m a), b) et c) Faire apparaitre des factoriels.
d) Ecrire le produit sous forme développée.

m Raisonner par récurrence sur n.

Simplifier le terme général de la somme.

a) Permuter les X et faire apparaitre la somme arithmétique
n
Yk
k=1
b) Utiliser une somme double et faire apparaitre une somme arith-
métique.

1.22
b) Exprimer S, et Ty, en fonction de Aj, et By,.
c) Utiliser b).

a) Utiliser la formule du binome.

a) Utiliser la définition de ¢g.
b) Utiliser le théoréme d’inversibilité pour la loi de composition.
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=smmm» Corrigés des exercices

a) FAUX, I'implication = est certes toujours vraie mais la réci-
proque < est fausse par exemple pour x=1,z=3 et y=0.

b) VRAI, par définition «x < y» signifie«<x < yet x # y».

c) FAUX, par exemple pour a = —1 il n'existe aucun réel b tel
que P =-1.

d) VRAL sia=0on peut prendre b =0.Si a # 0, avec la forme
exponentielle a = pe’® on voit que b = \/ﬁelel 2 convient.

e) FAUX, l'unicité n’est pas vérifiée par exemple pour a=1 :
onal?= (—1)2 =1.

f) FAUX, sion prend par exemple x = 3 et y = 2 il est évident
qu'il n'existe aucun réel ¢ vérifiant3 < r < 2.

Ona :
E;1 =Eg=E11 =E12

E» =Eg =Ej6
E3=E5=Ej9=E13=Ej5

E4=Eg=E7=E14

a) E=]4,6[ul6,7[. Ouencore E =14, 7[\{6}.

b) E =]0,3[u{0} = [0,3[.

c) E=(NNn]-00,3)U{2} ={0,1,2} u{2} ={0,1,2}.
d) E=({-3}u[0,+00[) N]—00,0[ ={-3}.

e) E =[9;+o0[. En effet les carrés des nombres supérieurs ou
égaux a 3 sont les nombres supérieurs ou égaux a 9.

a) Lexpression u(x) est définie si et seulement si x vérifie :

x-1>0 x>1
4-x=20 x<4
x*-16#0 x¢{2,-2}
sin(x) #1 X #m/2[2m]

Parmi les nombres § +2kn avec k € Z, seul § appartient
a l'intervalle ]1,4]. Lensemble de définition de u est donc
11,4]\ {m/2,2}.

b) Lexpression v(x) est définie si et seulement si x vérifie :

sin(x) >0 0<x<m [2m]

1-x2>0 xel-1,1]

Ainsi le domaine de définition de v est [0, 1[.

Soit n € N fixé quelconque. On raisonne par contraposée,
c’est-a-dire qu’'on va démontrer I'implication : n impair =
n? impair.

On suppose donc que n est impair. Il existe donc p € N tel que
n=2p+1. En élevant au carré, on obtient :

n?=Qp+1)2=ap?+4p+1=202p*> +2p)+1=2q+1
ouq= 2p2 +2p €N, ce qui montre que n? est impair.

a) Procédons par récurrence.
Initialisation. Pour 7 = 2, on a (1 + x)% = 1+ x? + 2x donc
pour Vx>0, (1+x)%>1+2x.
Hérédité. Supposons la propriété vraie a un rang n = 2 fixé.
Alors pour tout x>0 :
A+0" ! =1+ 00 +0" > A+ +nx)

=1+(n+1Dx+nx%>1+(n+1x

b

=

Procédons par récurrence.

Initialisation. Pour n = 1, 1+2! = 22 —1 = 3. La propriété
est vérifiée aurang 1.

Hérédité. Supposons la propriété vraie a un rang n € N*
fixé. Alors

L4244+ 42042+ g+l _qyon+l _ g on+l_j _pn+2_q

1.7
a) On vérifie la formule par récurrence sur l'entier 7.

n
ePourn=0, ¥ k=0= W, la formule est donc
k=0
vraie.

« Supposons la formule vraie a un rang n € N fixé. On a alors :

n+l n
Y K Y K+ (n+1)?
k=0 k=0
(2 1
_ nn+1)2n+ )+(n+1)2
hyp. rec. 6

2n3 +9n% +13n+6
6

11
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Et d’autre part:

(n+1)(n+2)2n+3) _2n°+9n®+13n+6
6 - 6

La formule est donc vraie au rang (n + 1).

D’apres le principe de récurrence, la formule est donc vraie
pour tout n € N.

On peut se demander comment obtenir la formule sans qu'elle
soit donnée dans 'énoncé?

Lastuce consiste i remarquer que l'identité (k+1)3 = k3 +3k% +
3k+1 donne k? = 1 ((k+1)% - k* -3k -1).

En additionnant ces inégalités pour k € [0, n]|, on obtient :

n

n n
Y [k+1D*-K]-3) k-1
k=0 k=0

=0 3o

La premiere somme est une somme « télescopique » :
n
Y [(k+1)% -3
k=0

= [(n+1)3_}43/]+[}43/_M1+...+L1,8’_03]

= n+1)*-0°
= n+1)?
Donc :
n 1 nn+1
Y ko= e P I B U B Y
k=0 3
n+1 2
= T(2(n +2n+1)-3n-2)
n+1 @n+l)
= —nlzn
6

Cette méthode se généralise au calcul des sommes d’Euler

n
Y kP, en fonction de p € N (il suffit de développer (k +1)P).
k=0

n
On pourra essayer de lappliquer pour calculer ) kG réponse :
, k=0

( n(r12+1)) ).

b) On dispose d'une relation de récurrence du second ordre
puisqu’elle relie u;,+2, uy+1 €t uy. On va donc démontrer la
formule en raisonnnant par récurrence a deux pas sur 'entier
n.

ePour n =0, up =3=2+1=2""14(-1)", et pour n = 1,
Up=3=4-1=2"1 4 (~1)", la propriété est donc vraie aux
rangs O et 1.

« Supposons la formule vraie auxrangs n et n+1 pourunn e N
fixé quelconque.

12

Ona:

Un+2 = Up+1 +2Upn
2n+2+(_1)n+1+2(2n+1+(_1)n)

= 2124 2) 4 (1) (-1+2)
— 2n+3+(_1)n

et (-1)2 =1donc (-1)"*2 = (-1)", ce qui donne:

Upio = 2n+3 + (_1)n+2

La formule est donc vraie au rang n + 2.

D’apres le principe de récurrence, la formule est donc vraie
pour tout n € N.

¢) On dispose d'une relation de récurrence forte puisqu’elle
relie u;41, Uy, ..., uy et ug. On va donc démontrer la formule
en raisonnnant par récurrence forte sur l'entier n.

e Pour n =0, uy =0 = 3n, la propriété est donc vraie au rang
0.

« Supposons la formule vraie a tous les rangs k tels que k €
[0, 1], pour un 7 € N fixé quelconque.

Ona:

n

Y
z Uk
" k=0
2 n
=3 3k
" k=0
6 n
= Yk
=0
_ 6 n(n+1)
som. arithm. n 2
= 3(n+1)

Up+1

hyp._rec.

La formule est donc vraie aurang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, la formule est donc vraie
pour tout n € N.

a) f est continue et strictement décroissante sur 'intervalle
I. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on a donc
(D = [cos(m/4),cos(5m/6)] = [-v/3/2;V/2/2].

b) Onremarque que :
— pourx€[0,1], f(x) =0;
— pourxe[L,2], f(x)=1;
— pourxe [2,3], f(x)=2;
— pourxe [3,V13], f(x)=3.
Aufinal f() ={0,1,2,3}.
c) Lesvariationsde f, bien connues, font que f(I) = [0,4].



a) Soit y €]0;+oo[. On résout :

fx)=yeIn(l+e)=y
ol+ef=e
sef=eV-1

o x=IneE¥-1)

En effet e¥ — 1 > 0 puisque y > 0.

Par conséquent f est bien bijective et sa réciproque est
donnée par
fliy—InE’-1n

b) Soit y € Ry. Léquation x2

—1+4y/1+4 —1+4/1+4
Vv ——

> s parmi lesquelles seule 4 appartient
a R4. Le nombre y posséde donc un unique antécédent
par g. Ainsi g est bijective et sa réciproque est donnée par

4 ~1+/1+4y

g V= >

+ x = y a deux solutions réelles

a) On raisonne par double-inclusion.

Soit y € f(AUB). Par définition, il existe x € AUB tel que:
y=r.

eSixeA, alors y= f(x) € f(A), etdonc y € f(A)U f(B).
eSix¢A, alorsxeBcarxe AUB. Onendéduitque y= f(x) €
f(B), etdonc y€ f(A)U f(B).

Danstouslescas: ye f(A)U f(B).

Soit y € f(A) U f(B).

*Siye f(A),alors y € f(AUB).

e Si y¢ f(A), alors y € f(B), car y € f(A)U f(B). Et donc:
ye f(AUB).

Dans tousles cas: y € f(AUB).

b) Soit y € f(ANB). Par definition, il existe x € ANB tel que:
y = f(x). Comme x e AnB, on a x € A et x€B. On en déduit
que:y=f(x)e f(A)etye f(B). Etdonc: y € f(A)n f(B).

¢) On raisonne par double-inclusion.

C’est le résultat du b).

Soit y € f(A)nf(B).Onadonc: y€ f(A) et y € f(B). Par dé-
finition, il existe donc x e Aet z€ B tels que: y = f(x) = f(2).
Or f est injective, donc on a: x = z, et donc: x € AnB. Ceci
prouve que y = f(x) € f(ANB).

d) Soit y € f(A). Par définition, il existe x € A tel que: y = f(x).
On raisonne par 'absurde : supposons que y € f(A).

Il existe donc z € Atel que: y = f(z). On a donc: f(x) = f(zl,

et donc: x = z, puisque f est injective. Ceci donne que x € A
et x €A, ce qui est clairement absurde.

Logique, ensembles, signes Z et H Chapitre 1

On en déduit que y ¢ f(A), c'est-a-dire que y € f(A).

Ceci prouve que f(A)  f(A).

e) Soit y € f(A). Par définition y ¢ f(A).

Mais comme f est surjective, il existe x € E tel que : y = f(x).
Par 'absurde : si x € A, alors y = f(x) € f(A). Ceci est absurde,
donc x ¢ A.

Alors : y = f(x) € f(A).

Ceci prouve que f(A) c f(A).

e un'estpasinjective car u(0) = u(m) = 0. De plus u n’est pas
surjective car Vx € R, cos(2x) € [-1;1] donc par exemple 2
n’'a pas d’antécédent par u.

e v eststrictement croissante ce qui entraine que v est injec-
tive. En revanche v est non surjective car —1 par exemple
n'a pas d’antécédent par v.

e w eststrictement croissante sur R comme somme de deux
fonctions strictement croissantes. De plus w est continue
et par opérationsona lim w(x) =-ocoet lim w(x) =

X——00 X—+00
+00. Le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires
assure que tout réel possede un unique antécédent par w :
en clair w est bijective.

e yest continue sur R et possede les mémes limites que w.
Le théoreme des valeurs intermédiaires assure que tout
réel posséde (au moins) un antécédent par y. En revanche
y n'est pas injective car, par exemple, y(0) = y(1) =0.

* [ estinjective car pour x et y réels, 2x = 2y implique évi-
demment x = y (en divisant par 2 de chaque c6té de I'éga-
lité). Par contre f n’est pas surjective car les nombres im-
pairs n'ont pas d’antécédent.

e Pourxetyréels,ona : g(x) =y < x=y/2. Toutréel y pos-
sede donc un unique antécédent par g qui est y/2 et donc
g est bijective.

e § est injective mais n’est pas surjective, pour les mémes
raisons que f.

o Lapplication F serait mal définie puisque pour x e Ronn’a
pas forcément 2x € Z.

a) On suppose go f injective. Montrons que f est injective.
Soit (x1,x2) € E2 tel que : f(x1) = f(x2). En composant par g :
gof(x1) = gof(x2), etdonc x; = xp puisque go f est injective.
Ceci prouve que f est injective.

b) On suppose g o f surjective. Montrons que g est surjective.

Soit y € E. Puisque g o f est surjective, il existe z € E tel que:
y=gof(z).Onadonc: y=g(x), avec x = f(z) €F.

Ceci prouve que g est surjective.

13



Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et H

¢) On suppose g o f surjective et g injective.

D’apres le b), g est aussi surjective et donc bijective. On peut
donc considérer son application réciproque g~! qui est aussi
bijective et vérifie : gog_1 = g_1 og=1idg.Onaalors: f =
g 'o(gof). Or g1 et go f sont surjectives, donc f est aussi
surjective comme composée de surjections.

d) On suppose go f et f o g bijectives.

» D’apres a) f est injective et d’apres b) g est surjective.

« Le probleme est symétrique : en échangeant le role de f et
g, on obtient les mémes hypotheses. On peut donc dire que g
est injective et f surjective.

Enregroupant: f et g sont bijectives.

a) On obtient facilement le tableau de variations:

X —00 0 +00

Variations de

On en déduit que f n’est pas injective sur R, en effet: -1 # 1
et f(-1) = f(1) = —4.

De plus f n’est pas surjective de R sur R, en effet: Vx €
R, f(x) = =5, donc —10 n’a pas d’antécédent par f.

A fortiori f n’est donc pas bijective de R sur R.

Par contre larestriction de f al'intervalle I = [0, +oo[, notée f|f
est strictement croissante et continue (car polynomiale) sur I.
D’apres le théoréeme de la bijection, elle induit donc une bijec-
tiondeIsur] = f(I) = [-5,+o0[.

Déterminons f|1_1 Soit y €] fixé. On résout’équation d’incon-
nuexel:y=f(x).

— 2 — 2 - 2
= =x"-5 =z 5 = 5
y=fx)=y=x = x=+\/y°+ = \/ ye+

Donc:

fiti=5,400 — [0, +00]

v o— fi'm=yr2+5

b) La fonction g est dérivable sur R (comme somme de fonc-
tions dérivables) et: Vx € R, g'(x) = cosx+2 > 0. g est donc
strictement croissante sur R et on dresse facilement son ta-
bleau de variations:

X —00 (04 +o0

Variations de

14

La fonction g est donc continue (car dérivable) et strictement
croissante sur I = R. Elle induit donc une bijection de I sur
J=fO=R.

Comme 2 € ], on en déduit qu'il existe un unique a €I = R tel
que: g(a) = 2. De plus, on a g(0) =0 <2 = g(a). On a donc:
o >0, puisque g est strictement croissante sur R.

a) On raisonne par double-implication.

On suppose que A c B. Pour montrer que AUB = E, on
procede par double-inclusion.

o[ c]Comme A, B sont deux parties de E,ona: AUB cE.
+[>]Soit x€E.
eeSixeA, alorsxe AUB.

e« Six¢A,alors x € A et a fortiori x € B puisque A ¢ B. Donc :
x€AUB.

Dans tous les cas : x € AUB. Ceci prouve que Ec AUB.

On en déduit que E=AUB.

On suppose que E=AUB.

Soit x € A. Raisonnons par I'absurde : supposons que x ¢ B.

On a alors x € ANB = AUB, d’aprés les lois de Morgan. Or
AUB=E,donconax ¢E, ce qui est absurde puisque x € AcE.

On en déduit que : x € B. Ceci prouve que : Ac B.
b) On utilise les régles de calculs sur les ensembles.

(A\B)\(A\C) = (AnB)\(ANC)
= (AnB)n(ANC)
lois I\/Torgan (AnB)n(AuC)
distributivité (AnB)nA) u((AnB)nC]
AnA=a Q)U((AOB)”C)
= (AnB)nC=(A\B)nC
Comm:tativité (An C) nB= (An C) \B

¢) On raisonne par double-implication.

On suppose que AUB =AuUC etque AnB =AnC. Pour
montrer que B = C, on procéde par double-inclusion.

-Soitxc—:B.
eeSixeA alorsxe ANB=ANC, etdonc: xeC.

eeSix¢A alorsx e AUB =AUC, puisque x € B. Mais x ¢ A,
doncxe€ AuCdonne: xeC.

Dans tous les cas : x € C. Ceci prouve que : Bc C.

. Les hypotheses du probléme étant symétriques on ob-
tient de méme que : C c B.

On en déduit que : B=C.



Il est évident que, siB=C, alors AUB=AuCetAnB=
AnC.

d) On raisonne par double-implication.

On suppose que AUB=AnNC etque AnB =AUC. Pour
montrer que B = C, on procede par double-inclusion.

* Montrons d’abord que: Ac C.

Soit x € A.Onaalorsxe AUB=ANC, donc xeC.
eOnadonc:ANC=A,donc:AUB=A, ce quidonne:BcA.

e Mais alors: AnNB=AuUC, donne:B =C.
Puisque Bc AcC,onabien:A=B=C.

Il est évident que,siA=B=C, alors AUB=ANnC=Aet
AnNnB=AuC=A.

a) On utilise les régles de calculs sur les ensembles.

(A\B)u (B\A)
= (AnB)uU(BNnA)
= AUB)N(AUA)n(BUB)n(BuA
distributivité )l )t )l )
= (AUB)n(BuA)
AUA=E
= AUB)n(ANnB
lois Morgan ( )l )
= (AUB)\(ANB)
= AAB

b) Pour montrer que B = C, on raisonne par double-inclusion.

Soit x € B.

* Si x € A, alors x € AnB. Ainsi, d’apres la définition de la dif-
férence symétrique, x ¢ AAB, et donc: x ¢ AAC. Ceci donne:
x¢AuBouxeAnC.

Comme x € B, a fortiori: xe AUB. On adonc x e AnC, ce qui
donne bien: x € C.

¢ Six¢A, alors x e B\A, et donc: x € AAB. On a donc x € AAC,
c’est-a-dire: x € A\C ou x € C\A. Comme x ¢ A, ceci donne
x € C\A, et a fortiori: x € C.

Dans tous les cas, on a: x € C. On a donc établi que : Bc C.

Les hypothéses du probléme étant symétriques on obtient
de méme que: CcB.

On en déduit que: B=C.

1.17
dépend pas de l'indice, donc:

a) « [l s’agit d'une somme dont le terme général ne

Y 1=Card([LLn)x1=nxl=n
k
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e Dans une somme double, on commence par calculer la
somme de droite, pour toute valeur possible du premier in-
dice.

n
On vient de voir que pour tout i € [1,n]: ¥ 1 = n, résultat
j=1
indépendant de i, donc

n n n
Y Y 1=) n=Card([1,n]) x n = n?

i=1j=1  i=1
n n(n+l)
» On connaitles sommes arithmétiques: Y k= =5, d’our:
k=1
n(n +1) n(n+ 1)

2iv3 = y

i=1

nn+1)

¢ On commence par calculer la somme de droite pour i €
[1,n] fixé. Ona:

n n n
Y+ = Y i+ j=Card([La] i+ 2D
=1 =1 =
_nmt
= ni+
2

car, dans la premiere somme, le terme général ne dépend pas
del'indice, et, la seconde somme est arithmétique.

Ceci donne, en mettant en facteur les termes constants par
rapport a l'indice de sommation :

non 1 nn+1 1 nn+1) &
Yy = 3 [nie M) 0 3 MRS
i=1j=1 i=1 i=1 i=1
nn+1 nn+1
= nx ( )+nx ( ):nz(l’l+1).
2 2
n i n n
e Formellement: Y =Y Y =Y Y .Onobtient:
lsj<isn i=1j=1 j=1li=j

L 1=$ 3

l<j<is<n i=1j=1
Dans la somme double, on commence par calculer la somme
de droite. Pour tout i € [1,n], ona:
i
> 1=Card([1,i])x1=i
j=1
ce qui donne:

n(n +1)

<

isn l':l

15
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b)  On fait apparaitre la formule du binéme :
L ") < (") kyn—k
> PR 15!
k—l(k k=1\k

_ i (”)lkln—k_(n)loln
k=o\k 0

1+p"-1=2"-1

« On fait apparaitre la formule du binéme :
}’lili n _ Xn: n iln_k_ n ilo
k=0 3k \k k=o\k/ 3k n)3"

1\" 1\" 4\" 1\"

B RURCRE

3 3 3 3

« On utilise la formule de factorisation. Pour tout k € [1,n],
k() =n(}- 1) On obtient :

El) - oo £40-£A0)

k=0

Il

S
=
M=
—_——
S
| |
P
Nl

On effectue alors le changement d’indice j = k-1

SR ={ ) R )

j=0 J

n1+1)" 1 =2l

Ce calcul est important en probabilités : il donnera l'espérance
d’une loi binomiale.

* De méme la formule de factorisation donne, pour tout k €

(0,71 b5 (2) = 57 (£11). O obtient:

iln_iln+1_lin+l

Cok+1\k] Zon+1l{k+1] n+1Z\k+1

On effectue alors le changement d’indice j = k+1:
i 1 (n) 1 ’il n+1
okt T o+l =\

: ﬁfféi("?l)‘("?))
|

n+1 . X

- b A PP S B

n+1 j=o\ J

1
= —|(a+p™a

n+1(( ) )
_ L[zrﬁl_l)

n+1
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« Ce calcul classique repose sur 'astuce suivante :
k*=k(k-1)+k. Ona:

o,(n 1 n
Yk (k) = ) [k(k—1)+k] (k
k=0

k=0

~————

éok(k—l)(2)+ 3 k(Z)

La deuxiéme somme a été calculée précédemment et est égale
an2" L,

Pour la premiere somme on utilise deux fois la formule de fac-
torisation : pour tout k € [2, 1], k(k— 1)(2) =n(n- 1)(2:%). On

obtient:
n n n n n n
Zk(k—l)( ) = 0( )+0( )+Zk(k—1)( )
k=0 k 0 \1) = k

L -2
Zn(n l)k 9

k=2

2
nn-1) Z (Z 2)

On effectue alors le changement d’indice j = k—2

5 k(k—l)(:)

k=0

n-2 _
nn—1) Z (n _2)
j=o\J

n=2{,_ , R
nin-1'y (” ,2)111”‘2‘1
j=0\J

nn-1D1+1)"2 =nn-12"2

On adonc

£l

nn-12"2+n2" 1= 2" 2 (n-1+2)

n(n+1)2"2

Ce calcul est important en probabilités : il donnera la variance
d’une loi binomiale.

c) e Pour tout k€ [1;n], ona:

k+1

In|1+=|=In

k =In(k+1) -In(k).

On a donc, par télescopage :

Z ln(1+

n
Z (Inte+ 1 ~In(k)) = In(n + 1) ().

Donc:
n
> In

k=1

=In(n+1).

1+1
k




» De méme, pour tout k € [1;n], ona:

1 1 1

k(k+1)  k k+1°

On a donc, par télescopage :

US| 1y 1 1
Zk(k+1) kg(k k+1) 1 n+l
Donc: "
1 1
kglk(k+1)_1_n+1'

Comment vérifier ces calculs avec Python? On peut utiliser le
script suivant :
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def produit(n) :
p=f(1) # premier terme du produit
for k in range(2,m1) :
p*=k/(k+1)
return p

def somme(n) :
s=f(1) # premier terme de la somme
for k in range(2,ml) :
s+=1/(k* (k+1))
return s

Dans la console, on vérifie que somme (10) et 1-1/11
donnent le méme résultat.

n
m a) On nous demande de calculer [] k.Ona:
k=1

k=1%x2x3x:-xkx---xn=n!

=

k

1

n
b) On doit calculer [] (2k).Ona:
k=1

n n
H(Zk):2x4><6><~--><2k><---><2n:2”>< H k=2"n!
k=1 k=1

n
c) On nous demande de calculer [] (2k+1).Ona:
k=0

n
[T@k+1)=1x3x5x--
k=0

x(2k+1)x---x(2n+1)

Pour ce calcul classique, I'astuce consiste a faire apparaitre le
produit des nombres pairs :

n e e
H(2k+1) _ 1x---x2kx2k+1)x---x2nx2n+1)
k=0 2Xx4x6x--x2kx---x2n
_ @n+1)!
- 2 p!
d) On a
n
M - E B K kT A
k=1 k+1 /2( )3/ /( T de*Z n+1

n+1

Pour vérifier avec Python :

Il suffit de vérifier la formule donnée par récurrence
sur 'entier n. La difficulté réside dans le fait qu’a n fixé, la
formule doit étre vraie pour tout p € [0, n]. Il ne faut pas
oublier de I'inclure dans I'’hypothése de récurrence.

e Pour n=0, p € [0,n] donne p =0 et alors:

£ Elel-)-

) =[]

« Supposons que, pour un rang n € N fixé quelconque, on ait :

Z”: k) [n+1

k:p p p +1

On doit démontrer que la propriété est vraie au rang n + 1,
c'est-a-dire que :

Vpe[o,n+1], ril (k) = (n+2)

k:pp p+1

Or:

Vpelo,n],

Soit p € [0, n + 1] fixé quelconque.
eeSipef0,n]:

b T o 4 K
N e B

_ n+2
form. Pascal \p+1

e ¢ Si p = n+1, I'hypothese de récurrence ne s’applique pas

Sl S L5

k=p
n+2| [n+2]
p+1 “\n+2|

La formule est donc vraie pour tout p € [0, n+1].

Or:

17




Chapitre1 Logique, ensembles, signes Z et H

Ceci prouve que la propriété de récurrence est vraie au rang
n+1.

D’apres le principe de récurrence, la formule est donc vraie

pour tout n € N.

Pour une preuve directe, remarquer que, pour k € [p, n], (k) =
k+1

(p+l p+1) 0).

En additionnant ces égalités on trouve par télescopage :

) - 2

) - (p+1) (pour k = p on adopte la convention (

1l
M=

m Puisque nous ne reconnaissons pas de somme
usuelle, simplifions le terme général. On a, pour tout i €

[0,p] :

n|(n—i| _ n! (n—1)T B n!
iflp=i]  ia—T(p-dn-p)  ilp-Dn-p)

Lastuce consiste alors a multiplier en haut et en bas par
p!, pour faire apparaitre le produit de deux nouveaux coef-
ficients binomiaux :

n\[n-i _ n! xB!

i\p=i] = ip-dn-p! " p
_ p! N n!

il(p-10)! pln-p)!

< (16

Comme le coefficient binomial de droite ne dépend pas
de i, on va pouvoir le mettre en facteur dans la somme a

calculer :
I

i=0 i=

[=)

—_——
- T
~_——
T S
—_——

N
Y

T S
I
o

N

=
I
o

I
.M'G

|
)
<

=

18

a a) A premiere vue, on ne va pas savoir simplifier

1S
~—~

[V]:

Mais, formellement: Y
1<j sisn =1j

i
E =

n

It

j=1i

On peut donc permuter les signes z:

On commence par calculer la somme de droite, pour i € [1, 1]
fixé quelconque :

i’j_1i',_1i(i+1)_i+1
jzll_ijzlj_l 22
On adonc

n n ; n ’+1 1 n n

I

]:li:jl i=1 i=1 i=1

(n(n+1) ) n®+3n  nn+3)
= nl= =
2 4 4

b) La condition reliant les deux indices est j < i, c’est-a-dire :

n i-1 n-1 n
js<i-1 Formellement: Y =Y Y =% X .
lsj<isn =2 j=1 j=li=j+1

Les deux formules aménent au résultat, on choisit ici d’utiliser
la premiére :
n i-1
PIERIEDIONY)
1<j<i=n i=2j=1
On commence par calculer la somme de droite, pour i € [2, 1]
fixé quelconque :

1 (z—l)l i2(i-1)

g -

2
On adonc:
L. 1 &, .
ooij o= =) i*G-1
l<j<isn 2i=2

4 6
nn+1) (nn+1l) 2n+1
- 4 ( 2 3 )
nn+1)(n-1)@Bn+2)
24

n(n+1)(2n+1))

/-\




@ a) Grace a la formule du binéme :

n
An=Y (:)1k1”‘k: (1+1)" =2"
k=0

et:
n

Bp=)

k=0

Z)(—l)kln_k =(-1+1)"=0"=0

b) Dans la somme Aj; on distingue les indices k pairs, de la
forme k = 2p, et les indices k impairs, de la forme k=2p +1:

An= (”)+ ( ):Sn+Tn
0s2p<n\2P) os2pr1=n\2P 1
De méme :
n
By = X ( )(—1)2”+ )y ( )(—1)2”“
0<2p<n \2P 0<2pr1=n\2P +1
n n
- 0<22p<n(2p) 0<2pz+'1<n(2p+1)
= Sp-Ty

On en déduit que :
1 1
Sn=(An+Bp) = 5(2”+0) =on-1

et:
1 1
Tp=-(Ap—Bp) = -@2"-0)=2""
n=50n=Bn)=2( )

n
c) Formellement: > = Y .Onadonc:

k=0 0<2k<2n

2n 2n-1
=S, =2
(2]6) 2n

Lh)-. 2

0<2k<2n

Logique, ensembles, signes Z et H Chapitre 1

@ a) Soit (81,0) € RZ. On doit établir que:
(Pel O(peg = (Pel+62

qui est une égalité de fonctions définies sur E, c’est-a-dire
que:
VFEE, g, (po,()=Pp,+0, ()
Soit f € E.
On pose g = ¢g, (f), onadonc: VxeR, g(x) = f(x+02).

Ceci donne, pour tout xR :

¢, (9o, (N = @p, ()
= g(x+06y)
= f(x+0;+62)

= (p91+62 (f)(x)

Comme I'égalité précédente est vraie pour tout x € R, on en
déduit I'égalité dans E :

9o, (o, (1)) = W0, +6, (f)
et comme celle-ci est vraie pour tout f € E:

(Pel °‘~P62 = ‘~Pel+92

Ceci prouve le résultat demandé.

b) Soit f € E.On a, pourtout xe R :
@o(f)(x) = fx+0) = f(x)

Ceciprouve que: Vf €E, @o(f) = f. Donc: ¢g =Idg.
Onadonc: @pgo@p_g=¢pg_g=¢o =Idg.
Etde méme : ¢_go@g == o =1dg.

Ceci prouve que g est bijective de E sur E et que :

(99) " =g

19
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Nombres complexes
et trigonométrie

Themes abordés dans les exercices

— Calculs dans C
— Fonctions trigonométriques
— Equations du second degré a coefficients réels

— Applications de C dans C

Points essentiels du cours pour la résolution
des exercices

— Forme algébrique d’'un nombre complexe : parties réelles et imaginaires
— Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul : module et argument
— Equations et inéquations trigonométriques

— Formules d’Euler et de De Moivre
— Formules de résolution dans C des équations du second degré a coefficients réels
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Nombres complexes et trigonométrie Chapitre 2

mmmm» Les méthodes a retenir

Pour déterminer la forme algébrique
d’un nombre complexe

S’il s’agit d'un produit de formes algébriques, on développe.
— Exercices 2.2 et 2.6

§’il s’agit d’'un quotient de formes algébriques, on multiplie en
haut et en bas du trait de fraction par le complexe conjugué du
dénominateur.

— Exercices 2.1 et 2.6
Si un complexe est sous forme trigonométrique : z = re, on le
met sous forme algébrique : z=rcos8+irsin6.

< Exercices 2.1 et 2.6

Pour déterminer la forme
trigonométrique/exponentielle d'un
nombre complexe

A partir d’'une forme algébrique, on calcule le module puis on le
met en facteur, ce qui donne alors sinus et cosinus de 'argument
principal.

< Exercices 2.1, 2.2 et 2.6

§’il s’agit d'une somme ou d’une différence de formes trigonomé-
triques de module 1: e’* + 'Y ou e* — eV, on factorise alors par
el s pour faire apparaitre les formules d'Euler.

— Exercices 2.6 et 2.8

S’il s’agit d'un produit : z = zj zp, on a les formules : |z| = |z1]|z2| et
Arg(z) = Arg(z1) +Arg(zp) [27].
< Exercices 2.1, 2.2 et 2.6

§’il s’agit d'un quotient: z = %, on a les formules: |z| = % et

Arg(z) = Arg(z1) — Arg(zp) [27].
—> Exercices 2.1 et 2.6

Pour résoudre équations et inéquations
trigonométriques

Pour résoudre une équation, on se ramene aux équations de réfé-
rences :
1)cosa=cosb<= a=b[2n]oua=-b [27],
2)sina=sinb<= a=b[2nloua=7n->b[27],
3)tana=tanb < a= b [n].
— Exercices2.12et2.18

Pour résoudre une inéquation, le mieux est d’utiliser le cercle tri-
gonométrique pour visualiser les intervalles solutions.
< Exercice 2.12
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