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Avant-propos
Cet ouvrage propose des exercices corrigés de préparation aux oraux des
concours Agro-Véto et G2E. Il s’adresse aux étudiants en seconde année de
BCPST qui souhaitent réussir l’écrit et l’oral de ces deux concours. Les exer-
cices sont des sujets donnés aux concours, ou bien des sujets type conçus confor-
mément à la réforme des concours effective depuis 2023, en accord avec le nouveau
programme 2022 des classes préparatoires BCPST.
Chaque exercice bénéficie d’une correction complète avec des explications dé-
taillées, des rappels de cours, une variété de méthodes, des conseils tactiques et des
explications sur les techniques de calcul. La progressivité de la difficulté des ques-
tions, ainsi que la profusion des explications dans les corrections, permettront à tout
étudiant de réaliser des progrès notables. Les 170 programmes informatiques
sont suivis d’explications détaillées. De plus, certains approfondissements pro-
posés en fin d’exercices, signalés par le pictogramme , sont accessibles sur le site
www.dunod.com, sur la page de l’ouvrage.
Pour les étudiants peu à l’aise en Mathématiques ou en Informatique, les explications
fournies constitueront une ressource précieuse pour gagner en confiance et progresser.
Les étudiants ayant pour unique objectif l’un des deux concours trouveront un intérêt
évident à étudier les sujets de l’autre concours, car les thèmes abordés sont similaires,
de même que les méthodes de résolution. Les questions de fin d’exercices sont à un
niveau élevé, permettant ainsi aux étudiants les plus ambitieux de se confronter à des
raisonnements complexes, en les préparant ainsi au mieux aux concours à venir.

Quand et comment utiliser cet ouvrage ?
Le livre peut être utilisé dès le début de la seconde année, afin de se préparer
aux khôlles et aux évaluations écrites. Les tableaux récapitulatifs donnés au
début des chapitres 2 et 4 permettront à l’étudiant de savoir quels exercices il peut
aborder en fonction des chapitres étudiés en cours d’année. L’ouvrage peut aussi être
utilisé au moment de la préparation des oraux, afin d’élever son niveau juste
avant l’épreuve.
Dans les corrections, l’analyse des questions et les remarques méthodologiques sont
séparées de la rédaction précise, qui est signalée par le pictogramme .

Les explications détaillées des programmes informatiques sont signalées par .

Présentation détaillée du livre
Cet ouvrage est séparé en deux parties :
La première partie concerne l’oral MPI (Mathématiques Pratiques et In-
formatique) du concours Agro-Véto, structuré en trois exercices distincts :

— L’oral commence par une question de cours. Le chapitre 1 comporte les
121 questions posées au concours 2023, ainsi que toutes les réponses.
Le rapport du jury du concours 2023 indique que « les questions de cours ne
sont réussies qu’à 70 % » et que « l’effet n’est pas très positif quand la question



de cours est imprécise ou bâclée ». Ce chapitre 1 permettra aux étudiants d’être
parfaitement préparés pour cette première partie de l’oral.

— Le deuxième moment consiste à présenter l’exercice préparé, qui est un
exercice de Mathématiques contenant quelques questions d’informatique, l’étu-
diant disposant d’un ordinateur sur lequel il peut écrire ses programmes en
langage Python. Dans le chapitre 2 on présente 20 sujets complets,
entièrement corrigés. Certains ont été donnés au concours 2023, les sujets
antérieurs à 2023 ont été aménagés de manière à être réalisés sur 40 minutes.
Le chapitre 2 débute par un tableau récapitulatif, donnant pour chaque
exercice sa difficulté et les thèmes abordés.

— Enfin, la troisième séquence est un court exercice d’informatique
donné sans préparation. Dans le chapitre 3 on présente 15 sujets,
corrigés de façon très détaillée. Ici encore tous les programmes informa-
tiques sont expliqués avec beaucoup de soin et de pédagogie, pour permettre
à l’étudiant de comprendre et progresser.

La seconde partie de l’ouvrage est consacrée à l’oral de Mathématiques et
à l’oral d’informatique du concours G2E.

— Dans le chapitre 4 on présente 20 exercices corrigés de l’oral de Ma-
thématiques. Lors de cet oral l’étudiant prépare puis présente deux exercices :
l’un sur l’Analyse ou l’Algèbre, l’autre sur les Probabilités. En début de cha-
pitre 4 l’étudiant trouvera un tableau récapitulatif avec la difficulté
de chaque exercice et les notions abordées.

— Le chapitre 5 est consacré à l’oral d’Informatique du concours G2E.
L’étudiant prépare puis présente un premier exercice, le jury lui donne ensuite
un second exercice de même format à traiter sans préparation. Cet ouvrage
propose 10 sujets d’informatique complets, corrigés avec beaucoup de
détails et d’explications.

En conclusion
L’étudiant trouvera dans cet ouvrage des exercices classiques qui abordent l’ensemble
des notions de Mathématiques et d’Informatique étudiées pendant les deux années
de BCPST ; des explications méthodologiques et tactiques pour savoir comment gérer
l’oral ; des corrections entièrement rédigées avec des explications sur le cours et les
techniques de calcul ; 170 programmes Python détaillés et totalement expliqués.

Au final cet ouvrage est bien plus qu’un recueil d’exercices corrigés :
il permettra de mieux comprendre les notions abordées en Mathématiques et en In-
formatique pendant les deux années de classes préparatoires. Il aidera les étudiants
qui en font l’acquisition dès le début de seconde année à préparer méthodiquement
leurs khôlles. Il améliorera la compréhension des méthodes et des concepts mathéma-
tiques indispensables à l’écrit des concours Agro-Véto et G2E. Enfin il permettra des
révisions efficaces en fin de seconde année, pour réussir les oraux.



Table des matières

Oraux du concours Agro-Véto
1 Questions de cours 11
2 Exercices avec préparation 49
3 Exercices sans préparation 184

Oraux du concours G2E
4 Oraux de Mathématiques 221
5 Oraux d’Informatique 274





Partie 1

Oraux du concours Agro-Véto



Oraux du concours Agro-Véto
1 Questions de cours 11

1.1 : Injectivité 11
1.2 : Surjectivité 11
1.3 : Bijection réciproque 11
1.4 : Famille génératrice 12
1.5 : Liberté 12
1.6 : Base 12
1.7 : Matrice inversible 13
1.8 : Inverse d’une matrice d’ordre 2 13
1.9 : Formule de changement de base 13
1.10 : Endomorphisme 13
1.11 : Noyau 14
1.12 : Injectivité d’une application linéaire 14
1.13 : Théorème du rang 14
1.14 : Matrices semblables 14
1.15 : Éléments propres d’une matrice 15
1.16 : Éléments propres d’un endomorphisme 15
1.17 : Condition de diagonalisabilité 15
1.18 : Matrices diagonalisables 15
1.19 : Conditions suffisantes de diagonalisabilité 16
1.20 : Produit scalaire 16
1.21 : Norme 17
1.22 : Distance à un sous-espace vectoriel 17
1.23 : Cercle 17
1.24 : Droites 17
1.25 : Plans 18
1.26 : Inégalité de Cauchy-Schwarz 18
1.27 : Théorème de Pythagore 18
1.28 : Base orthonormale 18
1.29 : Coefficient binomial 19
1.30 : Formule de Pascal 19
1.31 : Indépendance d’événements 19
1.32 : Événements incompatibles 20
1.33 : Probabilités composées 20
1.34 : Système complet 20
1.35 : Probabilités totales 20
1.36 : Formule de Bayes 21
1.37 : Espérance d’une variable discrète 21



1.38 : Transfert pour une variable discrète 21
1.39 : Variance 22
1.40 : Moments de aX + b 22
1.41 : Loi de Poisson 22
1.42 : Loi géométrique 22
1.43 : Moments d’une variable géométrique 23
1.44 : Moment d’ordre deux d’une variable géométrique 23
1.45 : Moment d’ordre deux d’une variable de Poisson 23
1.46 : Lois marginales 23
1.47 : Transfert pour un couple discret 24
1.48 : Variable à densité 24
1.49 : Fonction de répartition 24
1.50 : Espérance d’une variable à densité 25
1.51 : Transfert pour une variable à densité 25
1.52 : Loi uniforme continue 25
1.53 : Densité d’une variable exponentielle 26
1.54 : Courbe d’une densité d’une variable exponentielle 26
1.55 : Loi normale centrée réduite 26
1.56 : Courbe d’une densité d’une variable normale 27
1.57 : Densité d’une loi normale 27
1.58 : Indépendance de variables discrètes 27
1.59 : Covariance 28
1.60 : Indépendance et covariance 28
1.61 : Variance de X − Y 28
1.62 : Variable centrée réduite 29
1.63 : Moments empiriques 29
1.64 : Loi faible des grands nombres 29
1.65 : Inégalité de Markov 30
1.66 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 30
1.67 : Théorème central limite 30
1.68 : Minorant et majorant 31
1.69 : Partie entière 31
1.70 : Module d’un complexe 31
1.71 : Équation avec cos 31
1.72 : Équation avec sin 32
1.73 : Équation avec tan 32
1.74 : cos(2a) et sin(2a) 32
1.75 : Angles complémentaires 32
1.76 : Théorème de D’Alembert-Gauss 33
1.77 : Relations coefficients - racines 33



1.78 : Ordre d’une racine 33
1.79 : Dérivées de Xn 34
1.80 : Courbe de sin 34
1.81 : Courbe de cos 35
1.82 : Courbes de exp et ln 35
1.83 : Courbes de ln(x) et ln(1 + x) 36
1.84 : Courbes de ln(x) et | ln(x)| 36
1.85 : Courbe de Arctan 37
1.86 : Courbes de |x| et |x + 1| 37
1.87 : Continuité 38
1.88 : Prolongement par continuité 38
1.89 : Taux d’accroissement 38
1.90 : Dérivée 38
1.91 : Dérivée de composée 39
1.92 : Équation de tangente 39
1.93 : Primitive de

√
1 − x 39

1.94 : Dérivée de
√

1 − x 39
1.95 : Primitive de 1

xa
40

1.96 : Dérivée de tan 40
1.97 : Dérivée et primitive de 1

t3 40
1.98 : Théorème de la bijection 41
1.99 : Théorème de Rolle 41
1.100 : Théorème des accroissements finis 41
1.101 : Convergence d’une suite 41
1.102 : Suites adjacentes 42
1.103 : Divergence d’une suite vers +∞ 42
1.104 : Sommes usuelles 42
1.105 : Série convergente 42
1.106 : Série géométrique 43
1.107 : Somme de Riemann 43
1.108 : Intégration par parties 44
1.109 : Intégrale généralisée 44
1.110 : Intégrale doublement impropre 45
1.111 : Point critique 45
1.112 : Dérivée de f

(
x(t), y(t)

)
45

1.113 : Négligeabilité 46
1.114 : Croissances comparées 46
1.115 : Formule de Taylor-Young 46



1.116 : Développement limité de ln(1 + x) 47
1.117 : Développement limité de 1

1 + x
47

1.118 : Développement limité de sin 47
1.119 : Développement limité de cos 47
1.120 : Équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 48
1.121 : Équation différentielle linéaire homogène d’ordre 2 48

2 Exercices avec préparation 49
2.1 : Diagonalisation et équations matricielles 49
2.2 : Marche aléatoire et analyse [Agro-Véto 2023] 54
2.3 : Système différentiel [Agro-Véto 2023] 62
2.4 : Mutations aléatoires 69
2.5 : Diagonalisation et produit scalaire [Agro-Véto 2022] 78
2.6 : Marche aléatoire et diagonalisation 84
2.7 : Suite implicite et densité 90
2.8 : Urnes successives [Agro-Véto 2023] 96
2.9 : Suites adjacentes [Agro-Véto 2023] 101
2.10 : Évolution de population 108
2.11 : Espace vectoriel de fonctions [Agro-Véto 2023] 114
2.12 : Minimisation et projection 121
2.13 : Loi exponentielle [Agro-Véto 2022] 126
2.14 : Equation différentielle [Agro-Véto 2023] 134
2.15 : Lois uniformes et exponentielles [Agro-Véto 2023] 139
2.16 : Commutant d’une matrice [Agro-Véto 2023] 145
2.17 : Dérive génétique 152
2.18 : Tirages dans des urnes [Agro-Véto 2023] 160
2.19 : Autour de la loi normale [Agro-Véto 2022] 169
2.20 : Nombre de numéros distincts [Agro-Véto 2023] 175

3 Exercices sans préparation 184
3.1 : Séquences d’ADN [Agro-Véto 2023] 184
3.2 : Numéros les plus fréquents [Agro-Véto 2023] 185
3.3 : Lancers de Pile ou Face [Agro-Véto 2023] 187
3.4 : Suites récurrentes 190
3.5 : Etude de monotonie [Agro-Véto 2023] 192
3.6 : Temps cumulés [Agro-Véto 2023] 193
3.7 : Simulations de situations probabilistes 195
3.8 : Listes sans répétitions 198
3.9 : Recherche de pics dans une liste 201
3.10 : Intégration numérique [Agro-Véto 2023] 203



3.11 : Chaînes de caractères 206
3.12 : Somme des chiffres d’un entier 209
3.13 : Polynômes [Agro-Véto 2023] 211
3.14 : Recherche de lettres 213
3.15 : Lois normales et intégration [Agro-Véto 2023] 215



1
CHAPITRE

Questions de cours

Toutes ces questions sont issues du concours Agro-Véto 2023.

Définition d’une application f : E → G injective.

Exercice 1.1 : Injectivité

f : E → G est injective si et seulement si tout élément de G a au plus un
antécédent par f dans E.
Autre formulation : f : E → G est injective si et seulement si, pour tout y de G,
l’équation f(x) = y admet au maximum une solution x dans E.

Définition d’une application f : E → G surjective.

Exercice 1.2 : Surjectivité

f : E → G est surjective si et seulement si tout élément de G a au moins un
antécédent par f dans E.
Autre formulation : f : E → G est surjective si et seulement si, pour tout y de
G, l’équation f(x) = y admet au moins une solution x dans E.

Pour f : E → F bijective, définir la fonction réciproque f−1.

Exercice 1.3 : Bijection réciproque

f−1 : F → E, y → f−1(y) = l’unique antécédent de y par f dans E.
Autrement dit,

x = f−1(y) ⇔ f(x) = y.
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Définition d’une famille génératrice dans un espace vectoriel E.

Exercice 1.4 : Famille génératrice

Une famille de vecteurs (u1, . . . , uq) est génératrice de E si et seulement si tout
vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs u1, . . . , uq.

Définition d’une famille libre de vecteurs dans un espace vectoriel E.

Exercice 1.5 : Liberté

La famille (u1, . . . , uk) est libre si et seulement si la seule combinaison linéaire de
cette famille qui soit nulle est la combinaison linéaire dont tous les coefficients
sont nuls.
- Autre formulation :
La famille (u1, . . . , uk) est libre si et seulement si aucun vecteur de cette famille
ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.
- Autre formulation :
La famille (u1, . . . , uk) est libre si et seulement si :

∀(λ1, . . . , λk) ∈ Kk,

k∑
i=1

λiui = 0E ⇒ ∀i ∈ [[1, k]], λi = 0.

Donner la définition d’une base d’un espace vectoriel.

Exercice 1.6 : Base

La famille de vecteurs (u1, . . . , un) est une base de E si et seulement si
(u1, . . . , un) est libre et génératrice de E.
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Définition d’une matrice carrée inversible.

Exercice 1.7 : Matrice inversible

La matrice M est inversible si et seulement si il existe une matrice N telle que :
MN = NM = In.

Inversibilité d’une matrice carrée 2 × 2.

Exercice 1.8 : Inverse d’une matrice d’ordre 2

La matrice M =
(

a b
c d

)
est inversible si et seulement si ad − bc ̸= 0.

Dans ce cas,
M−1 = 1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
.

Soit P la matrice de passage d’une base B1 à une base B2 d’un espace vectoriel
E de dimension n.
Si u est un vecteur de E, quelle relation lie MatB1(u) et MatB2(u) ?

Exercice 1.9 : Formule de changement de base

MatB1(u) = P MatB2(u).

Donner la définition d’un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

Exercice 1.10 : Endomorphisme

Une application f est un endomorphisme de E si et seulement si f est linéaire et
f(E) ⊂ E.
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Définition du noyau d’une application linéaire.

Exercice 1.11 : Noyau

Le noyau de f : E → F est l’ensemble des vecteurs u tels que f(u) = 0F .

Condition nécessaire et suffisante pour qu’une application linéaire soit injective.

Exercice 1.12 : Injectivité d’une application linéaire

Une application linéaire f : E → F est injective si et seulement si
Ker(f) = {0E}.

Énoncer le théorème du rang pour une application linéaire.

Exercice 1.13 : Théorème du rang

Si f : E → F est une application linéaire, si E est de dimension finie, alors
dim(E) = dim

(
Ker(f)

)
+ rang(f)

avec par définition
rang(f) = dim

(
Im(f)

)
.

Matrices semblables : définition.

Exercice 1.14 : Matrices semblables

Deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe une matrice P inversible
telle que

A = PBP −1.
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Donner la définition d’une valeur propre ainsi que d’un sous-espace propre pour
une matrice A de Mn(R).

Exercice 1.15 : Éléments propres d’une matrice

Un scalaire λ est valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur X non
nul tel que AX = λX.
Le sous-espace propre associé à λ est :

Eλ = {X ∈ Mn,1(K), AX = λX}.

Donner la définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre pour un
endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension finie.

Exercice 1.16 : Éléments propres d’un endomorphisme

Un scalaire λ est valeur propre de f s’il existe un vecteur x non nul tel que
f(x) = λx.
Un vecteur w est un vecteur propre de f si w ̸= 0E et il existe un scalaire α tel
que f(w) = αw.

Pour u endomorphisme de Rn, donner une condition nécessaire et suffisante pour
que u soit diagonalisable.

Exercice 1.17 : Condition de diagonalisabilité

L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si il existe une base de Rn

formée par des vecteurs propres de u.
Autre formulation : u est diagonalisable si et seulement si la somme des
dimensions des sous-espaces propres de u est égale à n.
Autre formulation : u est diagonalisable si et seulement si il existe une base de
Rn dans laquelle la matrice de u est diagonale.
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Énoncer une condition suffisante et non nécessaire pour qu’une matrice soit dia-
gonalisable, puis une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit
diagonalisable.

Exercice 1.18 : Matrices diagonalisables

Condition suffisante et non nécessaire :
Si M est symétrique à coefficients réels, alors M est diagonalisable.
Autre proposition : Si M est d’ordre n et possède n valeurs propres distinctes,
alors M est diagonalisable.

Condition nécessaire et suffisante : M est diagonalisable si et seulement si
il existe P inversible et D diagonale telles que M = PDP −1.

Donner deux conditions suffisantes et non nécessaires de diagonalisabilité d’une
matrice réelle.

Exercice 1.19 : Conditions suffisantes de diagonalisabilité

Si A est symétrique et à coefficients réels, alors A est diagonalisable.

Si A est triangulaire et si ses coefficients diagonaux sont tous distincts, alors A
est diagonalisable.

Donner la définition du produit scalaire de deux vecteurs (x1, . . . , xn) et
(y1, . . . , yn) de Rn.

Exercice 1.20 : Produit scalaire

En notant x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) on a

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1
xiyi.
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Définition de la norme d’un vecteur x = (x1, . . . , xn) de Rn.

Exercice 1.21 : Norme

La norme du vecteur x de coordonnées (x1, . . . , xn) est :

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ =
√

x2
1 + . . . + x2

n.

Définir la distance d’un vecteur x de Rn à un sous-espace vectoriel F de Rn.

Exercice 1.22 : Distance à un sous-espace vectoriel

La distance de x à F est la borne inférieure de l’ensemble {∥x − y∥, y ∈ F}.
En pratique,

d(x, F ) = ∥x − pF (x)∥
où pF (x) est la projection orthogonale du vecteur x sur F .

Écrire une équation cartésienne du cercle de centre A = (a, b) et de rayon r.

Exercice 1.23 : Cercle

Un point M de coordonnées (x, y) appartient à ce cercle si et seulement si :
(
x − a

)2 +
(
y − b

)2 = r2.

Donner une représentation paramétrique de la droite de l’espace passant par le
point A de coordonnées (x1, y1, z1) et dirigée par le vecteur u de coordonnées
(a, b, c).

Exercice 1.24 : Droites

Cette droite est l’ensemble des points de coordonnées (x1 + ta, y1 + tb, z1 + tc),
avec t ∈ R.



18 Oraux du concours Agro-Véto

Donner une équation cartésienne d’un plan de R3 qui est normal au vecteur
u = (1, 2, −1).

Exercice 1.25 : Plans

Le plan est l’ensemble des vecteurs dont les coordonnées (x, y, z) vérifient l’équa-
tion cartésienne :

x + 2y − z = 0.

Énoncer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 1.26 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous vecteurs u et v de Rn :∣∣⟨u, v⟩
∣∣ ⩽ ∥u∥ × ∥v∥

avec égalité si, et seulement si, les vecteurs u et v sont colinéaires.

Énoncer le théorème de Pythagore dans Rn.

Exercice 1.27 : Théorème de Pythagore

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si
∥u + v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.

Définition d’une base orthonormale de Rn.

Exercice 1.28 : Base orthonormale

Une famille de vecteurs (u1, . . . , un) est une base orthonormale de Rn si et
seulement si :

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∥ui∥ = 1 et ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, si i ̸= j alors ⟨ui, uj⟩ = 0.
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Pour n et k entiers naturels, donner l’expression du coefficient binomial
(

n

k

)
.

Exercice 1.29 : Coefficient binomial

Pour 0 ⩽ k ⩽ n : (
n

k

)
= n!

k! (n − k)!

Par convention, si k > n :
(

n

k

)
= 0.

Formule du triangle de Pascal sur les coefficients binomiaux.

Exercice 1.30 : Formule de Pascal

(
n − 1

k

)
+

(
n − 1
k − 1

)
=

(
n

k

)
.

Définition de la notion d’indépendance mutuelle d’une famille finie d’événements.

Exercice 1.31 : Indépendance d’événements

Une famille d’événements (A1, . . . , An) est dite mutuellement indépendante si,
pour toute partie I de {1, . . . , n}, on a

P (
⋂
i∈I

Ai) =
∏
i∈I

P (Ai).
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Si A et B désignent deux événements d’un même espace probabilisé, donner la
définition de « A et B sont incompatibles » et de « A et B sont indépendants ».

Exercice 1.32 : Événements incompatibles

« A et B sont incompatibles » ⇔ A ∩ B = ∅.

« A et B sont indépendants » ⇔ P (A ∩ B) = P (A) × P (B).

Énoncer la formule des probabilités composées.

Exercice 1.33 : Probabilités composées

Soient A1, . . . , An des événements de probabilités non nulles, alors
P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) = P (A1) × PA1(A2) × . . . × PA1∩A2∩...An−1(An).

Définition d’un système complet d’événements.

Exercice 1.34 : Système complet

(A1, . . . , An) est un système complet d’événements de Ω si

Ω =
n⋃

i=1
Ai et pour tout (i, j) de {1, . . . , n}2, si i ̸= j alors Ai ∩ Aj = ∅.

Énoncer la formule des probabilités totales.

Exercice 1.35 : Probabilités totales

Soit (C1, . . . , Cn) un système complet d’événements de Ω, alors pour tout évé-
nement B on a :

P (B) =
n∑

i=1
P (Ci ∩ B) =

n∑
i=1

P (Ci) × PCi
(B).
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Énoncer la formule de Bayes.

Exercice 1.36 : Formule de Bayes

Soit (C1, . . . , Cn) un système complet d’événements de Ω, alors pour tout évé-
nement B de probabilité non nulle et tout i0 de {1, . . . , n} on a :

PB(Ci0) = P (B ∩ Ci0)
P (B) =

P (Ci0) × PCi0
(B)∑n

i=1 P (Ci) × PCi(B) .

Définition de l’espérance d’une variable aléatoire X discrète et à valeurs dans N.

Exercice 1.37 : Espérance d’une variable discrète

On dit que X admet une espérance si et seulement si la série
∑

kP (X = k) est
absolument convergente. Dans ce cas,

E(X) =
+∞∑
k=0

kP (X = k).

Énoncer le théorème de transfert dans le cadre d’une variable aléatoire réelle
discrète.

Exercice 1.38 : Transfert pour une variable discrète

Soit g une fonction définie sur X(Ω) = {xk, k ∈ N}. La variable aléatoire g(X)
admet une espérance si et seulement si la série∑

g(xk)P (X = xk)
est absolument convergente.
Dans ce cas,

E
(

g(X)
)

=
+∞∑
k=0

g(xk) P (X = xk).
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Définition de la variance d’une variable aléatoire discrète admettant un moment
d’ordre 2.

Exercice 1.39 : Variance

V (X) = E
((

X − E(X)
)2

)
.

Si E(X) et V (X) existent, si (a, b) ∈ R2, rappeler l’espérance et la variance de
la variable aléatoire aX + b.

Exercice 1.40 : Moments de aX + b

E(aX + b) = aE(X) + b ; V (aX + b) = a2V (X).

Soit X une variable suivant la loi de Poisson de paramètre λ > 0.
Expliciter la loi de X, et donner son espérance et sa variance.

Exercice 1.41 : Loi de Poisson

X(Ω) = N et ∀k ∈ N, P (X = k) = e−λ λk

k! .

E(X) = V (X) = λ.

Quand dit-on qu’une variable aléatoire suit la loi géométrique de paramètre p ?
Quelles sont alors son espérance et sa variance ?

Exercice 1.42 : Loi géométrique

On dit que X suit une loi géométrique de paramètre p si et seulement si :
X(Ω) = N∗ et ∀k ∈ N∗, P (X = k) = p(1 − p)k−1.

On a alors :
E(X) = 1

p
et V (X) = 1 − p

p2 .
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Donner l’espérance et variance de X → G (1/3).

Exercice 1.43 : Moments d’une variable géométrique

E(X) = 3 ; V (X) = 32(
1 − 1

3
)

= 6.

Donner la valeur de E(X2) si X suit une loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[.

Exercice 1.44 : Moment d’ordre deux d’une variable géométrique

E(X2) = V (X) +
(
E(X)

)2 = 1 − p

p2 + 1
p2 = 2 − p

p2 .

Donner la valeur de E(X2) si X suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0.

Exercice 1.45 : Moment d’ordre deux d’une variable de Poisson

E(X2) = V (X) +
(
E(X)

)2 = λ + λ2 = λ(λ + 1).

Comment déterminer les lois marginales d’un couple (X, Y ) de variables aléa-
toires réelles discrètes si on connaît la loi conjointe ?

Exercice 1.46 : Lois marginales

Pour tout i fixé dans X(Ω) :
P (X = i) =

∑
j∈Y (Ω)

P (X = i ∩ Y = j).

Pour tout j fixé dans Y (Ω) :
P (Y = j) =

∑
i∈X(Ω)

P (X = i ∩ Y = j).
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Formule de l’espérance de Z = u(X, Y ), où X et Y sont des variables aléatoires
discrètes à valeurs dans [[1, n]] et u une fonction de R2 dans R.

Exercice 1.47 : Transfert pour un couple discret

E(Z) =
n∑

i=1

n∑
j=1

u(i, j)P (X = i ∩ Y = j).

A quelle(s) condition(s) sur sa fonction de répartition une variable aléatoire X
admet-elle une densité de probabilité ?
Comment détermine-t-on alors une densité de X ?

Exercice 1.48 : Variable à densité

La variable aléatoire X a une densité de probabilité si et seulement si sa fonction
de répartition F est continue sur R et de classe C1 sur R privé éventuellement
d’un nombre fini de points.
Alors, en tout point t où F est dérivable :

f(t) = F ′(t).

Donner la définition de la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle
à densité. Donner ses variations et ses limites en ±∞.

Exercice 1.49 : Fonction de répartition

En notant f une densité de X :

F : R → R, t → F (t) = P (X ⩽ t) =
∫ t

−∞
f(w)dw.

La fonction F est croissante sur R,
lim

t→−∞
F (t) = 0 et lim

t→+∞
F (t) = 1.




