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Avant-propos

Cet ouvrage regroupe une sélection d’extraits de sujets des écrits de concours Centrale-
Supélec, Mines-Ponts, Polytechnique/Ecoles Normales Supérieures (X/ENS) et Concours
Commun INP (CCINP). Tous les sujets proposés sont récents (2012-2019) et conformes
aux programmes actuels. Sauf cas exceptionnels, les sujets n’ont pas été modifiés ni sim-
plifiés et sont accessibles dés la premiere année de classe préparatoire.

Nous avons rédigé cet ouvrage pour trois raisons principales :

— La premiére est de permettre aux étudiants de premiére année de classe prépara-
toire de réviser chaque chapitre du cours avec des sujets effectivement tombés aux
concours. Trop souvent, les étudiants pensent qu’il faut attendre la deuxiéme année
pour pouvoir faire un vrai sujet de concours, mais ce n’est pas le cas. Au contraire,
commencer a faire ces sujets des le début de la formation est important : les ré-
visions sont alors plus concretes, plus motivantes, et adaptées au niveau demandé
dans les concours les plus sélectifs.

— La deuxiéme est aussi d’accompagner les étudiants de deuxiéme année dans leurs
révisions. En effet, le temps accordé aux révisions des notions vues en premiere
année est souvent trop court : en reprenant les sujets de concours proposés dans
cet ouvrage, ’entralnement peut étre concis, concret et efficace.

— La troisiéme est de permettre aux étudiants, des la premiere année, de repérer
les attentes des divers concours, chacun d’entre eux étant différent sur la forme
(questions plus ou moins guidées, plus ou moins longues, etc.). Il est bon de repérer
ces particularités dés le début de la formation pour une meilleure préparation. A ce
titre, le lecteur ne doit pas s’étonner quant a la difficulté de certains sujets issus de
concours « accessibles ». Il ne s’agit que d’extraits de sujets qui comptent plusieurs
dizaines de questions et ceux retenus ne sont pas forcément ceux tirés des parties
les plus accessibles.

Les sujets de concours proposés ont été regroupés selon les chapitres conformes au
programme de premiere année de classe préparatoire. Lorsqu’ils ont été modifiés, ce qui
se produit rarement, les éléments ajoutés apparaissent en italique.

Chaque extrait de sujet est suivi d’une proposition de corrigé, dans laquelle nous
avons choisi d’intégrer des extraits de rapports de jury. Ces rapports sont importants
a lire car ils ciblent les difficultés classiques retrouvées dans les copies de concours. Ils
permettront de bien mettre en avant les éléments fondamentaux a retenir ou bien les
erreurs a éviter.

Enfin, nous précisons que les valeurs numériques des constantes fondamentales ne
sont pas rappelées dans chaque sujet mais sont listées ci-dessous. Méme si elles seront



indiquées sur les sujets le jour du concours, il est tout de méme bon d’en retenir les ordres
de grandeur.

Les auteurs

Constantes fondamentales

— Nombre d’Avogadro : N4 = 6,02 x 10%* mol~!

— Constante gravitationnelle : G = 6,67 x 107! N.m?.kg 2
— Célérité de la lumiere dans le vide : ¢ = 3,00 x 10® m.s™!
— Constante de Boltzmann : kg = 1,38 x 10723 J K1

— Charge élémentaire : e = 1,60 x 107!° C

— Constante des gaz parfaits : R = 8,31 J. K~ !.mol™!

— Constante de Planck : h =27 h = 6,63 x 1073* J.s

— Constante de Faraday : F = 9,65 x 10* C.mol~!

Masse de I’électron : me = 9,11 x 1073! kg

— Masse du proton : m, = 1,67 x 10727 kg

— Masse du neutron : m, = 1,68 x 10727 kg
Permittivité du vide : eg = 8,85 x 107 '12 F.m !

— Perméabilité du vide : po = 47 x 1077 Hm™!



Chapitre

Oscillateur harmonique

Enoncé 1.1: Mesure du champ de pesanteur (Centrale-Supélec 2018)

La mesure de l’élongation d’un ressort vertical
au bout duquel est suspendue une masse permet
de mesurer les variations du champ de pesanteur.
L’ingénieur Lucien LaCoste a inventé un ingénieux
ressort a spirale de longueur au repos nulle (figure
ci-contre).

1. Si le champ de pesanteur terrestre varie de
10 pgal, que vaut la variation de ’élongation
d’un ressort usuel d’un laboratoire de lycée ?

On donne 1 gal = 1,00 cm.s~2.

2. Quel est I'intérét d’utiliser un ressort de lon-
gueur au repos nulle ?

1. Prenons un point matériel de masse m attaché 0
a un ressort vertical. Le principe fondamental de
la dynamique appliqué au point M en référentiel ¢
terrestre supposé galiléen s’écrit a I’équilibre :
mg — k(£ — o) =0 e

Un ressort usuel a une constante de raideur de ordre de 10 N.m~!. L’élongation
X est X = { — {y. Pour une masse typique de l'ordre de 100 g, si g varie de
Ag = 10 pgal, I’élongation du ressort devient

AX:%Agzlofgmzlnm

2. Un ressort de longueur & vide nulle permet de relier directement la longueur du
ressort au poids donc & g sans avoir a mesurer {5. On peut donc plus facile-
ment mesurer des variations de g. Cependant, au vu de la valeur numérique
précédente, cette mesure peut s’avérer tres difficile a faire.
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Enoncé 1.2: La toile de I'araignée (Mines-Ponts 2012)

Modélisation d’un fil élastique

1. On considere d’abord un ressort élastique, régi par la loi de Hooke, dont on
note k la raideur et £y la longueur & vide; on note aussi s = 1/k la souplesse
du ressort. Quelle est la force exercée par ce ressort sur son extrémité lorsqu’il
acquiert la longueur ¢? On précisera le sens de cette force sur un schéma.

2. On associe en série (cf. figure a) deux ressorts élastiques, alignés, de raideurs
k1 et ko, de longueurs a vide £p; et p2, formant un systeme élastique unique
de longueur totale ¢/ = ¢; + ¢5. Montrer que I’ensemble est équivalent a un
ressort élastique unique de longueur a vide ¢y = £y + £p2 dont on exprimera
la constante de raideur k en fonction de k; et k. Ce ressort est-il plus souple
ou plus raide que chacun des deux ressorts dont il est formé ?

(a)

-

4 Lo

3. On associe maintenant en paralléle (cf. figure b) les deux ressorts élastiques
de la question précédente, formant un systeme élastique unique de longueur
{ = {1 = {5. Déterminer la raideur k et la longueur a vide ¢y du ressort
élastique unique équivalant a cette association. Commenter sa souplesse.

4. En vous appuyant sur les résultats des questions 2 et 3, expliquez pourquoi la
force exercée sur une de ses extrémités par un fil élastique de longueur ¢y, de
section s, peut étre décrite par une loi analogue a celle qui régit les ressorts
élastiques (loi de Hooke) avec pour constante de raideur du fil k& = Es/{j.
La constante F, caractéristique du matériau dont il est constitué, est appelée
module de Young du fil.

Pour mesurer le module d’Young d’un fil d’araignée, le physicien procede a
Pexpérience suivante :

Il préleve sur une toile un fil d’araignée cylindrique de rayon rg, de section
constante s = 7 g2, de longueur & vide £g, et il le fixe en deux points fixes situés sur
une méme droite horizontale, distants de ¢y. Il attache alors, en un point du fil, un
hamegon muni d’un ou plusieurs plombs de péche ; le module du poids de ’ensemble
est noté P (cf. figure). Le fil élastique se tend et prend a ’équilibre une forme de
V, les deux segments du fil, de longueurs ¢; et /5, formant avec ’horizontale les
angles a et i positifs et dans Pintervalle [0,7/2[. On peut aussi noter h la fléche
du fil, c’est-a-dire la hauteur du point d’attache de I’hamegon sous I’horizontale &
I’équilibre.
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5. Etzﬁlir, a I’équilibre du fil, les expressions des modules F; et F5 des forces ?‘1
et Iy exercées par les deux brins de fil, de longueurs respectives ¢ et fo, sur
le point d’attache de I’hamegon, en fonction de P, oy et as.

6. Etablir les expressions de cos o et cosas en fonction de £y, ¢ et £s.

7. On suppose que la section s du fil reste constante pendant 1’étirement et que

les forces Fy et F5 peuvent étre modélisées par la loi de Hooke décrite a la
question 4. Montrer que la grandeur x = (Es)~! est solution de I’équation

by =1 (1 + Z‘Fl)_l + ls (1 + l‘FQ)_l
Exprimer z en fonction des parametres
4

a=FF, b:Fl(l—ﬁ—z>+F2(1—%> et c=1-

b1+ £y
Lo

Pour chaque mesure, on note, en fonction du nombre n de plombs de péche
attachés a4 'hamecon, les valeurs de P, {1 et {5 (mesurés), de oy et as (calculés
comme a la question 6), de F; et F» (calculés comme a la question 5) avant d’en
déduire la valeur de E's (en résolvant I’équation du second degré proposée a la
question 7). Le tableau proposé ci-apres correspond a £y = 3,52 cm.

n | P (mN) | £ (cm) | &5 (em) [ aq (°) | a2 (°) | F1 (mN) | F» (mN) | Es (mN)
1] o711 | 1,84 | 1,79 | 139 | 143 | 145 1,46 46,6

3 2,07 1,68 2,01 19,2 15,9 3,46 3,40 71,1

4| 2,74 145 | 2,30

) 3,42 1,56 2,24 26,8 18,3 4,59 4,31 55,7
6] 4,10 162 | 224 | 288 | 204 | 508 175 50,6

7 4,77 2,32 1,56 20,1 30,7 9,29 5,78 53,7

8. Compléter la ligne manquante du tableau.

9. Le rayon du fil utilisé est mesuré au microscope : 7o = 5,0 pm. En déduire
une estimation du module d’Young du fil.
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Oscillations de la toile

On étudie maintenant la toile complete, qui sera, dans la situation de repos,
modélisée comme une structure circulaire horizontale comportant des fils radiaux
disposés aux angles 0, = 2kw /N, avec k = 0,1,2, ..., N—1; le nombre de rayons de la
toile est donc N. Ces fils sont tramés avec des fils circulaires disposés régulierement
aux rayons r, = pa ou p =0, 1,2, ... Le tout est représenté sur la figure ci-dessous.
Le bord circulaire (C) de la toile est horizontal, rigidement fixé & la végétation de
rayon R = 20 cm.

27/N,7

m 1 < Position de
I’insecte

On ne s’intéresse qu’aux oscillations de la toile respectant la symétrie de révo-
lution ; les fils de la toile sont tous au repos lorsque la toile est plane. Un insecte,
pris au piege au centre de la toile, provoque la déformation de la toile; on suppose
qu’elle forme alors un cone d’axe vertical (Oz) et d’angle au sommet . On notera
m la masse de l'insecte fixé au centre de la toile (donc au sommet du cone) et on
négligera la masse des fils de la toile.

10. Au cours du mouvement, comment évolue la longueur des fils circulaires (de
longueur au repos ¢y . = 27rp,) ? Méme question pour les N fils radiaux (de
longueur au repos égale au rayon de la toile : ¢y, = R).

Chacun des fils de la toile, de longueur au repos {j, exerce sur chacune de
ses extrémités, lorsqu’il est étiré a la longueur ¢, une force de rappel de norme
F =k —1{) ouk = Es/lyne dépend que de la section constante s du fil et de
son module d’Young FE.

11. Montrer que la position z de I’insecte sur la toile vérifie I’équation différentielle

d22+ _NEs
dt? 9= m

ou on précisera la fonction f(«).

fla)

12. Montrer que I’étude des petits mouvements de I'insecte autour de sa position
d’équilibre, repérée par a = ag, conduit a ’équation différentielle

10
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d? dl
d—t(; = % (o — ) h(ap) avec h(c) = sin?(a) w
Pour o = /4, on obtient h(ag) = —2,21. Que peut-on en conclure ?
1. Par définition, T = —k( —lo) gy
4#
T
Ly

2. Le ressort équivalent a une longueur totale ¢ = ¢; + £5. A Déquilibre, le ressort
équivalent a donc une longueur a vide totale telle que

Locq = Lo1 + Loz

Notons X; = £; — £o; 'allongement du ressort i. Le ressort équivalent a un allonge-
ment Xoq = X7 + Xo. La force équivalente s’écrit Toq = keqXeq. Dans le systéme
initial, la masse attachee a lextrémité droite du ressort 2 n’est soumise qu’a la
tension du ressort TQ Dans le modéle équivalent, il s’agit de la force T'oq telle que
Teq = T>. En outre, le point d’attache des deux ressorts est de masse nulle, le
principe fondamental de la dynamique donne donc

lel = Tl = T2 = kQXQ
Notons T' = Toq = T1 = T5. On a alors

T T, T
X = X1 4+ X
P e
1 11
d’ot —— _
on Fea K1

On a keq < k1, k2 : le ressort équivalent est donc plus souple.

3. La masse attachée a I'extrémité des deux ressorts est soumise aux deux tensions
du ressort :

= =
T =T, +To= —ki(f — o)) @ — ko (£ — Lo2) T,
L’expression précédente peut se mettre sous la forme :
? = _k'/e (E gOeq)

La masse est donc soumise & un ressort équivalent de constante de raideur Ay, et

de longueur a vide EOeq telle que

k1€o1 + kalo2
kK =k k t e = ——————= <
ed phRec Oeq k1 + ko

On a k,’eq > kq, ko : le ressort équivalent est donc moins souple.

11
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12

. En premiére approximation, les interactions entre différents atomes d’un solide

peuvent étre approximées par des ressorts de méme constante de raideur et méme
longueur a vide. Un solide est donc constitué de n ressorts associés en série et m
ressorts associés en paralléle. La longueur ¢y du solide est donc proportionnelle a
n et la surface s & m. Or, d’apreés la question 2, le ressort équivalent pour une
association en série de ressorts identiques est plus souple que chaque ressort pris
séparemment : k o< 1/n « £5. De méme, d’apres la question 3, le ressort équivalent
pour une association en paralleéle est moins souple : k x m  s.

S
k(x%

. A Déquilibre, le principe fondamental de la dynamique appliqué au point d’attache

dans le référentiel terrestre supposé galiléen s’écrit

- =
P+E+E =0

_>

Projetons cette équation sur (Ox) et (Oy) :

—Ficosay + Frcosas =0
—P+ Fisinag + Fysinag =0

La résolution de ce systéme donne

P

1™ cos o (tan o + tan aw)

P
cos ag (tan g + tan as)

et F2 =

d’ou

De méme, avec I'angle as,

. La formule d’Al-Kashi relative a I'angle «; s’écrit

622 = 602 + 612 — 201 4y cosay

SR i 2 Nt 2
t= 201 U
COS (vg = E—OQ * 622 — 612
2T 2, Uy

. Au repos, ¢y = lp1 + £p2. Les normes des deux forces peuvent s’écrire

Fy =k (by — Lo2)

{Fl = ki (61 — lo1)

avec k; = FEs/ly;. Le systéme précédent se réécrit

Y4
1+ xF = hil
Lot
4
14+a2F = &
Lo
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10.

11.

12.

Avec lg = lp1 + Loo, on arrive finalement a

‘EO =/ (1 + $F1)71 + {5 (1 + $F2)71 ‘

Multiplions de part et d’autre par (1 + xF1)(1 4+ xF») :
c’est-a-dire az? +bx+c=0

avec les expressions de a, b et ¢ données dans ’énoncé. La seule solution physique-
ment acceptable est

o —b+Vb?2 — dac
- 2a

. Applications numériques :

a1 = 25,6°, ap = 15,8°, F} = 3,98 mN, F5, = 3,73 mN, Es = 58,5 mN

D’aprés la valeur de Es de la question précédente, pour n = 4 et s = 7ry2,

E=175x10% Pa

Pour une déformation homogene, les fils circulaires restent a la méme distance de
laxe (Oz) : la longueur de ces fils reste la méme. Cependant, la longueur
des fils radiaux augmente.

Appliquons le principe fondamental de la dynamique a 'insecte, dans le référentiel
terrestre supposé galiléen, projeté selon (Oz) :

mzZ=—mg+ Nk ({1 —¥ly)cosa
Avec ¢ = R/sina, k= Es/R et £y = R, Péquation devient

. NEs ( 1 )
Z4+g= cosa| —— —1
m

Sin -«

On arrive bien a I’équation différentielle de I’énoncé avec

f(a) = cosa (sirlla - 1)

A Déquilibre, Péquation différentielle de la question précédente est
_ NEs

g f(ao)
Développons f(«) pour o ~ ay :
f(@) = flao) +(a—ag) |

13
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Avec 'équation déterminée a ’équilibre et le développement précédent, I’équation
différentielle devient

d?z 1 ()
a9 o)
D’apres le schéma ci-contre, z = —R/tana d’ou R
¢z R _do R da 0
dt2  sin®a dt ~ sin?aq dt 2

Finalement, I’équation se réécrit avec

*a g f'(a0)

a2 =R flan)
On retrouve ’équation de I’énoncé avec
1 df dln f
h = —— =
(20) flao) da,_,, da |,—a,

Pour h(ag) < 0, on obtient une équation d’un oscillateur harmonique :

—gh
& +wola=C" avec woquigpfao)

La toile d’araignée oscille autour de la position d’équilibre ayg.

Enoncé 1.3: Modélisation d’'un comportement (Centrale-Supélec 2017)

Pour tester les propriétés d’adhésion d’un ruban adhésif, on réalise généralement
des essais de pelage. Pour cela, on commence par coller le ruban adhésif a tester
sur un support rigide. Puis on mesure la force F}, qu’il est nécessaire d’appliquer a
Pextrémité du ruban pour le décoller du support (figure ci-dessous).

)

morceau de ruban adhésif

support fixe

[ o L(z) Cle) |

Positionnement du ruban adhésif sur Schéma de principe et paramétrage
le support avant l'essai de pelage de I'essai de pelage ; x; désigne
I’abscisse du front de pelage

On s’intéresse au décollement d’un scotch sur un support. Dans le référentiel
R lié au support de pelage, la dynamique du front de pelage s’apparente a celle
du systeme masse-ressort représenté ci-dessous. La portion de ruban au contact du
support est modélisée par la masse m tandis que la portion décollée du ruban est
modélisée par le ressort de raideur k, de longueur a vide ¢ et dont I'extrémité I est

14
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animée d’'un mouvement rectiligne et uniforme a la vitesse 71, = —70. L’action du

support sur le ruban est modélisée par une force de frottements 7 =f u, obéissant
aux lois suivantes :

— la masse m ne glisse pas sur le support tant que H?H < Fp;

— lorsque la masse m glisse sur le support, la force ? s’oppose au glissement et
| £l = (1—¢)F, (avec € une constante telle que 0 < & < 1).

On néglige ’action de la pesanteur sur 1’évolution du systeme.

m (k, £y)

h
~
1

1. Le référentiel R(Oxyz) lié au support de pelage peut-il étre considéré comme
galiléen ?

2. A linstant t = 0, on a x7,(0) = 0 et £(0) = £. Exprimer la longueur £(t) du
ressort pour ¢ > 0, en fonction de £y, V, = ||V,l|, zL(¢) et .

3. On suppose de plus que i, (0) = 0. Montrer que I’évolution du systéme pour
t > 0 commence nécessairement par une phase ou le ruban se tend sans se
décoller. Déterminer a quel instant ty se termine cette phase.

4. Etablir I'équation du mouvement de la masse m lors de la phase suivante ol
le décollement se produit brutalement. Identifier la pulsation propre wy du
systeme.

5. La solution de 1’équation précédente s’écrit sous la forme
zr(t') = Cq cos(wot’) + Cosin(wot’) + Vpt' + C5  avec ¢ =t —to

Déterminer les expressions des constantes Cy, Cs et C5 correspondant a cette
phase du mouvement.

1. Le référentiel du laboratoire est supposé galiléen. De plus, le référentiel 1ié au sup-
port est en translation rectiligne uniforme par rapport au laboratoire : le référen-
tiel du support est considéré comme galiléen.

2. D’aprés le schéma, £(t) = x;(t) —xp(t). At = 0, £(0) = £y = x;(0). De plus,
Iextrémité I a une vitesse constante de norme V},. Son abscisse peut alors s’écrire

JC](L‘) = Vpt + 1‘1(0) =Vpt + £y

d'ott \ 0t) = Vot + Lo — a2 (t) \

3. Le point M est soumis a la force de frottements ? et a la force exercée par le

15
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16

ressort ?‘k telle que ?‘k = k(£(t) — Lo) uy. A t = 0, la vitesse du point M est nulle :
la masse ne glisse pas. De plus, a t = 0, £(t) = ¢y donc ?’k = ﬁ et par conséquent
? = ﬁ Le point M ne se décolle pas tant que la force de frottements et donc
celle du ressort ne dépasse pas Fj. A la limite, F}, = F,. Or, d’apres la question
précédente, {(t) — £y = Vpt — x1(t). Tant que le systéme est immobile, z(t) = 0.
La condition précédente devient donc

k(6(t) — o) = kV,t = F,

by

dot to= L
ou 0 k‘/;,

. Lorsque le décollement se produit : 7 =—(1—-¢)F, s Le principe fondamental

de la dynamique projeté sur ’axe (Oz) appliqué au point M dans le référentiel du
support supposé galiléen s’écrit

d3z
m dtL = k(0(t) — L) — (1 —e) Fp = k(Vpt —zp,(t)) — (1 — €)F,
; oo d?zy, k k (1—¢)F,
c’est-a-dire I + oL (t) = - Vpt — B

La pulsation propre associée est wg = \/k/m.

. La solution donnée dans I’énoncé peut s’écrire

.Z‘L(t) = 01 COS[Wo(t - to)] + 02 Sin[(.do(t — to)] + Vp(t - to) + 03

La solution particuliére indépendante du temps de x,(t) doit s’identifier au terme
(1 —¢)F,/m, dou

At=ty (' =0), z(t =1to) =0 et &1(to) =0 d’ou
Ci4+C3=0 et WOCQ—FVPZO

_chy

d C) =
onc 1 A o






