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Chapitre 1

Formules et démonstrations
de la logique du premier ordre

1.1 INTRODUCTION
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�
 �� ��
 ����

�

���� "�����
�� �� 
W��� �� ���
��� �
 ��� ���
�� �� ���"����� ��
 ���� �������� ��
�
���
��� ���
&
 ��
 	�

 �� 
������ �����

��
 ��� ����� �� �����
�������� ��
�� ��
������ « ����
 » �
 �� ������ « �
�� »�

�����	 
��
 	����
�


����
 "��	���� ��	��

��
��� '�� ������
���(

	�
� �������
�� ������
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J� ��
������ �����	��
� ���
 �� ������
 ��
 ��
� �� ��
�
��� 
!	������� �� ������
����
� ��� ���	���� �� ���
���
��� ��
 ���������
��� ∀ ���� « ���� 
��
 » �� ������
	�
��

1.2 LES FORMULES

1.2.1 Le langage

0� 	�
��	�
����� �� �
���
�� 
�����
 �� ��	����� ��*����

 �������
 ��� 
� ��

������

��� ��
 
!	����
 �
���
�
 '��� ���	��� L�F�F(� �� ��/��
��� �����

��
 �����	� 
�	����
	��
 ����� 
�2
 �� ������ �� ��

� �� ��
 
!	����
 ���� �����
�� �� ��������

Définition 1.2.1 ;� 
������ '�� ���	��� �����( �

 �� ������ ����� "�	���� '��

����

����	��
 /���( �� 
!	����
� J� �� ��

����� 
���
 
��
�
 �

7 ��
 
!	����
 �� ��������� =

7 ��
 
!	����
 �� ��������� > ������ 
!	���� �

 �

���� �� ��
��� 

���
�	��

��
�
�" ����� ������� 
�� �	��
 � ���

 �� ��	��� ������	��

 �� �� "���
����
+� �����
� �

 1 '��
�� 2� ���� n(� �� ��
 ��� �� "���
��� �

 ����	� '��
�� �����	��
���� n�����( =

7 ��
 
!	����
 �� 	�
������ )� �� 	�	� 	������� # ������ 
!	���� �

 �

����
�� ��
��� ��
�
�" �� ��� '
�� ���
�( ��� �����
���� # 
�� ��	��� ������	��


�
 �� ����� �� 	�
����� ����	�� �����	�� ���� n������

J� �
���
� �������"��
 �� 	�
 ������
��	� �� �� 	�
 �������	� # �� ����� �� 	�

��������

�� 	�
 �	
����� ���
 �
�� �
���
� # �� ����� �� 	�
 ����
���� J� ����� ����
 �� ��
��

��� �	
������ �� ���� �� 
������ �� �	����	 �	�	��

���
������

�� ;� 
!	���� �� ���

��
� ���
 �
�� �� ��		� �� 
!	���� �� "���
��� # G
����	��
�

�� J� ���
������� '
��" 	��
��� ���
�����( ��� ������ ������� ���
���
 �� 
!	����
�� ����
��� ������� = �
 �� 
!	���� �� ����
��� # G ����	��
 ����
� ⊥ '�� ��

������ �� ����	��( ��� �����
��
��� �� "���� )��
 �� ��
����
��� ���� ��������
�� �	�

�� ���� 
�����
 �� ��
 	��
�������

�� �� 
!	���� ⊥ �

 
�����
 ��������
� J� ���
 �� �*�
� 
��
 ���
���
��� ������
��� "��	��� ��� �

 
������
 "��

�� %� ���	�
 ��������
 �� �����
��
�� �� "���
����� 	������ ��������� �
 ���� �������� ��
 �����
 �� ��	��

��
��� ��������
�

�� �� �&�� ��
 "���
���
 �
 ��
 ����
���
 �

 
��
 ��*����
�  �		� �� �� ����� ���

����� ��
 
!	����
 �� "���
��� �
 �� ���

��
� 
��
 �
���
�
 ���� ���

����� ��


��	�
 '���� ��
 ����

 �� �������( �
 ��
 
!	����
 �� ����
��� ���� ���

�����
��
 "��	���
 '���� ��
 �������
�
 �� ��
 ����
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Exemple 1.2.2

�� �� ������� L1 �� �� ��
�	�� ��� �	����� ���
���
 ��
 
!	����
 �

7 ���

��
�
 � e '���� �����
��
�� �����	��
 ���
��(

7 "���
���
 � ∗ '�������� ���� �������
��� �� ������(� .−1 '������� ���� �������
�(

7 ����
��� � =

�� �� ������� L2 �� �� ��
�	�� ��� ��	�� �	����
� ���
���
 ��
 
!	����
 �

7 ���

��
�
 � G� L

7 "���
���
 � +� ×� −� �−1� J� �
���
� �� "��
 ���� 
!	����
 − ��� ���� ���"����
���� �

 ������� ����
�� ������� '��	������ ���� 
�� ��
 �������
����
� �� ! � ����

�����
 ��

���
�
(

7 ����
���
 � X� �

�� �� ������� L3 �� �� ��
�	�� ��� ������� �����	��
� 
�� R ���
���
 ��
 
!	����
 �

7 ���

��
�
 � 0

7 "���
���
 � +� (fλ)λ∈R. %�� ����
�	��� ��
 
!	����
 �

 ��/��� fλ �����
���� #
�� 	��
������
��� ��� �� 
������� λ. J� ��������
 ���
� ��� ������
��� �

 ���
�����
��� ��
���� ����
 ��� �� 	��
������
��� ��� �� 
������� �����
���� # ���
�����
��� ��
����

7 ����
��� � =

�� �� ������� L4 �� �� ��
�	�� ��� ������
�� ���
���
 ��
 
!	����
 �

7 ���

��
� � ∅

7 "���
���
 � ∩,∪, .c '���� �� ��	���	��
����(

7 ����
���
 � =,∈,⊂

�� �� ������� L5 �� �����
 �� 	
�

� ���
���
 ��
 
!	����
 �

7 ���

��
�
 � 0, 1, ..., e, π� ���

7 "���
���
 � +� ×, |.|, sin� ln� ���

7 ����
���
 � =� �� ���

1.2.2 Les termes

)��
 
��
� �� 
��
�� �� 
� ����� �� ��
�	��� '��/��( V �� ��	���
��� ��
 ��������


����
 ��
��
 � x, y, z, ... '����
�����	��
 �������
 � x1, ...(�

��
 ��	��� '
��
���
���� �� �	����	 �	�	�( �����
��
��
 ��
 ����

 �

����
 ��
�������� ?��	����	��
 �

Définition 1.2.3 +��
 L �� ��������
�� ����
�	��� T ��
 
��	�
 
�� L �

 �� ���
 ��
�
 ��
�	��� ���
����
 ��
 ���

������
� ��
 ���

��
�
 �
 

���� ��� 
����
������� ��
 
!	����
 �� "���
���

�� L # ��
 
��	�
�
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�� ;� 
��	� �
�� �

 �� 
��	� ��� �� ���
���
 ��
 �� ��������
�

�� ���� ��
���� ��� ��/��
��� ���
 "��	����� �� ���
 ������ �
T0 = {t / t �

 ��� �������� �� �� 
!	���� �� ���

��
�} �
� ���� 
��
 k ∈
N� Tk+1 = Tk ∪ {f(t1, ..., tn) / ti ∈ Tk �
 f 
!	���� �� "���
��� �����
� n}�
J� ��
� ����
 T X

⋃
k∈N Tk�

�� J� ��������� ������	 ���� 
��	� t �� ���
 ��
�
 k 
�� ��� t ∈ Tk�

���
������

�� �� ��/��
��� 
����/� ��� ��
 ��������
 �
 ��
 ���

��
�
 
��
 ��
 
��	�
 �
 ��� 
�
f �

 �� 
!	���� �� "���
��� n����� �
 t1, ..., tn 
��
 ��
 
��	�
 ����
 f(t1, ..., tn)
�

 �� 
��	��

�� �� ��/��
��� �� "��
 ��� ������ ��
 �����
 ������
���� %� "��
 ���� �� ��	�������

��
 �� "��	� � 
� f �

 �� 
!	����� �� ���
 
�	�	� f(t1, ..., tn)� �� ����� �� ��

�
����
��� ���

 �����		��
 ��
 ���
�� ���
��� 
�� ���� '��� ��/��
��� F�F�H( ��

��� ���������
��� ����� "���
��� # 
�
 ����	��

�

�� J� 
��� �	��� 
�����
 # ������ �� ����� �� ��/��
���� )��
 �� 
��
�� �� ��
"��	����� �� �� 	������ 
�����
� � ����
�	��� T ��
 
��	�
 �

 ��/�� ��� ��
�	�����	� �

T = V | SC | SF (T , ...,T )

SC �
��
 ����
�	��� ��
 
!	����
 �� ���

��
�
 �
 SF ����
�	��� ��
 
!	����

�� "���
���
 �� ��������
 �

� �����

��� 
� ��
 �� �� 	������ 
�����
� � �� ���	��
 �� ����
�	��� T ���
���� �

 �� 
���� �� ��/��� �

 
��
 �� ���	��
 �� V� 
��
 �� ���	��
 �� SC � 
��

���������
��� ���� ���	��
 f ∈ SF �����
� n # n ���	��

 �� T �
��������� � �� "��
 ��� f 
��
 �� �� ����� ���
� �

 
����	��
 �	�����
� ���
 ��

�
��
�
���� )� ���
� ������
��� SF (T , ...,T ) �� 
����/� ��
 ��� 
��
 ��
 ����	��


����� "���
��� 
��
 ����
����
 	��
 
�	���	��
 ��� ��
 ����	��

 
��
 ��

���	��

 �� T �

�� J� ���
 "��	���
�� �� "�,�� �������� �������� �� 
�
��
���
 ������
�
 �� 	��

��	�
����
� ��� ���	���� ���
 �� �
���� ���
������ �� 
��
��
���� F ��������
��� ��� ���
�� A ���
 �
�� ��/�� ��� �� ���		���� �

F = A | F + F | fλ(F ) ���� λ ∈ R

�� ���� ��
 "���
���
 �������
� �� ��
�
��� ��/��� '��� ���	��� x+y �� A∩B( 
���

�����
 ���"���� # �� ��
�
��� ���/��� '+(x, y) �� ∩(A,B)( 	��
 ���� ����

�
��
���� ��� 	�������� ��
�����
�� ���
��� �� �����
��
�
�

Exemple 1.2.4 ��
 �������
 �
���
�
 �����

��
 
��
 ��/��
 ���
 �����	��� L�F�F�

�� +�� �� ������� L1 � x ∗ y−1 �
 x−1 ∗ (y ∗ x−1)−1 
��
 ��
 
��	�
� e−1 ∗ e �

 ��

��	� ���
�

�� +�� �� ������� L2 � (x − (1 + (x−1)−1)) × (0 + y−1) �

 �� 
��	�� ��� �������

(1× (0 + 1)−1) + ((1× 0) + 0)) �
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�� +�� �� ������� L3 � fsin(1)(f−2(x + y) + f1/2(y + fln(7)(x))) �

 �� 
��	�� fπ(0 +
f√2(0)) �

 �� 
��	� ���
� ��� ���
��� fx(x) ���

 ��
 �� 
��	� �� ������� L3�

�� +�� �� ������� L4 � (x ∪ y)c �
 (xc ∩ (∅ ∪ y))c 
��
 ��
 
��	�
� ∅ ∩ (∅c ∪∅)c �


�� 
��	� ���
�

�� +�� �� ������� L5 � sin(ln(x)× cos(|y + e|)) �

 �� 
��	�� ln(| cos(e)− sin(e)|) �


�� 
��	� ���
�

���
������

�� J� ��� ���# ��
� �� �� ������� ��
� ���
 �� �����
��� # ������ �� 
��
 ��� 
��	�

�
 ����� ��� ���	���� 0−1 �
 ln(0) 
��
 ���� ��
 
��	�
 
��� ��
���
���	��
�
��
 �������
 L2 �
 L5�

�� %� �

 
�����
 ��		��� �� ���� �� 
��	� ��		� �� ����� ���
 ������ �U��
�

 �
����
� ��� �� 
!	���� �� "���
��� �
 ������ "������ ��� ��� �������� ��
��� ���

��
�� ��� ���	��� ��
 
��	�
 (B ∪ C) ∩ Ac �
 (x + 2). sin(y + ln(x))

��
 �����
��
�
 ��� ��
 �����
 �

�
��

�
��

�
��

�
��

⋂

⋃
c

AB C

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

.

+ sin

x 2

ln

+

y

x

�� )��
 �� 
��
� �� �� 
��
 ��

� ��/��� ��
 ��
���
 '�� ������� ��
 ��
��
�

( ���
	
��		���� 
�� �� 

���
��� ���� 
��	��

�( ���� ������� ��� �������
� P 
�� ��
 
��	�
� �� 
�2
 �� ������� P
���� ��
 ��������
 �
 ��
 ���

��
�
 �
 �� ������� P (f(t1, ..., tn)) #
���
�� �� P (t1), ..., P (tn)� J� "��
 ��� ��� ������ ��� �����
��� 
�� ��
���
��� ���� 
��	��

�( ���� ��/��� ��� "���
��� Φ 
�� ��
 
��	�
� �� 
�2
 �� �� ��/���

�� ��
 ��������
 �
 ��
 ���

��
�
 �
 �� ���� ��		��
 �� ��
���

Φ(f(t1, ..., tn)) # ���
�� �� Φ(t1), ...,Φ(tn). J� "��
 ��� ��� ��/��
���
��� �����
��� 
�� �� ���
��� ���� 
��	�� Y����� # 
�
�� �����	����
��� 
���� ��/��
����

Définition 1.2.5 �� ���

� '�� ��
 ��

� �� 
������	( ���� 
��	� t '��
�� τ(t)(
�

 �� ��	��� �� 
!	����
 �� "���
��� �������

��
 ���
 t� ?��	����	��
 �
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• τ(x) = τ(c) = 0 
� x �

 ��� �������� �
 c �

 ��� ���

��
� =

• τ(f(t1, ..., tn)) = 1 +
∑

1�i�n τ(ti)�

���
����� �� ������ ��� �����
��� 
�� �� ���
��� ���� 
��	� 
��� ���"��
 ���

�2
��
�� J� ������ ����
 ������� ��� �������
� P 
�� ��
 
��	�
 �� 
����
��

�� �������
� ����� ���� 
��
 ��
 
��	�
 �� 
����� p < n �
 �� �� ��	��
���
 ����
��
 
��	�
 �� 
����� n� %� 
������ ����
 ����� ������ ��� ���������� 
�� �� 
����� ��

��	��

1.2.3 Les formules

��
 "��	���
 
��
 ���

���
�
 # ���
�� ��
 "��	���
 ��
�
 ��������� �� �
���
��
 ��

���������	� �
 ��
 ������!�����	�� J� �
���
��� ��
 ������
���
 �
 ��
 ����
�/��
���


�����

 �

7 ���������	 ����	� � ¬ ��� 
� ��
 non�

7 ���������	� �����	�� �

∧ ��� 
� ��
 ��� ���
�� # x ∈ A ∩B ��� 
����/� x ∈ A �
 x ∈ B�

∨ ��� 
� ��
 ��� ���
�� # x ∈ A ∪B ��� 
����/� x ∈ A �� x ∈ B.

→ ��� 
� ��
 ���
���� �� "�����

7 ������!�����	� � ∃ ��� 
� ��
 �
 ������ �
 ∀ ��� 
� ��
 ���	 �����

 �

� ��
�
��� ��
 ������
���
 �

 

������� 0��� �

 �
���
�� ���� ���
�� ��
 ���"��

���
 ��
�� ��
 "��	���
 '����

 �
����
 ���
 �� �����( �
 �� ������� ������
 '�� 	�
��
�������(�

J� ���
 ��

� 
������� ���
 ���
���
 �����
 �� �������� ��
 ��
�
���
 
�����
�
 �

7 → �

 ��
� ⊃� ���
�� �� "��
 ��� �� ������
��� �

 �����
� ���
 ���!��
��
��
7 ∀ �

 ��
�

∧
�  ��

 ��� ��������
�
��� �� ���

7 ∃ �

 ��
�
∨
�  ��

 ��� ��������
�
��� �� ���

�� ����� ��
 ������
���
 �

 ����
���	��
 ����
������ ���� �� �������
 �� ����
��
����
��
� ��� ���	���� �� �������
 ����
�� ↔ '���� �������������(� � '�� ��		� ��
#����$�	 �
���
��� �� ���
�������� �� ����
�������(� �
��

Définition 1.2.6 +��
 L �� ��������
�� ��
 "��	���
 ��������� �� L 
��
 ��
 "��	���
 �� �� "��	� � R(t1, ..., tn) �S

R �

 �� 
!	���� �� ����
��� n����� �� L �
 t1, ..., tn 
��
 ��
 
��	�
 �� L�
J� ��
� Atom ����
�	��� ��
 "��	���
 �
�	����
� +� �� ��
� SR ����
�	���
��
 
!	����
 �� ����
���� �� ���
 ������ �

Atom = SR(T , ...,T )

�� ����
�	��� F ��
 ��	��
�� '�� �� ������� �� ���	��� �����( �� L �

 ��/��
��� �� ���		���� '�S x �������
 ����
�	��� ��
 ��������
( �

F = Atom | F ∨ F | F ∧ F | F → F | ¬F | ∃x F | ∀x Fc ©
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���
������

�� J� �������� ��� ���� ���
 ���� ��� ����
�	��� ��
 "��	���
 �

 �� ���
 ��
�

��
�	��� ���
����
 ��
 "��	���
 �
�	����
 �
 
�� ��� 
� F1 �
 F2 
��
 ��

"��	���
 ����
 F1 ∨ F2� �
�� 
��
 ��
 "��	���
�

�� ���� ��
 ����
���
 �������
� �� ��
�
��� ��/��� '��� ���	��� x = y �
 x � y(

��� 
�����
 �
���
�� # �� ����� �� �� ��
�
��� ���/��� '= (x, y) �
 � (x, y)(�

�� J� "��� �

��
��� # �� ��
 ���"����� 
��	�
 �
 "��	���
 � sin(x) �

 �� 
��	��
x = 3 �

 ��� "��	���� 	��
 sin(x) ∧ (x = 3) ���

 ���� = �� �� ���
� �� �*�
�
	�

�� �� ������
��� ��
�� �� 
��	� �
 ��� "��	����

Exemple 1.2.7 ��
 �������
 �
���
�
 �����

��
 ��
 �
� ��/��
 ���
 �����	��� L�F�F�

�� +�� �� ������� L1 � ∀x∃y ((x ∗ y = e)∧ (¬(y ∗ x = e))) �
 ∀x ((x = e)∨∃y ((¬(y =
e)) ∧ (y ∗ x = e))) 
��
 ��
 "��	���
�

�� +�� �� ������� L2 � ∀x∀y (x × y = 0 → ((x = 0) ∨ (y = 0))) �
 ∃x ((¬(x =
0)) ∧ (x× 0 = 1)) 
��
 ��
 "��	���
�

�� +�� �� ������� L3 � ∀x∀y (f2(x + y) = f2(x) + f2(x)) �
 ∀x∀y (f2(x + y) = 0 →
((x = 0) ∧ (y = 0))) 
��
 ��
 "��	���
�

�� +�� �� ������� L4 � ∀x∀y ((x∪y)c = (xc∩yc)) �
 ∀x∀y (x∩y = ∅→ (x = ∅∧y =
∅)) 
��
 ��
 "��	���
�

�� +�� �� ������� L5 � ∀x (x > 0 → ∃y ((y > 0) ∧ (x = y × y))) �
 ∃x (sin(x) =
0 ∧ cos(x) = 0) 
��
 ��
 "��	���
�

���
����� J� ��
��� ��� ���
����
 ��
 "��	���
 ����
�
 �����

�
 
��
 ����������
���� �����
 �
 ����
��
 "��

�
�

Notation 1.2.8

�� J� �
���
� ��
 �����
��
�
� ������

 �
 ��������
 � (, ), [, ], {, } ���� "�����
�� ��
���
��� �� ���� ����� ��
 �	����V
�
� +��
 �����
��
�
� �� "��	��� ¬A ∧ B �


�	����A � ���� ���
 �
�� ��� 
��
 ��		� (¬A) ∧ B� 
��
 ��		� ¬(A ∧ B)� ����
������� ��
 ��
�
���
� �� �
���
��� ��
 �����
 �� ������
� 
�����
�
 �

G � ��
 
!	����
 �� ����
���
 �� �������

L �¬� ∀ � ∃
F �∧� ∨
H �→
.��
� ∀x A ∧B → ¬C ∨D �

 �� "��	��� ((∀x A) ∧B)→ ((¬C) ∨D)�

�� J� ���
 	��
��� ���� 
� �� �
���
��
 ��� ��
�
��� ���/��� '��� ���	��� ∨F1F2(�
��
 �����
��
�
 �� 
������
 ��
 ����

����
� ���� �� ��! �����
 ������ 	������ �� ����
��� "��	����  ��� �

 �����	��
 ������� ���� ��
 
��	�
� +� �� �� �� "��
 ��
 ���


����� ���� ���
 �� ���
����� �� ��
�
��� ���/��� �

 �������� ���
 ��2���� # �����

�� J� �
���
� ��

� ��
 �������
���
 
�����
�
 �

7 ∀x1, ..., xn A ���� ∀x1...∀xn A�
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7 ∀x > 0 A ���� ∀x (x > 0→ A) �
 ∃x > 0 A ���� ∃x (x > 0∧A)� J� �	�������
��

� ��
�
��� ���� 
��
 ��
�� 
!	���� �� ����
��� ������� �� ��
�
��� ��/����
��� ���	��� ∀x ∈ y F [x, y]� 9�
�� ���� ���
 �� ��
 �� ∀� �� � ��� �	�����
����
���
 �� ��
 �� ∃ ���

 ��� �������
����

7 A ∧ B ∧ C ���� A ∧ (B ∧ C)� J� ������ ������� 
� ���� ���
 �� ����� ��

�����
��
�
 (A∧B)∧C ���
��� ���� ����� ��� ��
 "��	���
 
��
 ���������
�
�
J� ���� �� 	�	� ������
��� ���� ∨� J� ��
�� ���
 �� 
��
��

∧
1�i�n Ai ��

"��	��� A1 ∧ ... ∧An �

∨

1�i�n Ai �� "��	��� A1 ∨ ... ∨An�

7 A1 → A2 → ...→ An → A ���� A1 → (A2 → (...(An → A)...))�

7 A↔ B ���� (A→ B) ∧ (B → A)�

7 t �= u ���� ¬(t = u)�

���
�����  �		� ���� ��
 
��	�
� ��� "��	��� ���
 �
�� ��� ��		� �� �����
���
 ��
 �U��
 
��
 �
����
�
 ��� ��
 ������
���
 �� ��
 ����
�/��
���
 �
 ��

"������
 ��� ��
 "��	���
 �
�	����
� ��� ���	��� �� "��	��� � (a � 0 ∧ R(a)) →
∀x (x � a→ ¬R(x)) �

 �����
��
�� ��� ������� �

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

→

∧ ∀x

a � 0 R(a)

¬

→

x � a

R(x)

Exemple 1.2.9

�� �� "��	��� ∀x0 ∀ε > 0 ∃α > 0 ∀x (|x− x0| < α → |f(x)− f(x0)| < ε)
�

 ���������
��� �� �� "��	��� �
∀x0∀ε {ε > 0 → ∃α [α > 0 ∧ ∀x (|x− x0| < α → |f(x)− f(x0)| < ε)]}
0��� �����
��
� �� ���
����
� �� �� "���
��� f �

�� �� "��	���
H(e) ∧ ∀x, y {H(x) ∧H(y)→ H(x.y−1)} ∧ ∀x, y {H(y)→ H(x.y.x−1)}
�����
��
� �� "��
 ��� H '�� ���
 ����
�	��
 ����
�	��� ��
 ���	��

 ��� ��
 ��
�������
� H( �

 �� 
��
������� ��

����� �� ������ ��� ���� ���
������
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Définition 1.2.10

�� ;�� �������	��
� ����� "��	��� F �

 ���� �� 
�
 « ��	��
��

 »� ���� ��� "���
	��� # ���
�� �� �������� F �

 ���

���
�� ?��	����	��
� �� ��/��
 ����
�	���
+?(F ) ��
 
��
�"��	���
 �� F ��� �

7 +� F �

 �
�	����� +?(F ) = {F}�
7 +� F = F1 ⊕ F2 ���� ⊕ ∈ {∨,∧,→}� +?(F ) = {F} ∪ +?(F1) ∪ +?(F2)�

7 +� F = ¬F1 �� Qx F1 ���� Q ∈ {∀,∃},+?(F ) = {F} ∪ +?(F1)�

�� ;�� "��	��� F �� L ���
���
� ����� ��	��� /�� �� 
!	����
 �� L�  � 
��
�
��
�	��� �

 ������ 
� 
������ �� 
� ��	��
� �
 ��
� L(F )�

Exemple 1.2.11 ��
 "��	���
 ε > 0 �
 ∀x {|x − x0| < α → |f(x) − f(x0)| < ε}
�� ������ |x − x0| < α 
��
� ��� ���	���� ��
 
��
�"��	���
 �� �� ���	���� "��	���
�� �����	��� �����

�
� �� ������� �� ��

� "��	��� �

 "��	� �� �� ���

��
� 0� ��


!	����
 �� "���
��� ������ f �
 |.| �
 ��
 
!	����
 �� ����
��� ������� > �
 <�

���
����� +� ��� "��	��� F �

 ��� ��		� �� ������ ��� 
��
�"��	��� �� F �


��� "��	��� �����
������
 # �� 
��
������ ���
 �� ������ �

 �� �U�� �� �������
�� F �

 �		� ���� ��
 
��	�
� �� 
��� �	���� ���
 �� 
��
�� # ��/��� ��
 ��
���
 '�� #
������� ��
 ��
��
�

( ��� 	
��		���� 
�� �� 
����� ����� "��	����

Définition 1.2.12 �� ���

� '�� �� 
������	( ����� "��	��� F '��
�� τ(F )( �


�� ��	��� �� ������
���
 �� �� ����
�/��
���
 �������

��
 ���
 F � ?��	�����
	��
 �

• τ(F ) = 0 
� F �

 ��� "��	��� �
�	���� =

• τ(F1 ⊕ F2) = 1 + τ(F1) + τ(F2) �S ⊕ ∈ {∨,∧,→} =
• τ(¬F1) = τ(Qx F1) = 1 + τ(F1) ���� Q ∈ {∀,∃})�

���
������

�� ���� ��/��� ��� "���
��� Φ 
�� ��
 "��	���
� �� 
�2
 �� ��/��� Φ 
�� ��
 "��	���

�
�	����
 �
 �� ���� ��		��
 �� ��
���
 Φ(F1⊕F2) '��
�� Φ(¬F1),Φ(Qx F1)(
# ���
�� �� Φ(F1) �
 Φ(F2) '��
�� Φ(F1)(�

�� ���� ������� ��� �������
� P 
�� ��
 "��	���
� �� 
�2
 �� ������� P ���� ��

"��	���
 �
�	����
 �
 �� ������� P (F1⊕F2) '��
�� P (¬F1), P (Qx F1)( # ���
��
�� P (F1) �
 P (F2) '��
�� P (F1)(�

�� ���� ������� ��� �������
� P 
�� ��
 "��	���
� �� 
�2
 �� 
����
�� �� �������
�
����� ���� 
��
�
 ��
 "��	���
 �� 
����� p < n �
 �� �� ��	��
��� ���� ��

"��	���
 �� 
����� n�

 ��

 �� 
�����
��� ������
� ����� ��/��
��� �� ����� ������ ��� ���������� 
��
�� 
����� �� �� "��	����
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Définition 1.2.13 ����
	����	 �	������
 '�� ��
 ��

� �� ���������	 �	������
(
����� "��	��� �

 ��/�� ��� �

7 +� A �

 �
�	����� ����
 ���� ��� ��
 �������
��� ����������

7 +� A = ¬B� ����
 ¬ �

 �������
��� ��������� �� A�

7 +� A = B ⊕ C �S ⊕ ∈ {∧,∨,→}� ����
 ⊕ �

 �������
��� ��������� �� A�

7 +� A = Qx B �S Q ∈ {∀,∃}� ����
 Q �

 �������
��� ��������� �� A�

1.2.4 Variables libres et variables liées STOP

�� ���
���� ��
 ����
�/��
���
 ∀ �
 ∃ ��
� ���� ������	�
 ���������
 ��
 ��	

�����
 ��� ��������
�

�� J� ���
����� ����
�����	��
 ���� ��� ���	���� ��
 "��	���
 ∀x (x.z = z.x) �

∀y (y.z = z.y) 
��
 ��
 	�	�
� ��� ���
��� ��
 "��	���
 ∀x (x.y = y.x) �

∀x (x.z = z.x) �� 
��
 ��
 ��
 	�	�
� ��� ����� �����	� ��� �������
� �� ������

y �
 ����
�� �� ������
 z�  ��� 
����/� ��� ���� ���
����� ��� ���� "��	���
 
��

�����
 �� ����		��� ���
 �� ���
����
 ��������
 '��
 ��������
 ����� ������� 
�
��
�� �������(� J� 
�������� ���� ���
 �� ���
���
�  ��� �

 
��
 ���

���� �� 	��

��	�
����� 	��
 �� ��/��
��� "��	���� �� �� ����
��� ������������� ���

 ��
 ��

�

������� ����� ���
 �� ���
��� ��
 "��	���
 ∀x (x.z = z.x) �
 ∀z (z.z = z.z) �� 
��

��
 ��
 	�	�
 � �� �� ���
 ��	������ x ��� z 6

�� J� �

 
�����
 �	��� # ��	������ '�� 
��

�
���( ��� �������� ��� �� 
��	� ���

�� ��
�� 
��	� �� ���
 ��� "��	���� ��� ���	���� 
� ���� ��/��
 Z[z] : ∀x (x.z =
z.x) �
 �����
��
� �� ���
 ������ Z[2x]� �� "����� ����		�� �� �������� 	��

� x
�
 ������ ∀y (y.2x = 2x.y)�

���� �� ��
 ������ �� ���
��� �� �� ���	��� �����
�� 
��� �������� �� �� "��	���
���
��
 ��
 ���� ��
���
 '����		��� �
 
��

�
�
���(� J� 
� ���
��
��� ���� ������ ���
��/��
��� ��"��	���� �
 �� 
� ����
��� 
�� ����
��
��� ��� �� ���
��� � �� ��
 ��
���

��� ���� 	������� �� ���	������ �� 	�
��	�
�����

Définition 1.2.14 +��
 F ��� "��	���� ����
�	��� Y�(F ) ��
 ��	���
�� 
��	��
�� F �

 ��/�� ��� ���������� 
�� τ(F ) �

7 +� F = R(t1, ..., tn) �

 �
�	���� � Y�(F ) �

 ����
�	��� ��
 ��������
 �����
���

��
 ���
 ��
 ti

7 +� F = F1 ⊕ F2 �S ⊕ ∈ {∨,∧,→} � Y�(F ) = Y�(F1) ∪Y�(F2)

7 +� F = ¬F1 � Y�(F ) = Y�(F1)

7 +� F = Qx F1 ���� Q ∈ {∀,∃} � Y�(F ) = Y�(F1)− {x}

Exemple 1.2.15

�� +��
 F : ∀x (x.y = y.x) ����
 Y�(F ) = {y}�
�� +��
 G : {∀x∃y (x.z = z.y)} ∧ {x = z.z} ����
 Y�(G) = {x, z}�
�� +��
 H : ∀x (y = 0) ����
 Y�(H) = {y}�c ©
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J� ���
 ��

� ��/��� ��
 ��
���
 �� �� 	������ 
�����
� �

�� ;�� ����		���� ����� �������� x ���
 ��� "��	��� F �

 ��� �������� �� ��

�
�������� ���
 �� "��	��� F � 9� ��
 ���"����� ���� ����%�� ����

 �� �������� �����
	�	��

�� ;�� ���������� �� �� �������� x �

 ���� '�� 	��

�( ���
 F 
�� ���
 �� �������
��� ����
�
 # �� "������ �S 
� 
����� ��

� ����������� �� 
����� ∀x �� ∃x� )��
 ��
��
 ���
������ �� ��
 ��� ������������ �

 ������

�� ;�� �������� x �

 ����� ���
 F 
� ���� � �� 	���
 ��� ���������� ������ ;�� ��������
	��

� �� ���� �

 ��� �������� ��� /���� �
 ���

 ��
 ������ J� ���
 ����/�� ��
�������� ��� � x �

 ����� ���
 F 

� x ∈ Y�(F )�

���
������

�� J� ��
��� '��� �����	��� �����

�
( ������ �������� ���
 ����� # �� "��
 ��

����������
 �����
 �
 ��
 ����������
 ����
�

�� ;�� �������� ���
 �
�� ���� ���
 F 	��
 ����� ���
 ��� 
��
�"��	��� �� F, ���
���	��� y �

 ����� ���
 x.y = y.x 	��
 ���� ���
 ∀y (x.y = y.x)�

�� �� ����
�/��
��� ��� ��� ��� �������� ���
 �������
�� ���
 �� ������� �� �������
����
 ������������ �
 ��
 
�	���	��
 ����
 '���
 ������
��� �������� �� �� "���
	���(� ��� ���	��� � �� ������	� ���������� �� x �

 ����� ���
 �� "��	���
(∀x x2 > 0) ∧ x > 3 '��� �� ∀ �� ���
� ��� 
�� �� ���	��� x(�

Définition 1.2.16 J� ��
 ��� ��
 "��	���
 F �
 G 
��
 α�
�����
����� 
� ����


��
 '
!�
������	��
( ����
����
 # �� ����		��� ���
 ��
 ����������
 ����
 ��

��������
�

Exemple 1.2.17 ∀y (x.y = y.x) �
 ∀z (x.z = z.x) 
��
 α����������
�
 	��
 ∀y (x.y =
y.x) �
 ∀y (z.y = y.z) �� �� 
��
 ��
�

���
����� J� �� ���
 ��
 ����		�� y �� x ���
 �� "��	��� ∀y (x.y = y.x) �

��
���� �� "��	��� ∀x (x.x = x.x) � �� �������� x 
����
 �����	
�� �� ��/��
��� ����
�����
� �

 ��"��	���� �
 ����	���
� ��� �� �� ���
 ��
 ����		�� ��
 ����������

����
 
��
 ������
��� � �� "��
 ���
�� �� �����	�	 ��
 ����������
 �����
� J� 
�������
��� ��/��
��� "��	���� �� ��������
 ���������� P�R�

���� ��
 ��������
 ������ # ������
��� �� ������
� �� ����		��� ��
 ��������

��
� �� ��2����
 ������	�
� .� ���� ���
���
�� ��
 ��	
 ���� ��
 ��������
� ���

���
��� ���
�

� # �
���
�� ��
 ��
���
 ������
 ������
 �� �� &	��%�� ������������
����� �������� x �

 ��	������ ��� �� ��	��� �� ����
�/��
���
 ����� "��
 
�����
��
'���
 �� ������� ��� �� �� ��

� ���������� # �� ������ �� �� "��	���( ����
 ��

������ �� ����
�/��
��� ��� ��� ��

� ��������� @��������
�	��
� ��

� ��
�
����

��
 ��		��� �� ��"��	�
����� ���� ��
 "��	���
 ����
����
 ���� �� �
�� ��	����
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Convention )�
��	��
� �� 
���������� # α������������ ���
� ���

�#����� ��� ���� "���
	���
 α����������
�
 
����
 ���
������
 ��		� ����
����
� ./� �� ���
������ �� ����
���	� �� ���
���� �� ���
��� ���� �������� ��
 "��	���
 �S ��� 	�	� �������� ��

�	��
���	��
� ��
 ����������
 �����
 �
 ��
 ����������
 ����
�  ��� �

 ������
 ��
	�
��	�
���� � �� �

 ������
 �� �� ��
 ������� ���
 ��� 	�	� "��	���� sin(t) �
∫ 1

0
cos(t)dt�

Notation 1.2.18 ���� �����
�� ��
 ��������
 �����
 ������
�� ����� "��	���� �� ��
���
F [x1, ..., xn]�  ��� 
����/� ��� ��
 ��������
 �����
 �� F 
��
 ��	�� x1, ..., xn ���� 
� y
�

 ����� ���
 F � ����
 y �

 ���� ��
 xi 	��
 
��
 ��
 xi ����
 ��
 ����

����	��

������������ ����� ���
 F �

Définition 1.2.19

�� ;�� "��	��� �
��� �

 ��� "��	��� 
��
 ��������
 �����
� ��
 "��	���
 ��
�����	��� L�F�O 
��
 
��
�
 ���
�
�

�� +��
 F ��� "��	��� ���
 ��
 ��������
 �����
 
��
 x1, ..., xn� �� �
'��	� '����
���
����( �� F �

 �� "��	��� ���
� ∀x1, ..., xn F � %� ! � ��� "��	����	��
 ��
���
 � �� � "��
 ��		� 
� ������� ��
 ��������
 �
��
 /���  ��� ���

 ��
 ���
���
 � �� ����
�

��
 �� ��
�� ����� �� ��
�������
 ��� "��	��� ��*����
�
	��
 ���������
��

Remarque importante

�� ��
��� �� "��	��� ��/��� ��� �

 �� ��
��� �� "��	��� �� �� ������� �� ���	���
������  ��
����
 "��	���
 '����� �
���
� �����		��
 �� 	�
��	�
����( �� 
��
 ��

��
 "��	���
 �� ���	��� ������ ��� ���	��� �

7 J� �� ���
 ��
 ������� ��� ��� "��	��� �� ���	��� ������ ��� « 
��
 ����� �

 �������
��� »� J� 
����
 �� �*�
 �	��� # ����
�/�� # �� "��
 
�� ��
 ����

 �� ���	��� �����
'��
 ���	��

 �� ��������( �
 
�� ��
 ����

 �� 
����� ����� '��
 ���
��
 �� �����
����(�

7 �� "��	��� ��		��,��
 ��� � ���� 
��
 ��
��� n, ���� 
��
 x1, ..., xn��� '���

�
��� ���	���� �� ����
 �� �� "��	��� ��� �����	� �� "��
 ������ ���
�� ���� �
����
���
����� �

 �����( ���

 ��
 ��� ���
 ��� "��	��� �� ���	��� ����� � �� �*�
� ��
��	��� �� ∀ ����� "��	��� �� 
�����
 ������ �� "���
��� ����� �������� ����
 ������
�� ������ �� �� ������ �� n� )���
�� ���
� �� ������
 # ������� ����
�/�� 
�� ����

!��
 ������

 ��*����

 � ��
 ��
���
 �
 ��
 ���	��

 ���� �
���� ���
������

���� ������� ����
�/�� 
�� �����
 
!��
 ������

� �� �

 �	��� # ��
������� ��

�������
 ���	�	� ���
	���	 �� ��
 �������
 ��
����	��� '��� �����
�� Q(�  �������
� ��

��2���
�
 �

��
�����
� ��

� ���� ���� �� ��� �

 �� ���
����	��
 ��� ���� �� 
������
�� �� ��	��

��
���� 
� 
������
 �� ������ �� �� ������� �� ���	��� ������

1.2.5 Substitutions STOP

;�� "��	��� F [x] �����
��
� ��� �������
� �� ������
 x. J� ���
 ������� ��	������
���
 F �� �������� x ��� �� 
��	� t '�� ��
 ��

� 
��

�
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F [x := t] �� ���
 
�	���	��
 F [t] 
� �� ���
��
� �

 
�2
�		��
 ������ )��� ��2���
�

�������

��
 �

�� %� �

 ����� ��� 
����
 ��
 ����������
 �����
 �� x ������
 �
�� ��	������
� +��

F [x] �� "��	��� (∀x x2 > 0) ∧ (x < 1)� F 
����/� � �� ����� �� 
��
 ���	��
 �


��
�
�" �
 ������
 x �

 ���
 ��
�
 ��� L� +� t = sin(y), F [t] 
����/� ���� � �� ����� ��

��
 ���	��
 �

 ��
�
�" �
 sin(y) �

 ���
 ��
�
 ��� L� E����� ���� F [t] �� "��	���
(∀x sin2(y) > 0) ∧ sin(y) < 1 �� �����
���� ���� ��
 # �� ��� ���� 
�����
��
E����� (∀ sin(y) sin2(y) > 0) ∧ sin(y) < 1 
����
 ���� 6 '�		����
�	��
 ����
 ∀ ��
�� ���
 ! ����� ������ ��������(�

�� %� ! �� �# ������� �� ������	� �� ���
���� ;� �
�����
 
��
 ���� ��� 
� �� "���
���
f �

 ��/��� ��� f(x) =

∫ 1

0
e(x+y)2 dy ����
 f(y2) ���

 ��


∫ 1

0
e(y2+y)2 dy 	��


���


∫ 1

0
e(y2+z)2 dz� ;� ������	��
 �� ��	 �� �� �������� ����
����
��� � �
�

����

���� ���� ���
�� �� ���
��� �� �� �������� y '��� ���
 ���� 
$� �
�� ����� ���

�� ��
��
�
( ��� �� ����� ����

 �� 
���� ����
����
���� J� � ��� ����
�	��
 �� 	�	�
������	� � 
� F [x] �

 ∀y (y.x = x.y)� F [y−1] ���

 ��
 ∀y (y.y−1 = y−1.y) 	��

∀z (z.y−1 = y−1.z)�

Définition 1.2.20 +��
 F ��� "��	���� x ��� �������� �
 t �� 
��	�� F [x := t]
�

 �� "��	��� ��
���� �� ��	���,��
 ���
 F 
��
�
 ��
 ����������
 �����
 ��
x ��� t� ����
 ����		��� ����
��� ��
 ����������
 �� ��������
 ����
 �� F ���
�������

��
 �����
 ���
 t�

���
������

�� �� ����		��� � ���� ��
 �����
�� �� ���
��� �� ��������
� %� �

 ����� ��� ��


����
 ���
���
 ��

����
 
��
 �����
 �����
�
 ���
 �� ��/��
��� �����

�
� +���
��! � ��
 �� ���
���� �� ���

 ���� 
$� ��
 ����

���� �� "���� �� ����		����

�� ���� ���
�� ��
 ���
���
� �� 
�2
 ����������� �� ������
��� �� �� ���� FL #
�������

��� F [x := t]� J� ����� ���� 
��� �� ����		�� ��
 ��������
 ����
 ��
F ���� ��������� �������� ����
 ��
 ����������
 �����
 �
 ����
��
 ����
�

�� J� ���
 ��

� ��/��� �� 
��

�
�
��� 
�	��
���� �� t1, ..., tn # x1, ..., xn� J� ��
��
��� F [x1 := t1, ..., xn := tn] ��� ���
 
�	���	��
� F [t1, ..., tn] 
��� ��! � ��

���	����V
��

�� ��������� � ��
 "��	���
 F [x1 := t1, x2 := t2] �
 F [x1 := t1][x2 := t2] �� 
��

��
� �� �������� ���������
�
 '���� ��		� L�Q�P(� �� ���	���� 
��

�
�
��� �



�	��
����� �� ������	� �����
���� # ���� 
��

�
�
���
 ���
���
���
�

1.2.6 Le calcul propositionnel

+� ��
 
���
 
!	����
 �� ����
��� �� ������� 
��
 ��
 ����
���
 �����
� G '	�	� ��

!	���� = �

 ��
��
(� ��
 ����
�/��
���
 
��
 ����
 ���
���
 '���
������ "��	��� ��
���
 ��
 ���
���� �� ��������
(� J� ��
���
 ����
 �� ��
��
 �	�����������
 ��/�� ���
��

��
�
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Définition 1.2.21 ����
�	��� CP ��
 "��	���
 �� ��
��
 �	�����������
 �

 ��/��
��� �� ���		���� '�S VP �

 ����
�	��� ��
 ����
���
 �����
� G( �

CP = VP | ⊥ | ¬CP | CP ∨ CP | CP ∧ CP | CP → CP

���
����� J� �������� ��� ��

� ��
�
��� 
����/� ��� ��
 "��	���
 
��
 ��
����

# ���
�� ��
 ��������
 �
 �� ⊥ ��� �
���
�
��� �� ¬� ∨� �
�� ��
 ����
���
 �����
� G 
��


�����
 �������
 ��	���
�� �	�����������

���  � ���

 ��
 
��
 ��������� ���
�����
�
���
� ���
� �� 	�
 « �������� »� ��� �����
��
� �� ����
� ���� ������� ���
� ���
�

 ��� "��	���� J� ����
��� ����� 	�	� ��

� 
��	�������� 
��
 ���

�����

Exemple 1.2.22 ��
 "��	���
 �����

��
 
��
 ��
 "��	���
 �� ������ �����
�
������
�!��
 ��		� ��������
 �����
�
��������
 X� Y �
 Z�

(X → Y ∨ Z) ∧ {(X → ⊥) ∨ (X → ¬Z)}
(X ∧ ¬Y → Z) ∨ {(⊥ → Z) ∨ (Y → Z)}

1.3 LES DÉMONSTRATIONS EN DÉDUCTION NATURELLE

1.3.1 Introduction

��
 ��	��

��
���
 ����� 
����� ���
 ��
 �����
 �� 	�
��	�
����
 '�
 ����� �� ���
��
������� ���
 ��������( 
��
 ��
 �

�	�����
 �� 
!	����
 	�
��	�
����
 �
 �� ����
�

���
����
 ��
 « 	�

 ���
 » 
��
 ��� � ����( ��	�� ���( ��( �� �� ���
����� ��( �
 ���
�
������	� ���( �
 ��)� ��( �	����� �� x ��
 ���( ��������� ���( ���	����� ��� ����	��
�������( ����  �
 	�

 
��
 
����
�
 �
�� ��	���
 ��� 
��
 �� �� 	�	� 	������� �� ���
���

� �� "��
� ��
 
������
 �� ��
� J� ������ ��� ���	���� ���
 ���� ��� �������

���
« 
��
 x 
�� ��� » ���
 ������� ���� ���� ���
�
 
��
 ��*����
�
 �
 ����� ���
 �
�� 
��

"W����� �� 
� 
��	����

)��
 �� ����� �� �� ����
� �� ��
 ����� ��	��

��
��� �

 �� ���������� �� ���
���
�� �� ����
� �� ��������� +�����
 �� ������ �� ���
���� ��

� ��	��
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 ���
 �� ����
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 ���
�� �� �������� :��
 ��		� �� ������� �� ��
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�����
 �

 ����
�
 �� �� ������
 �� ��	��

��
���� ���
�����
 ���
 ���������� �� ������
��� ����� 
��

��	��
��� '������
�	��
( �� ��
��
�
 ��	����� �� ������ �� ��
��� ����� ���
 ������
������ ���� �� �� ���/���� ������� �� ������
��� � ���
 ��� ����� ������ ��� « ������
��� ��� ���������� ������
� » ��

��� ����� ����
 ��� ���
 ��� ����� �S �� ! � ��
���������
 �� « ������
 »� ��� �
��
 �����		��
��� "���� ,� �� ��

��� ��
 6

���� ������� ����� ����������	��
 �� ������ �� ��
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�
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��� �� ��	��
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��� �� �
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�
���
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���
����
 ���
�
 ������
 �����
�� 
��������
�
�

7 %� ��! � ����� ��	��� /�� �� �����
 � ���� ���� ������ ��
 ������
���
 '�

�������
�( ���
 
���
 �����
 ��������
� %� ���
��
 ��
 �� 
��
 ������
� � �	��	�� �����
��	��� !�� �� �����
 
��
 
�2
��
 ���� ��	��
��� 
��
 �� ��� �

 ����� J� 	��
����
�� ��
��
�
 '���

� �

��
�����	��
� �� 
�����	� �� ��	���
���( �
 �� �� �����
��� ��

��
 ���
 �� �����
�� F� �� ������ ���� �

 ��
 �� 
��
 
��������

7  � 
��
 ��
 	�	�
 �����
 ���� 
��
�
 ��
 	�
��	�
����
 � �������� ����!
�� ����
	�
���� �
��  ��� ���
 ���� ����� � ���

� # �
���� 
��
 �� ��� �

 ������� ���
 ��
���
����	��
� J� ����� ���
 ���� ������ ��	��

��
��� �

 �� �

�	����� �� ������

(Γ, A)� �S Γ �

 �� ��
�	��� �� "��	���
 '��
 �!��
��
�
( �
 A ��� "��	��� '�� �������

���(� I���� �� "��
 �� �����
�	�
����� �� �� ���	�
��� �� �� ������!
� ������� �� �
���
��
�� ���
 ��
 �����
� ��
 �!��
��
�
 ��� ���� ������� ��
 ��������  ������ �����	��
 ��

�������
�
 ���
��������
 ��
 ����

 ����� 	�������� ��� ���	���� ���
 N� 
��
 ���	��

� �� 
����

��� = ���
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 �� ��
��� I������

���	���
 �� ��
�	��� 
����
 �
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1.3.2 Les séquents
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���
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�	��� ���!��
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� �
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 ����
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���
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�� ����� �� ��
�����
 �� ��
��� �� 
�����
�

Définition 1.3.1 ;� �
����� �

 �� ������ '��
� Γ � F ( �S �

7 Γ �

 �� ��
�	��� !�� �� "��	���
� Γ �����
��
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 �!��
��
�
 ��� ���� ���

�
���
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�	��� 
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� �� �������� �� 
�����
�
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���� J� ���� ��� ��

�
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 �� ����
����� �� 
�����
�

���
����� %� �

 �	���
��
 �� ��
�� ����� �� ������� ��� ��� ��
 "��	���
 Γ, F

����
 �
���� � �� ����� �� �*�
� ��� ���	���� ��� ���� ������� �� "��	��� ���
�
∀x F [x]� �� "��
� 
� x ���

 ��
 ����� ���
 ��
 �!��
��
�
� ������� �� "��	���� ���
���
�� F [x]�

Notation 1.3.2 +� Γ = {A1, ..., An} �� ������ ��
�� A1, ..., An � F �� ���� �� Γ � F �
�� 
���� � 
� ��
 ����� �� �
����	�� J� ��
��� � F �� 
�����
 ���
 ����
�	���
���!��
��
�
 �

 ���� �
 Γ1, ...,Γn � F �� 
�����
 ���
 ����
�	��� ���!��
��
�
 �

⋃

1�i�n Γi�

J� ��
���� �� ���
�������� ��� ���
 �� 
�����
 Γ, A � B �� "��	��� A ���
 �
�� ���#
���
 Γ� ���
��� �� ���
��
� �

 Γ ∪ {A}�

Définition 1.3.3 ;� 
�����
 Γ � F �

 �	�����
� '�� �
����	��
� �� �
	����
�(

��� ���
 �
�� ��
��� ��� ��� �������
��� /��� �� �����
 �����
�
 ���
 �� 
��
���

�����
�� ;�� "��	��� F �

 �	�����
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� �� 
�����
 � F �

 ����������
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��������� »� %� ��! ����� �� �������� ��
 ���	����V
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�� J� ������ Γ � F ���� ���� « �� 
�����
 Γ � F ���

 ��
 ��������� »�

�� %� ���

� ��
 
!

�	�
 �� ��	��

��
��� ��� ���
���
��
 ��
 �� �������� �!���

��
�
Z������
���� J� �� ���
��
��� �� ���
 �� 
��
��� L�O�

1.3.3 Les règles de démonstration
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 �����
 �� ��	��

��
��� 
��
 ��
 ������
 ��� ���	�

��
 �� ���

����� ��
 �����
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���
� ;�� ������
��� "��	���� �

 �� �

�	����� /�� '�
 ������
 6( �� �����
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�

�	����� ���

 ��
 �������� '�� ���

 ��
 ��� 
��
�( 	��
 �� ������ J� �

 �� �*�


�����
 �	��� # "���� ��
 �������	��

 � ��� ���	���� ���� ������� A ∧B� �� ���

"���� ���� ���
�
 '������� A �
 ������� B(�

J� ���
��
� �����

��
 �� ����� �� �����
� J� �����
 �� �� ���
��
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 '#
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 �� 	�	� ��
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a) Comment lire les règles ?
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� ���� ��
�	��� �� �	
������ � ������� ������
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Γ � B
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b) Les règles

Axiome
��

Γ, A � A

+� �� ������
��� �� 
�����
 �

 ����� ��
 �!��
��
�
� ����
 �� 
�����
 �

 ����������

Affaiblissement
Γ � A

�*
Γ, B � A

*� ���� �� ��� � 
� �� ���
 ��	��
��� A 
��
 ��
 �!��
��
�
 Γ ����
� �� ����
��

��
 �!��
��
�
 
�����	��
����
� �� ���
 ������ ��	��
��� A�
*� ��� �� ���� � �� ! � ��
 �!��
��
�
 ��� ������
 �� ��
 
������

Introduction de l’implication
Γ, A � B

→�
Γ � A→ B

*� ��� �� ���� � ���� 	��
��� A → B� �� 
����
� A '���

�#����� ����� ������
�
��� �!��
��
�
( �
 �� ��	��
�� B�



1 • Formules et démonstrations de la logique du premier ordre 27

Élimination de l’implication  �

� ����� �

 ������ �����
 
��
 ����
�	�
 
��
 ��
��	 �� ����� ������ �

Γ � A→ B Γ � A
→�

Γ � B

*� ��� �� ���� � ���� ��	��
��� B� 
� �� ������
 �� 
�����	� �� �� "��	� A→ B
�� 
� �� ���
 ��	��
��� �� ��		� A→ B� �� 
�2
 �� ��	��
��� A�

Introduction de la conjonction

Γ � A Γ � B
∧�

Γ � A ∧B

*� ��� �� ���� � ���� 	��
��� A ∧B� �� 
�2
 �� 	��
��� A �
 �� 	��
��� B�

Élimination de la conjonction

Γ � A ∧B
∧g
�

Γ � A

Γ � A ∧B
∧d
�

Γ � B

*� ���� �� ��� � �� A∧B� �� ���
 ������� A '���	���
��� ������( �
 B '���	���
���
����
�(�

Introduction de la disjonction

Γ � A
∨g
�Γ � A ∨B

Γ � B
∨d
�Γ � A ∨B

*� ��� �� ���� � ���� ��	��
��� A∨B� �� 
�2
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��
 ��
��� n� un � 4 �
� ���� �� �������� �� �

 �	��� # ��
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 n ���� �

�� ��
 n �	���� '���
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 ���
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�
���
 ����� ��
 u2p+1 = 4 �
 ����� ������ u2p < 4 ��� ���������� 
�� p 	��
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���������� u2p � 4 �� 	����� ��
 6  �

� ����� �

 ����
 �����	��
 ����

�����

Élimination de la disjonction

Γ � A ∨B Γ, A � C Γ, B � C
∨�

Γ � C

*� ��� �� ���� � 
� �� ���
 	��
��� C �
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��
 ����� � A ∨ B� �� 
�2
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 ��

 �� ���
����	��
 ��� ��
� ��� ���	���� 
� �� � # 	��
��� ��� �������
� 
�� ��
��
��� n� �� ������ ��

������ ��
 ��
 n ���� �
 n �	����� J� ������ ��

� ��

������
n ���	��� �
 n ��	��
��

Introduction de la négation
Γ, A � ⊥

¬�
Γ � ¬A

*� ��� �� ���� � ���� 	��
��� ¬A� �� 
����
� A �
 �� ��	��
�� ����
����� Y���
��

� �� ��		��
���� ����
 �� ����� ⊥c�

Élimination de la négation

Γ � ¬A Γ � A
¬�

Γ � ⊥
*� ���� �� ��� � 
� �� � 	��
�� ¬A �
 A� ����
 �� � 	��
�� ����
����� Y��� ��

� ��
��		��
���� ����
 �� ����� ⊥c�

Absurdité classique
Γ,¬A � ⊥

⊥c
Γ � A
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 ���� �����
 ¬� �
 ¬� 	�

��
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� �� �

 "���
��� A 
��
 "��

� »�  �

� ����� �� �� ��
 �� 
�� � ���� �

 ����

���� ���� �������
���
���
 ��
��
�

� ���� �� ! � ��
 ��
��
�

 ����� �� ���
 ��
 ������� 
� �� ��� ��
 ��
����
 �� "���� �� ���
����	��
 ��� ����
�����
J� ��
��� ��/� ���� ���
�����	��
 # �������� ����
��
� ��

� ����� ���
 �
�� ������
���� # 
��
 	�	��
 � �� ���
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