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II.4 Variables aléatoires discrètes indépendantes (I) . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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IX.1 Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
IX.2 Erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
IX.3 Choix d’un test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
IX.4 Test d’hypothèses simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
IX.5 Statistique de test et p-valeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
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Première partie

Calcul des probabilités





I

Espaces probabilisés

Ce chapitre est consacré à la définition et aux propriétés des probabilités (pour
une introduction générale à la théorie de la mesure, le lecteur pourra consulter les
ouvrages [12] ou [14]).

Après la brève introduction au vocabulaire usuel en probabilité du paragraphe
I.1, on donne la définition et quelques propriétés des probabilités au paragraphe I.2.
On étudie plus en détail le cas des probabilités sur un espace fini ou dénombrable
aux paragraphes I.3 et I.5. La notion de probabilité conditionnelle est introduite
au paragraphe I.6, et la notion importante de l’indépendance au paragraphe I.7.
Les paragraphes I.9 et I.10 donnent quelques rappels sur les opérations d’ensemble
et des compléments sur la théorie de la mesure. Enfin, les paragraphes I.4 et I.8
sont consacrés à la modélisation du lancer de deux dés à l’aide du formalisme des
probabilités.

I.1 Vocabulaire

Afin d’illustrer le vocabulaire et les notations probabilistes, on considère l’exem-
ple du lancer d’un dé à 6 faces.

Vocabulaire usuel vocabulaire consacré notation exemple

un résultat possible une réalisation ω 5
tous les résultats l’espace des réalisations Ω {1, 2, 3, 4, 5, 6}

possibles ou espace d’états
un sous-ensemble de un évènement A ⊂ Ω {2, 4, 6}
résultats possibles



I Espaces probabilisés

On définit également le vocabulaire suivant.

l’évènement certain Ω
l’évènement impossible ∅
l’évènement contraire de A Ac

l’évènement A et B A ∩B
l’évènement A ou B (non exclusif) A ∪B

On dit que les évènements A et B sont incompatibles si A ∩B = ∅.

I.2 Probabilités

Intuitivement, pour estimer la probabilité d’obtenir un 5 ou un 6 lors d’un
lancer d’un dé à 6 faces, i.e. la probabilité de l’évènement A = {5, 6} que l’on
notera P(A), on effectue un grand nombre, N , de lancers du même dé, et on
compte le nombre N(A) de fois où le résultat est 5 ou 6. La fréquence empirique

des succès,
N(A)

N
≈

1

3
(si le dé n’est pas biaisé), est une bonne approximation de

P(A). La figure I.1 représente le résultat d’une simulation de 1000 lancers, où l’on
a représenté chaque apparition de 5 ou 6 par un trait vertical. Enfin on observe
que la fréquence empirique N(A)/N “converge” vers 1/3 quand N augmente.

On verra au chapitre V sur les théorèmes limites comment justifier cette ap-
proximation à l’aide de la loi forte des grands nombres. De cette approche intuitive,
on peut induire des relations satisfaites par la probabilité P. Comme N(Ω) = N
et N(∅) = 0, on doit donc avoir P(Ω) = 1 et P(∅) = 0. Si on considère des évè-
nements disjoints (incompatibles) A et B, on a N(A ∪ B) = N(A) +N(B), il est
donc naturel d’imposer P(A ∪B) = P(A) + P(B) si A ∩B = ∅.

Si Ω est au plus dénombrable, on note dans ce cas F = P(Ω) l’ensemble des
sous-ensembles de Ω. De manière plus générale on considère un ensemble F ⊂
P(Ω) contenant Ω, stable par passage au complémentaire et stable par réunion
dénombrable (cf. définition I.12). On dit que F est une tribu et (Ω,F) un espace
mesurable (voir le paragraphe I.10 pour des exemples). Dans une première lecture,
on pourra supposer que les espaces que l’on manipule sont finis ou dénombrables.
En fait les paragraphes I.2, I.6 et I.7 couvrent le cas général. On dit que A ⊂ Ω
est un évènement si A ∈ F .

Définition I.1. Une probabilité (ou une mesure de probabilité) est une fonction
P de l’ensemble des évènements F vers [0, 1] telle que :

4


