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PRESENTATION DE LA COLLECTION
“MATHEMATIQUES APPLIQUEES POUR
LA MAITRISE”

La Collection Mathématiques appliquées pour la maitrise a pour but de présenter les
principales théories mathématiques générales directement orientées vers les applications,
de les développer de maniére rigoureuse, et d’indiquer explicitement et avec précision la
trés grande variété de leurs applications.

Des théories mathématiques générales orientées vers les applications sont, notamment,
les fondements de 'analyse des équations différentielles et aux dérivées partielles, linéaires
ou non, qui “gouvernent” tellement de situations en Physique, en Mécanique, en Chimie,
etc., et jusqu’en Econométrie ! Ce sont aussi les outils principaux de I’ Analyse Numérique,
préalables obligés au traitement sur ordinateur : analyse numérique matricielle, méthodes
de 'optimisation, méthodes de différences finies ou d’éléments finis pour I’approximation
des solutions d’équations aux dérivées partielles ; c’est aussi la Statistique, dont les appli-
cations sont universelles, et ot I'ordinateur a apporté, 1a encore, une impulsion nouvelle
considérable ; c’est aussi la Mécanique des Solides et la Mécanique des Fluides dont une
connaissance déja sérieuse est indispensable a tout mathématicien appliqué.

Ces théories générales sont, dans la Collection, développées de maniére rigoureuse, par
le biais des solutions les plus synthétiques, les plus élégantes et les plus “confirmées” ;
clle fournissent ainsi tous les outils nécessaires pour aborder la grande majorité des
problémes posés quotidiennement par les applications. Les théories générales présentées
dans cette Collection ont d’ailleurs été élaborées pour faire face précisément aux applica-
tions, c’est-a-dire a des problémes posés dans des disciplines parfois trés éloignées
des mathématiques mais néanmoins susceptibles d’étre formalisés de fagon mathéma-
tique.

Ces mémes théories devraient également servir de point de départ pour I’étude des
nouveaux problémes posés par les applications ; il est en effet essentiel de savoir que ces
nouveaux problemes, d’importance fondamentale, se présentent sous la forme de ques-
tions complétement “ouvertes”. Aprés le préalable d’'une modélisation mathématique
souvent déja imparfaite, la seule fagon de les aborder réside alors dans un traitement
“massif” sur ordinateur, a l’aide précisément des méthodes et des outils fondamentaux
présentés dans cette Collection.
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C’est pourquoi cette Collection, qui s’adresse a tous les étudiants du Deuxiéme
Cycle de Mathématiques dites “appliquées™, mais aussi (au moins pour certains de ses
volumes) aux étudiants du Deuxieéme Cycle de Mathématiques dites “pures”, de Méca-
nique, de Physique, aux éléves des Grandes Ecoles d’Ingénieurs, . . ., devrait non seulement
initier ses lecteurs a des théories rigourcuses et élégantes, tout en leur fournissant un outil
déja utilisable dans de trés nombreuses applications, mais aussi, nous I’espérons. leur
donner le désir d’aller bien au-dela.

Pour I’accueil compréhensif qu’elle a bien voulu réserver a cette Collection, il nous
est particuliérement agréable de remercier la maison Masson, en la personne notamment
de M. J. F.Le Grand. Nous tenons également a remercier bien vivement M. A. Warus-
fel, dont I'activité et le dévouement ont beaucoup contribué a la conception et a 1’éla-
boration de cette Collection.

P.G. CIARLET J. L. LIONS



PREFACE

L’objet essentiel de cet ouvrage est de donner, tout en restant dans des limites raison-
nables, une description et une analyse relativement complétes des méthodes les plus
couramment utilisées en Analyse Numérique Matricielle et en Optimisation.

A Theure ou, dans tous les domaines scientifiques, apparait la nécessité d’utiliser les
méthodes numériques les mieux adaptées aux performances spectaculaires des ordina-
teurs, je souhaite que cet ouvrage contribue non seulement a montrer I’efficacité des
méthodes d’emploi universel qui y sont décrites, mais aussi & mettre en évidence l’intérét
que peut présenter leur analyse mathématique. Si le premier aspect intéresse surtout les
utilisateurs éventuels, et le second les lecteurs épris de rigueur mathématique, il n’est pas
interdjt d’espérer que ce livre pourrait susciter, chez les uns comme chez les autres, un
intérét simultané pour ces deux caractéristiques complémentaires de I’Analyse Numérique.

Cet ouvrage s’adresse tout particuliérement aux étudiants de premiére année de la
Maitrise de Mathématiques Pures, de la Maitrise de Mathématiques et Applications
Fondamentales, de la Maitrise de Mécanique, ainsi qu’aux éléves de premiére année des
Grandes Ecoles. Mais il devrait également étre utile aux Ingénieurs, Physiciens, Méca-
niciens, Biologistes, Economistes, ..., qui souhaitent avoir une idée des méthodes
numériques constamment utilisées aujourd’hui, et étre en mesure de mettre en ceuvre
certaines d’entre elles.



VIII PREFACE

En raison du niveau mathématique relativement modéré que recquiert cet ouvrage
(surtout dans sa premiére partie), la plupart des matiéres qui y sont traitées pourraient
“glisser™ progressivement dans I’enseignement mathématique des Classes Préparatoires
aux Grandes Ecoles et des Dipldmes d’Etudes Universitaires Générales. C’est 12 un de
mes veeux les plus chers, qui, s’il correspond avant tout a une inclination personnelle,
me semble aussi répondre a un simple souci d’équité : est-il en effet raisonnable de se
limiter aux formules de Cramer et d’ignorer les méthodes de Gauss et de Cholesky ?
Est-il en effet raisonnable de se limiter au polyndme caractéristique et a la réduite de
Jordan et d’ignorer ’existence de la méthode QR et de la méthode de Givens-House-
holder ? Est-il en effet raisonnable de rejeter les coniques et autres quadriques dans les
ténébres extérieures et d’ignorer I'intérét de la notion de direction conjuguée pour la
minimisation d’une fonctionnelle quadratique ?

Dans tous les cas, ’enseignant devrait pouvoir adapter facilement ’ouvrage au gré de
ses besoins et au niveau de son auditoire. A titre indicatif, un enseignement semestriel
de trois heures hebdomadaires correspond au contenu des chapitres 1 a 6, ou a celui
(de niveau un peu plus élevé) des chapitres 7 & 10, ou encore a celui des chapitres 4 a 8.

On a supposé les lecteurs déja familiarisés avec les principales propriétés des matrices
(notamment le calcul matriciel), les espaces vectoriels normés de dimension finie (conti-
nuité et dérivabilité des fonctions de plusieurs variables, compacité, applications linéaires,
etc.). S’il est vrai que dans la deuxiéme partie, il est fait usage des espaces de Banach, des
espaces de Hilbert, et du calcul différentiel dans les espaces vectoriels normés quelconques,
les définitions et résultats correspondants sont toujours rappelés avec précision, et surtout,
les lecteurs peu enclins & ce genre de généralisations pourront sans aucun inconvénient
continuer a “rester en dimension finie”. C’est dans le méme esprit qu’on s’est volontaire-
ment abstenu d’utiliser la notion de convergence faible, sauf dans une démonstration ;
mais il s’agit d’un résultat d’existence en dimension infinie, dont I’analogue en dimension
finie est démontré par ailleurs de fagon élémentaire.

Les caractéristiques suivantes de I’ouvrage méritent, croyons-nous, d’étre signalées :

— réunion dans un méme volume de I’ Analyse Numérique Matricielle et de I’Optimisation,
avec passage progressif, et nombreuses références, de I’'une a ’autre ;

— ordre choisi pour les matiéres traitées et les préliminaires correspondants, qui
correspond 3 un niveau mathématique généralement croissant ;

— importance de la place accordée aux rappels et compléments mathématiques néces-
saires ;

— description de problémes variés, issus de la Physique, de la Mécanique, de I’Econo-
mie, etc., conduisant a la résolution de problémes d’Analyse Numérique Matricielle ou
d’Optimisation ;

— démonstrations complétes, et aussi simples que possible ;

— souci pédagogique : place accordée aux aspects descriptifs, présence de Com-
mentaires Bibliographiques, d’'un Index, existence d’un Recueil d’Exercices trés complet.

*

* *

D’une fagon plus précise, dans la premiére partie (chapitres 1 a 6), plus spécialement
consacrée a I’ Analyse Numériqiie Matricielle, on trouvera :
— les rappels et compléments nécessaires sur les matrices et sur les normes (vectorielles
ou matricielles), ces derniéres étant d’un usage constant dans toute la suite (chapitre 1) ;
— quelques notions sur le conditionnement d’un probléme d’Analyse Numérique
Matricielle (chapitre 2) ;



PREFACE X

— quelques apergus sur la variété des méthodes de I’Analyse Numérique (méthodes de
différences finies ou d’approximation variationnelle pour les problémes aux limites,
d’interpolation, d’approximation au sens des moindres carrés, etc.) qui conduisent a un
systéme linéaire ou a un probléme de valeurs propres (chapitre 3) ;

— la description et I’analyse des principales méthodes directes (de Gauss, de Cholesky,
de Householder ; cf. chapitre 4) et itératives (de Jacobi, de Gauss-Seidel, de relaxation;
¢f. chapitre 5) de résolution des systémes linéaires ;

— la description et ’analyse des principales méthodes de calcul des valeurs propres
(de Jacobi, de Givens-Householder, QR) et des vecreurs propres des matrices.

Dans la deuxiéme partie (chapitre 7 a 10), plus spécialement consacrée a 1’Optimisation,
on trouvera :

— les rappels et compléments nécessaires sur le calcul différentiel dans les espaces vec-
toriels normés (chapitre 7) et sur les espaces de Hilbert (chapitre 8) ;

— une introduction progressive a I’Optimisation, par le biais de ’étude des multipli-
cateurs de Lagrange, des extremums des fonctions réelles, de la convexité, et de la méthode
de Newton (chapitre 7) ;

— la description de problémes variés (approximation de problémes aux limites linéaires
et non linéaires, problémes d’origine “économique”) qui conduisent & la minimisation de
fonctionnelles, avec ou sans contraintes (chapitres 8 et 10) ;

— la description et ’analyse des principales méthodes de I’Optimisation : méthode de
relaxation, méthodes de gradient 3 pas optimal, a pas fixe ou variable, méthode du
gradient conjugué, méthode de pénalisation (chapitre 8), méthode d’Uzawa (chapitre 9),
méthode du simplexe (chapitre 10) ;

— une introduction a la dualité : lemme de Farkas-Minkowski, relations de Kuhn et
Tucker, Lagrangiens et points-selles, application ala programmation linéaire (chapitres
9 et 10).

Pour une description plus compléte des matiéres traitées, les lecteurs se reporteront
aux introductions des chapitres.

Les résultats importants sont énoncés sous forme de théorémes, les plus importants
d’entre eux étant repérés par une fléeche dans la marge. Un “Z” dans la marge signale
généralement une difficulté, ou un “piége” inattendu, qui peuvent étre de nature trés
variée. De nombreuses remarques accompagnent le texte. Bien qu’elles puissent étre en
principe sautées en premiére lecture, elles ne doivent pas étre négligées ; leur role est en
effet d’aider les lecteurs, en situant mieux certains résultats, en signalant des cas parti-
culiers intéressants, en mentionnant la possibilité ou I'impossibilité de certaines extensions.
etc.

De nombreux exercices, de difficulté trés variable, complétent ce présent ouvrage
dans un Recueil d’Exercices dela méme collection. Certains, qui se présentent sous la
forme de problémes apportent des compléments parfois trés importants et il y est fait
référence dans le texte.

On trouvera deux types d’informations bibliographiques : il s’agit soit de références
“ponctuelles™ (& propos d’un résultat précis, d’un exercice, etc.), qui apparaissent sous
forme de notes en bas de page, soit de références de caractére plus général. Ces derniéres
sont classées par sujet sous la rubrique “Commentaires Bibliographiques”, placée en fin
d’ouvrage. Les lecteurs intéressés par la programmation effective des méthodes étudiées au
fil des chapitres y trouveront a cet égard des indications bibliographiques précieuses.
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Lors de la rédaction, de nombreux collégues et étudiants ont bien voulu me faire part
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RAPPELS ET COMPLEMENTS
SUR LES MATRICES

Introduction

Ce chapitre a pour but de rappeler, et de démontrer, un certain nombre de résultats
relatifs aux matrices et aux espaces vectoriels de dimension finie, et dont un usage constant
sera fait dans toute la suite de I’ouvrage.

On suppose les lecteurs déja familiarisés avec les propriétés élémentaires des espaces
vectoriels de dimension finie (le calcul matriciel notamment), pour lesquelles on revoit au
paragraphe 1.1 les principales notations et définitions, ainsi que la notion de décomposition
par blocs d’une matrice, qui est a signaler pour son importance en Analyse Numérique
Matricielle.

Afin de rendre ’ouvrage aussi “autonome” que possible, tous les résultats importants
pour la suite sont démontrés, en particulier la réduction d’une matrice quelconque a la
forme triangulaire, la diagonalisation des matrices normales (théoréme 1.2-1), et ’équi-
valence d’une matrice a la matrice diagonale de ses valeurs singuliéres (théoréme 1.2-2).
A cet égard, il convient de signaler que nous n’aurons pas a utiliser le théoréme de Jordan.
Nous examinons ensuite (théoréme 1.3-1) les caractérisations des valeurs propres des
matrices symétriques ou hermitiennes par I'intermédiaire du quotient de Rayleigh, notam-
ment les caractérisations par “min-max” et par “max-min”.

On passe ensuite en revue les normes vectorielles les plus couramment utilisées en Ana-
lyse Numérique Matricielle, qui sont des cas particuliers des “normes [,” (théoréme 1.4-1),
puis on calcule les normes matricielles subordonnées correspondantes (théoréeme 1.4-2),
un exemple de norme matricielle non subordonnée a une norme vectorielle étant donné au
théoréme 1.4-4. On rappelle également (théoréme 1.4-5) les conditions d’invertibilité
de matrices de la forme (I+B), et on montre (théoréme 1.4-3) que le rayon spectral
d’une matrice est la borne inférieure des valeurs de ses normes, ce dernier résultat servant
ensuite & démontrer deux résultats relatifs a la suite des puissances successives d’une méme
matrice (théoréme 1.5-1 et 1.5-2), qui jouent un réle fondamental dans I’étude des métho-
des itératives de résolution de systémes linéaires étudiées au chapitre 5.

1.1. Principales notations et définitions

Soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie n, sur le corps R des nombres réels,.ou sur
le corps C des nombres complexes ; s’il n’y a pas lieu de distinguer, on dit qu’il s’agit du
corps K des scalaires.
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Une base de Vest un ensemble {ey, e,, ..., ,} de n vecteurs linéairement indépendants
de V, qu’on notera (¢;)7_,, ou simplement (e;) si aucune confusion n’est a craindre. Tout
vecteur v € ¥V admet alors une décomposition unique

n
V= Z vié;,
i=1

les scalaires v;, que nous noterons parfois (v);, étant les composantes du vecteur » sur la
base (e;). Lorsqu’une base est fixée sans ambiguité, on peut ainsi identifier V a K" ; c’est
pourquoi il nous arrivera également de noter v = (v;)]_;, ou simplement (v;), un vecteur
de composante v;.

n
En notation matricielle, le vecteur v = Z vie; sera toujours représenté par le vecteur
i=1
colonne

et on désignera par vT et v* les vecteurs lignes suivants :
g
* = = =
0T = (010,...0,), V* = (0,0,...0,),

ou, en général, & désigne le nombre complexe conjugué du nombre . Le vecteur ligne »T
est le vecteur transposé du vecteur colonne v, et le vecteur ligne v* est le vecteur adjoint
du vecteur colonne v.

L’application (-, -): VXV — K définie par

n
@v)y=0Tu=uTvo=3 up; si K=R,
i1

— ¥, — ¥y — _ .
(u’ 7’) =vu=uv = uv; S1 K=C,

i

1

est appelée produit scalaire euclidien si K = R, hermitien si K = C, ou canonique si I’on
ne précise pas le corps des scalaires. Si I’on souhaite rappeler la dimension de I’espace,
on écrira

(us 7')) = (u’ v)m

Soit ¥ un espace muni de son produit scalaire canonique. Deux vecteurs v et v de ¥ sont
orthogonaux si (u, v) = 0. Par extension, on dit qu’un vecteur v est orthogonal a une partie
Ude V, et on note v | U, lorsque le vecteur v est orthogonal a tous les vecteurs de U.
Enfin, un ensemble {vl, R vk} de vecteurs de ’espace V est dit orthonormal si

i, v) =0y 1=<i j=<k,

ou 0;; est le symbole de Kronecker : 0;; = 1sii =j,0;; =0sii # j.

Soit Vet W deux espaces vectoriels sur le méme corps, munis de bases (ej);?=1
et ( f)L, respectivement. Relativement a ces bases, une application linéaire

A VW

est représentée par la matrice & m lignes et n colonnes :

411 4x2 ain
ap; Ay Aan
A=1|- . . ,
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les éléments a;; de 1a matrice A étant definis de fagon unique par les relations
m
oie,-:Za,—,—f,-, l=j=<n

i=1

Autrement dit, le j-éme vecteur colonne

de la matrice A représente le vecteur cfe; dans la base (f)7;. On appelle
(aiais - - - Gin)

le i-éme vecteur ligne de la matrice A.

Une matrice a m lignes et n colonnes est appelée matrice de type (m, n), et on note
HAm, n(K), ou simplement o, », Uespace vectoriel sur le corps K formé par les matrices
de type (m, n) 2 éléments dans K. Un vecteur colonne est donc une matrice de type (m, 1)
et un vecteur ligne une matrice de type (1, n). Une matrice est dite réelle ou complexe
selon que ses éléments sont dans le corps R ou dans le corps C.

Une matrice A d’éléments a;; est notée

A = (a;j),

le premier indice 7 étant toujours celui de la ligne et le second, j, celui de la colonne. Etant
donné une matrice A, on désigne par (A4);; I’élément de la i-¢éme ligne et de la j-éme
colonne.

La matrice nulle et le vecteur nul sont désignés par la méme lettre 0.

Etant donné une matrice A €A, ,(C), on note A* €A, (C) la matrice adjointe
de la matrice A, définie de fagon unique par les relations :

(Au, v),, = (u, A*v), pourtout u€ C?, v€ Cm,

qui entrainent (A*);; = d;;. De la méme fagon, étant donné une matrice A = Am, (R),
on note AT € of,, (R) la matrice transposée de la matrice A, définie de fagon unique
par les relations

(Au, v),, = (u, ATv), pourtout u€ R", »€ R™,
qui entrainent (AT);; = a;;.
REMARQUES. (1) On peut encore définir la matrice transposée d’une matrice complexe,

n

mais c’est une notion d’intérét moindre, I’application u, v — Z u;v; n’étant pas un
i=1

produit scalaire dans C".

(2) On a préféré la notation AT 2 la notation habituelle *A, cette derniére étant davan-
tage adaptée a la notion de base duale ; la notation AT rappelle la dépendance de la
notion de matrice transposée sur un produit scalaire particulier, le produit scalaire
canonique en I’occurrence. B

A la composition des applications linéaires correspond la multiplication des matrices :
Si A = (ajx) est une matrice de type (m, /) et B = (by;) de type (/, n), leur produit AB est
la matrice de type (m, n) définie par

!
(AB);; = kz aiby; .
=]

On rappelle que (AB)T = BTAT, (AB)* = B*A*.
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Soit A = (a;;) une matrice de type (m, n). On appelle sous-matrice de la matrice A
toute matrice de la forme

ailjl ai: A cee aixjg
Qiyj, Qigj, - a,-,j'
. . . ,
aipjl a,-pj. “ae a,-qu
les entiers i et j; vérifiant
Ilsii<ipa<...<p=s=m; 1<sji<jo<...<j=n

Soit A = (g;;) la matrice représentant une application linéaire de ¥ dans W, et soit
V=V1®V2® ...@VN, W=W1®W2®... @WM

des décompositions des espaces V' et W en sommes directes de sous-espaces Vet Wi,
de dimensions ny et m; respectivement, engendrés par des vecteurs de base. A ces décom-
positions des espaces V et W, on associe la décomposition par blocs de la matrice A :

A [Ar2] ... AN

A21[A22( o oo |A2n

IS YHE Pl =y

Aut [Au2| o o o Aun

chaque sous-matrice A;y, de type (m;, njy), représentant une application linéaire de
I’espace V;dans I’espace W,. L’intérét de telles décompositions par blocs est que certai-
nes des opérations définies sur les matrices restent formellement les mémes, “les coefficients
a;; étant remplacés par les sous-matrices Aj;”. Mais attention a I'ordre des facteurs !

Ainsi, soit A = (A;x) et B = (Bky) deux matrices, de type (m, /) et (I, n) respective-
ment, décomposées par blocs, la décomposition correspondant a l'indice K étant la méme
pour chaque matrice. Alors la matrice AB admet comme décomposition par blocs

AB = (Cy), avec Cy =) AxBgs,
%

et on dit qu’on a effectué le produit par blocs des deux matrices.
N
De la méme fagon, soit v un vecteur de I’espace V, et soit v = Z vy, V7€ Vy, sa
J=1
décomposition (unique) associée a la décomposition de ’espace ¥ en somme directe.
Le vecteur Av € W admet alors

M N
Av =Y w;, avec w;= ) Ayvy,
=t =1

comme décomposition unique associée a la décomposition de I’espace W en somme
directe. Il est équivalent de considérer que les vecteurs v et Av sont décomposés en blocs :

v, Wy

vy W N
v=||—| Av=| — |, wr= ) Apvy,

: =1

UN WM

et que I’on a effectué le produit par blocs de la matrice A et du vecteur v.
q
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Une matrice de type (n, n) est dite matrice carrée, ou matrice d’ordre n si ’on veut
préciser I’entier # ; 1l est alors commode de dire qu’une matrice est rectangulaire lorsqu’el-
le n’est pas nécessairement carrée. On note

dn = dn, n ou (/%n(K) = C%n, n(K)v

Panneau des matrices carrées d’ordre n, a éléments dans le corps K.

Sauf mention du contraire, les matrices considérées jusqu’a la fin de ce paragraphe sont
carrées.

Si A = (a;;) est une matrice carrée, les éléments a;; sont appelés éléments diagonaux,
et les éléments a;;, i % j, sont appelés éléments hors-diagonaux. La matrice unité est la
matrice

1= (6,1)

Une matrice A est inversible s’il existe une matrice (unique si elle existe), notée A1 et
appelée matrice inverse de la matrice A, telle que AA™! = A™'A = 1. Dans le cas contrai-
re, on dit que la matrice est singuliére. On rappelle que, si A et B sont des matrices in-
versibles

(AB)! = BIAT, (A1 = (A7), (AD7I = (ATY".

Une matrice A est :

symétrique si A est réelle ct A = AT ;
hermitienne si A = A* ;
orthogonale si A est réelle et AAT = ATA =1 ;
unitaire si AA* = A*A =1 :
normale si AA* = A*A.
Une matrice A = (a;;) est diagonale sia;; = O pouri # j ;onlanote

A = diag (a:;) = diag (ay. a9, -« +, Aun)-

La trace d’une matrice A = (a;;) est définie par
n
tr(A) = Z aj; .
i=1

Soit &, le groupe des permutations de 'ensemble {1, 2, ..., n}. A tout élément o € S,
on associe la matrice de permutation

P, = (6iu(j))-

On notera qu’une matrice de permutation est orthogonale.

Le déterminant d’une matrice A est défini par

dét (A) = Z Faag(l)laq(g)(_, oo aa(")” N
€S,

ou ¢, désigne la signature de la permutation o.

Les valeurs propres 7.; = 2,(A), 1 < i < n, d’une matrice A d’ordre n sont les n racines,
réelles ou complexes, distinctes ou confondues, du polynéme caractéristique

paiH€ C—~ pa(h) = dét(A—2)

de la matrice A. La spectre de la matrice A est le sous-ensemble
n
sp (&) = | {ha)
i=1

du plan complexe. On rappelle les relations
w(A) = ¥ A(A), dét(A) = [] M(A),
i=1 i=1
tr(AB) = tr(BA), tr(A-+B) = tr(A)-+tr(B),
dét(AB) = dét (BA) = dét(A) dét (B).
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Le rayon spectral d’une matrice A est le nombre =0 défini par
o(A) = max{|4(A)| ; 1 <i<n}.
A toute valeur propre 4 d’une matrice A est associé¢ (au moins) un vecteur p tel que
p#0 et Ap=Jp,

appelé vecteur propre de la matrice A, correspondant @ la valeur propre A. Si A € sp(A),
le sous-espace vectoriel
{fveV,; Av=1Iv}

(de dimension au moins égale a 1) est appelé sous-espace propre, correspondant a la valeur
propre A.

On conviendra que dans la décomposiiion par blocs A = (A;;) d’une matrice carrée,
les sous-matrices diagonales A j; sont toujours carrées.

Etant donné deux espaces vectoriels de dimensions finies (mais non nécessairement
égales) Vet W, le rang d’une application linéaire of : V — W est égal  la dimension du
sous-espace vectoriel

Im(ct) ={cAveEW ; veV}

Si les espaces V et W sont munis de bases, vis-a-vis desquelles I’application £ est re-
présentée par une matrice A, le rang de of est aussi égal au plus grand ordre des sous-
matrices (carrées) inversibles de la matrice A. C’est pourquoi le rang de of est aussi
appelé rang de la matrice A. On le note r(A).

Faisons enfin une remarque générale, valable pour toute la suite : Toutes les fois que
ce sera “raisonnablement” clair, on ne mentionnera pas les ensembles d’indices. C’est
ainsi que si A = (a;;) est une matrice de type (m, n) on se contentera d’écrire

max{min g;;}, aulicude max {min a;};

! 7 l=i=m l=<j=n
c’est ainsi qu’on écrira seulement
pipi = 0ij, aulieude p¥p; =6y 1<ij=<n,

s’il est clair que les indices 7 et j décrivent le méme ensemble {1, 2, ..., n}, etc.

1.2. Réduction des matrices

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie 1, et soit of : V — V une application
linéaire, représentée par une matrice (carrée) A = (a;;) relativement a une base (¢;).
Relativement a une autre base (f;), la méme application est représentée par la matrice

B =P7IAP,

ou P est la matrice inversible dont le j-€me vecteur colonne est formé des composantes du
vecteur f; dans la base (e;). La matrice P est appelée matrice de passage, de la base (e;)
dans la base ( f;).

Une méme application linéaire o étant ainsi représentée par différentes matrices selon
la base choisie, le probléme se pose de trouver une base vis-a-vis de laquelle la matrice
représentant ’application soit “aussi simple que possible”. De fagon équivalente, étant
donné une matrice A, il s’agit de trouver parmi toutes les matrices semblables 4 1a matrice
A, c’est-a-dire de la forme P7AP, P : matrice inversible, celles qui ont une forme “aussi
simple que possible” : c’est le probléme de la réduction d’une matrice.

Le cas le plus “favorable” est celui ou il existe une matrice inversible P telle que la
matrice P~1AP soit diagonale, auquel cas on dit que la matrice A est diagonalisable.
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On notera que, dans ce cas, les éléments diagonaux de la matrice P~2AP sont les valeurs
propres ll, 22, ..., Ay de la matrice A, et que le j-éme vecteur colonne de la matrice P est
formé des composantes (relativement a la méme base que pour la matrice A) d’un vecteur
propre correspondant a A j ; onaen effet 'équivalence

P7IAP =diag(4) < Ap; =Ap;, 1<j=n.

Autrement dit, une matrice est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de vec-
teurs propres.

Il existe des matrices qui ne sont pas diagonalisables (exercice 1.2-1). Pour de telles
matrices, le théoréme de Jordan donne la forme la plus simple des matrices semblables ;
nous renvoyons le lecteur intéressé par ce résultat aux Commentaires Bibliographiques
donnés en fin d’ouvrage. Pour ce qui nous concerne, le résultat qui suit, de démonstration
beaucoup plus simple, suffit pour tous les besoins ultérieurs.

Nous rappelons tout d’abord les définitions suivantes : une matrice A = (g;;) d’ordre
n est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour [ > j, et triangulaire inférieure si a;; = 0 pour
i < j. S’iln’y a pas lieu de distinguer, on dit que la matrice est triangulaire.

Théoréeme 1.2-1. (1) Etant donné une matrice carrée A, il existe une matrice unitaire U telle
que la matrice UXAU soit triangulaire.

(2) Etant donné une matrice normale A, il existe une matrice unitaire U telle que la
matrice U7IAU soit diagonale.

(3) Etant donné une matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale O telle que
la matrice O™YAO soit diagonale.

DEMONSTRATION. (i) Démontrons d’abord la propriété (1) pour des matrices de
passage non nécessairement unitaires. Cette propriété est vraie pour n = 1 ; supposons
la démontrée pour les matrices d’ordre (n— 1). Notons of : ¥ — V I’application linéaire
associée a la matrice A. Cette application posséde au moins un vecteur propre f;, cor-
respondant  une valeur propre A. Soit alors &, . . ., &, des vecteurs tels que (f3, &, - - -, &,)
soit une base de V. De la sorte,

Oﬁfl =}-f1, d&j :(ijl'f‘@ﬁj, 2=<j=n,
ot B est une application linéaire du sous-espace W engendré par les vecteurs &, . . ., &,.
n
D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une base (f})7_, de W, avec f; = Z Vii€»
=

dans laquelle I’application B est représentée par une matrice triangulaire supérieure.
Des égalités

A=W cAfi= (3 wp) it 2=i=n

=2

on déduit que ’application of est représentée par une matrice triangulaire supérieure
dans la base (f)).
(it) Utilisant le procédé de Gram-Schmidt, on construit une base (¥;)7_,, orthonormale,
et telle que
J i
up = z VijSrs l<j=<n; fi= Zﬂh‘ub l<i=<n
k=1 =1

Comme par ailleurs
J
oi‘,j}= Zb,-jf,-, 1<j=n,
i=1
d’apres (i), il s’ensuit que cfu; est une combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., 4;, ce
qui montre que I’application of est encore représentée par une matrice triangulaire
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supérieure par rapport a la base (1;). Comme la base (4;) est orthonormale, la matrice
de passage correspondante est unitaire.
(iii) Posons
T = (1;;) = UIAU = U*AU.

Si la matrice A est normale (A*A = AA*), la matrice T I’est aussi, puisque
T*T = U*A*UU*AU = U*A*AU.
La matrice T étant triangulaire supérieure,

n
Z |12 =TTy =Ty =1, P dou 1, =0, 2<k=<n,
k=1

n
Y okl = (TT")pe = (T*Tag = |15, d0U 1y, =0, 3 <k <n,
K=2

etc., ce qui montre que la matrice T est diagonale.

(iv) Si la matrice A est symétrique, le vecteur propre f; et la valeur propre 4 de (i) sont
réels, et les raisonnements précédents sont encore valables, en remplagant partout “uni-
taire” par “orthogonal” et “matrice adjointe™ par “matrice transposée”.

REMARQUES. (1) Les matrices de passage vérifiant les conditions de I’énoncé ne sont
pas uniques (considérer par exemple A = I).

(2) Les éléments diagonaux de la matrice triangulaire U™1AU de (1), ou de la matrice
diagonale UAU de (2), ou de la matrice diagonale de (3), sont les valeurs propres de la
matrice A. En conséquence, ce sont des nombres réels si A est une matrice hermitienne
ou symétrique, et des nombres complexes de module 1 si la matrice A est unitaire ou
orthogonale.

(3) Il résulte de (2) que toute matrice hermitienne ou unitaire est diagonalisable par une
matrice de passage unitaire.

(4) Si O est une matrice orthogonale, le raisonnement précédent montre I'existence d’une
matrice unitaire U telle que la matrice D = U*OU soit diagonale (les éléments diagonaux
de D étant de module 1), mais la matrice U n’est pas en général réelle, c’est-a-dire ortho-
gonale. On trouvera des indications a ce sujet a I’exercice 1.2-2. B

On appelle valeurs singuliéres d’'une matrice A carrée les racines carrées positives des
valeurs propres de la matrice hermitienne A*A (ou ATA si la matrice A est réelle). Ces
derniéres sont toujours = 0, puisque de la relation A*Ap =Ap, p £ 0, on déduit
(Ap)*Ap = Ap*p. On notera également que les valeurs singulieres sont toutes > 0 si et
seulement si la matrice A est inversible. En effet

Ap=0= A’Ap = 0= p*"A*Ap = (Ap)*Ap=0= Ap = 0.

Deux matrices A et B de type (m, n) sont dites équivalentes s’il existe une matrice
inversible Q d’ordre m et une matrice inversible P d’ordre n telles que

B = QAP.

Naturellement, il s’agit d’une notion plus générale que celle de la similitude des matrices.
On peut d’ailleurs démontrer que toute matrice carrée est équivalente a une matrice
diagonale :

Théoréme 1.2-2. Si A est une matrice réelle carrée, il existe deux matrices orthogonales
UetV telles que
UTAV = disg(u,),
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et si A est une matrice complexe carrée, il existe deux matrices unitaires U et V telles que
U*AYV = diag(u;).

Dans les deux cas, les nombres Ui = 0 sont les valeurs singuliéres de la matrice A.

DEMONSTRATION. Pour fixer les idées, supposons la matrice A complexe. D’aprés le
théoréme 1.2-1, il existe une matrice unitaire V telle que

V*A*AV = diag(u?),

les nombres u; = 0 étant les valeurs singuliéres de la matrice A. Notant fi le j-éme
vecteur colonne de la matrice AV, cette égalité matricielle s’écrit encore

fifi=uy, 1<ij=<n

Soit {uy, tg, - .., /L,} I’ensemble (peut-étre vide !) des valeurs singuliéres nulles ; par
conséquent,
f[i=0 1=is=r
Posons
up=pi, rtl=j=<n,
de sorte que I’on a déja
ujup =0, r+l=<i j=<n.

Ensuite, on “compléte” par des vecteurs u;, 1 < i =< r, tels que
ll?llj = 6,‘1', 1l<ij=<n

Alors la matrice U de j-éme vecteur colonne u; répond a la question : d’une part, la
relation ci-dessus montre que c’est une matrice unitaire et, d’autre part,
0= udy, 1<j=<r,
(U*AV),'J' = llrf, = . .
piuiup = wdy, r+l<j<n.

La démonstration est analogue si la matrice A est réelle. B

1.3. Propriétés particuliéres aux matrices
symétriques et hermitiennes

Pour fixer les idées, nous allons considérer dans ce qui suit le cas des matrices hermitien-
nes, mais il est entendu que tout le contenu de ce paragraphe s’applique aussi bien au cas
des matrices symétriques, en remplagant partout “hermitien”, “unitaire”, “complexe”,
“matrice adjointe” par “symétrique”, “orthogonal”, “réel”, “matrice transposée”,
respectivement.

Rappelons que toutes les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles, et que
toute matrice hermitienne est diagonalisable, la matrice de passage étant unitaire (théoréme
1.2-1). 1l existe, de surcroit, diverses caractérisations remarquables des valeurs propres
d’une matrice hermitienne, qui font I’objet du théoréme 1.3-1 ci-dessous. Pour les énon-
cer, il nous faut tout d’abord une définition.

Soit A une matrice carrée représentant une application linéaire d’un espace V sur le
corps C, muni de son produit canonique. Le quotient de Rayleigh de la matrice A est
I’application

RA V- {O} -C
définie par
(Av, v) v*Av

Ra@) = w,v) v

, v # 0.






