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A mon grand-pére Jean.

Avant-propos

La physique de la maticre condensée est la science qui étudie la structure et les phases
de la matiere organisée. Elle couvre un domaine tres large qui va de la physique des
solides a la physique de la matiere molle en passant par les phases exotiques telles que les
cristaux liquides ou les condensats de Bose-Einstein. Grace aux outils de la mécanique
quantique, il est possible de décrire avec précision un grand nombre des propriétés de la
matiere de 1’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique. Cet ouvrage présente ces
outils et expose les principes nécessaires a la compréhension des phénomenes physiques
dans les matériaux. Une palette de comportements apparait alors tels que le magnétisme
ou la supraconductivité, avec des spécificités tres diverses. L’intérét pour le domaine de
la matiere condensée est sans cesse renouvelé avec la conception et I’étude de nouvelles
classes de matériaux. Un exemple récent est celui des isolants topologiques qui sont
qualifiés de matiere non triviale, car contrairement a ce qui est observé dans la plupart
des matériaux, leur transition de phase ne s’accompagne pas d’une brisure de symétrie.

Au sens large, le domaine de la matiére condensée a été récompensé par de nom-
breux prix Nobel de physique depuis la création de celui-ci. Voici les récipiendaires
de ce début de XXI° siecle : Zhores Alferov, Herbert Kromer et Jack Kilby en 2000
pour leurs travaux en électronique rapide et pour 1’invention du circuit intégré, Eric
Cornell, Wolfgang Ketterle et Carl Wieman en 2001 pour la réalisation d’un conden-
sat de Bose-FEinstein et I’étude des ses propriétés, Alexei Abrikosov, Vitaly Ginzburg et
Anthony Leggett en 2003 pour leurs travaux théoriques en supraconductivité et supra-
fluidité, Albert Fert et Peter Griinberg en 2007 pour la découverte de magnétorésistance
géante dans les multicouches magnétiques, Charles Kao, Willard Boyle et George Smith
en 2009 pour leurs travaux sur les fibres optiques et les dispositifs opto-électroniques,
Andre Geim et Konstantin Novoselov en 2010 pour leurs expériences sur le graphéne,
Serge Haroche et David Wineland en 2012 pour la réalisation d’expériences de mani-
pulation de systemes quantiques individuels, Isamu Akasaki, Hiroshi Amano et Shuji
Nakamura en 2014 pour la réalisation de diodes électroluminescentes bleues a faible
consommation, et enfin David Thouless, Duncun Haldane et John Kosterlitz en 2016
pour leurs travaux sur les transitions de phase dans la matiere topologique. Ainsi, méme
si la physique de la matieére condensée fait moins réver que 1’astrophysique ou la gravité
quantique, elle demeure incontournable dans le sens ou elle permet d’imaginer, de tes-
ter et de comprendre de nouveaux dispositifs et phénomenes physiques, en particulier &
I’échelle nanoscopique.

Vi
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Notations utilisées

Symboles grecs

Symbole Signification
a(ﬁ) Intégrale de recouvrement des orbitales atomiques distantes de R
70 Intégrale de transfert entre sites premiers voisins
y(l_é) Intégrale de transfert entre orbitales atomiques distantes de R
A Gap supraconducteur
A Longueur de London
u Potentiel chimique
H; Potentiel chimique intrinséque
His UR Potentiels chimiques des réservoirs L et R
Mo Uy, Mobilités des électrons et des trous
& Longueur de cohérence
II Coefficient de Peltier
p Résistivité
P Résistivité de Hall
p(x) Densité de charge
ps(F.1) Densité de paires de Cooper
o Conductivité
op Conductivité de Drude
c Matrice de Pauli
T, T, Temps de relaxation = Temps moyen entre deux collisions
G Orbitale atomique
b, br Phases des supraconducteurs dans une jonction Josephson
X Susceptibilité magnétique
Y.(F) Fonction d’onde
o, = eB/m | Fréquence cyclotron
®p Fréquence de Debye




Notations utilisées

; =2eV /h | Fréquence Josephson
Q Volume du cristal
Q75 Volume de la premiere zone de Brillouin

Symboles latins

Symbole Signification
A1) Vecteur potentiel
j((%) Vecteur connexion de Berry
a Distance inter-atomique
d, ay, dy Vecteurs de base du réseau de Bravais
B Champ magnétique
E(}) Vecteur courbure de Berry
Bg Fonction de Brillouin
B, Champ magnétique critique
Zl R 52, 53 Vecteurs de base du réseau réciproque
C,C, Nombre de Chern
Cy, Chaleur spécifique
ﬁi ; Vecteur de Dzyaloshinsky-Moriya
E Champ électrique
Ep Energie de Fermi
E, Energie du gap
E, Energie du bas de la bande de conduction
E, Energie du haut de la bande de valence
E; E, Energie des accepteurs, des donneurs
E (7%), E;, e Relation de dispersion d’une bande d’énergie
F Force
F Energie libre
f(E) Fonction de distribution hors-équilibre

Jo(E), [L(E), fr(E)

Fonction de Fermi-Dirac, du réservoir L, R




Notations utilisées

G Conductance électrique
G;(’j”’r, G;{;”’r, QZ‘;‘” Fonctions de Green Keldysh, avancée, retardée
g(E) Densité d’états
H Hamiltonien
T Vecteur courant électrique
1, Courant critique
I, 1, Courant électrique dans les réservoirs L et R
J, Fonction de Bessel d’ordre n
Ji.Jg Courant de chaleur dans les réservoirs L et R
Jij Intégrale d’échange entre les spins des sites i et j
K Vecteur du réseau réciproque
K Conductance thermique
K. K,K, K, Constante d’anisotropie
K, Constante de couplage entre supraconducteurs
k Vecteur d’onde
kg Norme du vecteur d’onde au niveau de Fermi
M Tenseur de masse effective
Mg Aimantation spontanée
(M) Aimantation moyenne
m, m’;l Masses effectives des électrons et des trous
N (E) Nombre d’états d’énergie inférieure a E
N, P, Densités équivalentes d’é€lectrons et de trous
N, N, Densités de donneurs et d’accepteurs
N ;, N; Densités de donneurs et d’accepteurs ionisés
N(w) Fonction de distribution de Bose-Einstein
flig Opérateur densité d’électrons de spin ¢ sur le site i
n,ng, Ny Densité d’électrons, de spin up, de spin down
Hg, Dy H; Densité d’électrons et de trous, densité intrinseque
ng(F,1) Densité de paires de Cooper
b Impulsion

Xl



Notations utilisées

R Vecteur du réseau de Bravais
§i Vecteur représentant le spin du site i
S Entropie
Sr Coefficient de Seebeck
Syp(@) Corrélation des courants des réservoirs a et f
T Vecteur de translation
T Opérateur permettant d’ordonner dans le temps
T Température
T, Température critique
T(E) Coefficient de transmission
t(E) Amplitude de transmission
U@, 1) Opérateur d’évolution
U Energie d’interactions coulombiennes
v Energie interne
u;{(?) Amplitude de la fonction d’onde de Bloch
V Tension appliquée
| 4G) Potentiel cristallin
V Valeur moyenne du potentiel cristallin V (¥)
(k) U; Vitesse de groupe des électrons
Vg Vitesse de Fermi
w Largeur de bande
Z Fonction de partition
z Nombre de premiers voisins

Xl
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Chapitre @

Gaz d'électrons

....- |ntroduction ecesscscsecs ....,‘.‘

Dans ce chapitre, nous montrons comment isoler dans I’hamiltonien qui décrit un solide
la partie régissant le comportement des électrons en utilisant I'approximation de Born-
Oppenheimer. Nous obtenons ainsi une équation de Schrédinger qui ne porte que sur la
partie électronique du systéme. Les électrons sont alors traités comme un gaz d'électrons
libres. Les niveaux d'énergie associés a ces électrons sont discrets et leur occupation obéit
au principe d’exclusion de Pauli. Dans un solide macroscopique, le spectre d'énergie du
gaz d'électrons libres devient néanmoins continu.

eesescsesececceseseccscescsseseccscrsesen,
®ececcccecescsccccscsceccsccccccscsccne®

. o
Sececcsseseccccsceses cececcssesesces eececcssesecccne®

-._.- Objectifs . :.,.. Plan sesessesansatsanscrne,,
I'approximation de

Born-Oppenheimer et |'expansion de
Sommerfeld.

2RI le spectre d'énergie d'un gaz
d’électrons libres.

ceccscses

Grand hamiltonien

Approximation de
Born-Oppenheimer

Electrons libres

Densité d'états H

DI le vecteur d’onde de Fermi, Chaleur spécifique

I'énergie de Fermi et la densité d'états.

eesececescsceseseccnccscscssesescscsca,
®ececcccccccscscescscsccccccscscscscee

o000 0O

Conclusion

o
of

s

“

n Grand hamiltonien

Un solide est constitué d’un trés grand nombre d’atomes qui eux-mémes sont constitués
d’un noyau central lourd chargé positivement (protons + neutrons), d’un nuage d’élec-
trons de coeur chargé négativement et tres fortement lié au noyau et de Z électrons
faiblement couplés au noyau, appelés électrons de valence. L’ensemble noyau central
plus électrons de coeur est vu comme un ion de charge +Ze. Pour certains matériaux,
en particulier les métaux alcalins (Li, Na, K, Rb, Cs, Fr), les degrés de liberté internes
aux ions ne jouent pas de role significatif. Le solide peut dont étre vu comme un réseau
d’ions positifs immergés dans un gaz d’électrons de valence. Le systeme est alors décrit
par le grand hamiltonien : H = H, + H;,,, + H,

ions el—ions> 4VEC

h2v?2 1 o2
TS AL S o

2 pry dreg|r; = 7,




Chapitre 1 ¢ Gaz d’électrons

vy Z2e?
Hp=-Y —tsly_ Z¢ (12)
ions ~ 2M Za;éﬂ 47[50|Ra_Rﬁ|
Ze?
Hel—ions =- (13)

i,a 47[80|§ - ?l

oll £, est la permittivité du vide et V? = 02 + 02 + 02 Les vecteurs R «p €L 7, font
référence aux positions des ions et des electrons de Valence respectivement. Les sommes
sont effectuées sur les positions 7; des électrons de valence et sur les positions Ra des
ions du matériau.

Le premier terme dans H, correspond a I’énergie cinétique des électrons de valence
de masse m tandis que le second terme est le potentiel coulombien répulsif entre ces
électrons de valence de charge —e. Le premier terme dans H,,,, correspond a I’énergie
cinétique des ions de masse M tandis que le second terme est le potentiel coulombien
répulsif entre ces ions de charge +Ze. Enfin le terme H_;,,, correspond au potentiel
coulombien attractif entre les électrons de valence et les ions (d’ou le signe négatif). La
présence du facteur 1/2 devant le second terme de H,, (respectivement H; ) vient du
fait que nous avons une double somme sur les positions des €lectrons (respectivement

des ions), ce qui revient a compter deux fois chaque interaction.

La validité du grand hamiltonien est soumise aux restrictions suivantes : les degrés
de liberté internes aux ions ne doivent pas jouer de rdle significatif et les corrections
relativistes doivent étre négligeables. Il faut néanmoins savoir qu’en matiere condensée
certains effets (et non des moins intéressants) ont une origine relativiste liée a la présence
d’un couplage spin-orbite, comme par exemple I’effet Hall anormal, 1’effet Hall de spin
ou encore |’effet Rashba (voir chapitre 9). Les effets relativistes devront alors étre pris
en compte.

Typiquement nous avons M ~ 10*m, donc M >> m. Cela signifie que les élec-
trons de valence se déplacent beaucoup plus rapidement que les ions. Partant de cette
constatation, deux approches ont été principalement envisagées pour résoudre H :

1. Une approche basée sur un calcul ab-initio de I’état fondamental du systéme consis-
tant a rechercher la configuration des ions qui minimise I’énergie du syste¢me, afin
d’obtenir les positions d’équilibre I_éa des ions sur le réseau. Il est ensuite possible
d’étudier diverses excitations du systeme telles que les phonons (vibrations des ions),
les plasmons (ondes de densité de charge) et les magnons (ondes de densité de spin).
Mais cela nécessite des calculs numériques lourds qui sont limités a une petite cen-
taine de particules (pour raison de temps de calcul) alors qu’un solide contient de
I’ordre de 10?* atomes !

2. Une approche basée sur un calcul approximatif, dans le cadre de I’approximation de
Born-Oppenheimer développée en 1927 par Max Born et Robert Oppenheimer, qui
consiste a supposer que le réseau d’ions est gelé (les positions des ions sont supposées
fixes) et a extraire du grand hamiltonien la partie qui ne concerne que les électrons
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e Approximation de Born-Oppenheimer

de valence. La dynamique de ces derniers sera alors traitée indépendamment de
la dynamique des ions. C’est cette approche que nous présentons dans la section
suivante.

€) Approximation de Born-Oppenheimer

Les ions se déplacent trés lentement par rapport a 1’échelle de temps caractérisant le
mouvement des électrons, ainsi, a chaque instant, nous pouvons supposer que les élec-
trons sont dans 1’état fondamental électronique pour une configuration particuliere des
ions (approximation adiabatique). Il est alors possible d’isoler dans I’équation de Schro-
dinger la partie qui agit sur les degrés de liberté électroniques. Cette approximation est
valable dans la limite M > m. Elle consiste a séparer la dynamique des électrons de la
dynamique des ions. En conséquence, la fonction d’onde P(7, ﬁ) qui décrit le systeéme
complet s’écrit comme le produit de deux fonctions d’onde décrivant chacun des deux
sous-systemes :

¥(7, R) = ¥,,(7, B, (R) (1.4)

ons

ot ¥ = {F;} est 'ensemble des positions des électrons de valence et R = { ﬁa} est
I’ensemble des positions des ions. L’approximation de Born-Oppenheimer revient éga-
lement a supposer que la fonction d’onde ¥, (7, R) vérifie 1’équation de Schrédinger
suivante :

(Hy + Heions) Y7, R) = Eq(R)\Yy(F, R) (1.5)

ou E, dépend de la configuration des ions (de positions ﬁ) mais pas de celle des
électrons (de positions F).

Voyons maintenant quelles sont les conséquences de ces hypotheses. Partant de
I’équation de Schrodinger pour le systeme global :

HY(, R) = E¥Y(#, R) (1.6)
nous avons :

(Hy + Hipps + H

ons

el—ions) lI“el(?’ R')‘Pions(jé) = E\Ijel (7’ E)Lpions(l_é) (1 7)

En utilisant I’équation (1.5), nous obtenons

0ons ons

(Eel(fz) + H) ¥ (7 R, (R) = E¥,F R, (R) (1.8)
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Nous multiplions par ¥ (7, R)a gauche de chacun des deux membres de cette équation
et nous intégrons sur les positions de I’ensemble des électrons, ce qui donne :

/ d7 W', (7, R) (Eel(ﬁ) + Hions> ¥ (7, )Y, (R)
- / dF W, R)EW (7. R, (B (1.9)

qu’il est possible de réécrire sous la forme

(Eel(ft)+HionS) / d7 W (F, )W (7, R) Wiony(R)

o >

n'g

=1

=E / d7 ¥ (F, ) 4 (F, R) 0 (R) (1.10)

ons

o /

g

=1
Nous venons ainsi de montrer que 1’équation de Schrodinger pour les ions dans le cadre
de I’approximation de Born-Oppenheimer est :

(Eel(l—é) + Hions> lIJions(l_é) = EY, (E) (11 1)

ons

Le terme E correspond a la contribution adiabatique des électrons a I’énergie du réseau.
Pour obtenir ce résultat, nous avons utilisé la relation de fermeture

/ d7 W (F, ¥, (F, R) = 1 (1.12)

qui correspond a la probabilité de trouver I’ensemble des électrons dans le solide, soit 1.

Remarque. Nous avons séparé 1’équation de Schrodinger associée aux ions (équa-
tion (1.11)) de celle associée aux électrons (équation (1.5)). L’équation de Schrédinger
électronique contient la plupart des ingrédients permettant d’avoir acces a la structure
de bande et a toutes les propriétés physiques qui en découlent. De ce fait, I’équation de
Schrodinger pour les ions est rarement résolue explicitement.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la partie électronique de 1’équation de
Schrodinger obtenue dans le cadre de 1’approximation de Born-Oppenheimer et nous
allons considérer les deux cas de figure suivants :

1. Le cas ou les électrons sont complétement libres, H,

elions = 0, qui est traité dans la

section suivante.

2. Le cas ou les électrons voient le réseau périodique d’ions, qui sera traité dans le cha-
pitre 3 consacré a la théorie des bandes. Nous serons alors amenés a faire la distinction
entre la limite d’une interaction H, faible entre les électrons et les ions (approxi-

mation des électrons presque libres) et la limite d’une interaction H,_, . forte dans

1—ions

laquelle les électrons sont fortement liés a leur atome d’origine (approximation des
liaisons fortes).
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Electrons libres

Nous faisons I’hypotheése que H_;,,, = 0, ainsi I’équation de Schrodinger vérifiée par
la fonction d’onde associée aux électrons, donnée par I’équation (1.5), se réduit a :

Hel‘Pel(F) = EellPel(?) (113)

Le vecteur position R des ions 1’ apparait plus dans I’équation de Schrodinger associée
aux électrons dans la mesure ou H, = 0. Par la suite, nous utilisons H = H,
E=E, et¥ =Y, pour alléger les notations.

1—ions

3.1 Etat fondamental des électrons dans une boite

Nous allons calculer les propriétés de 1’état fondamental de N électrons dans une boite
cubique de coté L en supposant que les électrons soient libres, ¢’est-a-dire :

— qu’ils ne ressentent pas la présence des ions (H_;,,s = 0);

— qu’ils ne ressentent pas la présence des autres électrons (les interactions coulom-
biennes entre les électrons sont négligées).

Cette derniere hypotheése permet de passer d’un probleme a N-électrons (NN -corps) a
un probléme a 1-électron (1-corps). Nous avons donc a résoudre un systeme a un seul
électron confiné dans un volume Q = L3 dont la fonction d’onde W(7) obéit a I’équation
de Schrodinger :

HY®F) = EY(7) (1.14)

ot H = —h*V?/2met V? = 97 + 0 + 07 avec les conditions aux bords de Born-von-
Karman qui imposent que la fonction d’onde soit identique sur les bords opposés de la
boite (conditions périodiques aux bords), c’est-a-dire :

Y(x,y, L) =¥(x,y,0)
Y(x,L,z)=¥(x,0,z) (1.15)
W(L,y,z)="¥(0,y,z2)

Ceci constitue un probleme standard de mécanique quantique dont les solutions sont les
fonctions d’onde planes :

_ U ik
Y@ = e (1.16)

ol k est un vecteur d’onde dont les composantes prennent des valeurs discretes (quanti-
fication) : k, = 2zn, /L, k, =2zn,/L etk, = 2zn, /L, avec n,, n, et n, entiers. Cela
conduit a une quantification de 1’énergie des électrons, c’est-a-dire que I’énergie prend
les valeurs discretes :

271'2712 2 2 2
Enynyun,) = = (2 40+ 02 (1.17)
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Démonstration

Sachant que I’hamiltonien s’écrit comme la somme de trois termes : H = H, +
H, + H_, nous recherchons ses valeurs propres et vecteurs propres sous la forme :
E=E+E,+E et ¥(x,y,z) = f(x)g(y)h(z). L’équation de Schrodinger HY(F) =
EWY(r) conduit alors a :

n? 9°f(x) 2’g(y) 9*h(z)
- h h
2 SO + TR =5 + 0=
=(E,+ E, + E,)f(x)g(»h(2) (1.18)
Il nous faut donc rechercher les solutions des trois équations différentielles :
n? 9 f(x)
— E =0 1.19
- HES() (1.19)
n? 9g(y)
— E =0 1.20
2m 9y +Eg(») (1.20)
h? 0%h(z)
— E h(z)=0 1.21
qui sont :
f(x) = CelVamE (1.22)
g(y) = Cje'VmE/h (1.23)
h(z) = C,e'V¥mE:z/h (1.24)

avec C,, C, et C, des constantes.

Remarque. Nous ne considérons pas les solutions du type
f(x) — Cxei\/ZmExx/h + Dxe—i\/ZmExx/Fl (125)

car les électrons doivent avoir la méme probabilité d’étre présents en tout point du so-
lide, c’est-a-dire que |W(7)|? doit étre indépendant de 7 (électrons délocalisés). C’est
bien le cas avec les solutions de 1’équation (1.22) mais pas le cas avec les solutions
du type C e/ V2MEX/h 4 D =iv2mEx/h,

Nous allons maintenant tenir compte des conditions aux bords de I’échantillon qui
sont f(L) = f(0), g(L) = g(0) et A(L) = h(0), ainsi :

) 242

JVIELN_| 5 p o= 2’:;; i (1.26)
) 242

SNVPELN | o | = 2”;; n (1.27)

m

) 242

JVIELM _ | o g = 2Eh o (1.28)

2T L2 e

ol n,, n, et n, sont des entiers, ce qui signifie que du fait de la taille finie du
systeme, 1’énergie va prendre des valeurs discrétes qui sont celles données par 1’équa-

tion (1.17). Introduisons maintenant le vecteur d’onde k dont les composantes sont
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k; = 2zn;/L, avec i € {x,y,z}. L’équation (1.22) permet de réécrire la fonction
d’onde solution de I’équation de Schrodinger sous la forme :

\P(;.’) — Cxcyczei\ﬂmExx/hel\/2mE}.y/hei\/2mE,z/h
= C,C,C.etelkrekss = CokT (1.29)
en accord avec I’équation (1.16). [ ]

—_Exercice d’application

Partant de H = —h*V?/2m et ¥(F) = Ce"E'F, montrer que la bande d’énergie des
électrons libres est donnée par E = h*k* [2m.

SOLUTION L’hamiltonien des électrons libres est H = —h*V?/2m, avec V* =
0? +6§ +0? et sa fonction d’onde est une onde plane () = Ce’*”, avec C constante.

Nous cherchons a déterminer 1’énergie propre E (%) telle que HY(F) = E (%)‘P(F).
Calculons

V2 gr R2C (0% | 0% | 0%\ ikxtikopri
HY - _ C ik-rF _ _ =z 4+ 4+ 2 ik x+ik,y+ik z
® om 2m <ax2 3y az2>e
_h2C

. I 2k2
— n+v <i2k2 + i2k2 + i2k2> ethx+lkyy+lkzz — h_k\lj(?) (130)
2m * 4 z 2m

ce qui conduit & E(k) = A2k /2m.

3.2 Spectre d’'énergie discret

L’équation (1.17) donnant 1’énergie des électrons dans une boite cubique de coté L
conduit a un spectre d’énergie discret représenté sur la figure 1.1(b) comportant les
valeurs successives des énergies suivantes :

E(0,0,0) = 0 (1.31)
242
E(1,0,0) = E0,1,0) = E(0,0, 1) = 2~ (132)
mL?2
242
E(1,1,0) = E(1,0,1) = E(©,1,1) = 2¥ - (1.33)
mL?2
672h?
E(,1,1) = 1.34
a.1n=%0 (1.34)
etc...

L’état fondamental des N électrons s’obtient en remplissant les niveaux d’énergie en
partant du plus bas qui est E(0,0,0), tout en respectant le principe d’exclusion de
Pauli dans la mesure les électrons sont des fermions : un méme état quantique ne peut
contenir plus d’un électron. Par exemple, si nous avons huit électrons (figure 1.1(b)),
nous en placons deux de spins opposés sur le niveau d’énergie E(0,0,0) = 0, les six
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Figure 1.1 — Représentation schématique (a) de la boite cubique étudiée, (b) de ses

niveaux d'énergie les plus bas, et (c) de la sphére de Fermi associée.

A titre d’exemple, huit électrons ont été placés sur les niveaux d’énergie en respectant le prin-
cipe d'exclusion de Pauli. Le niveau E(0,0,0) est non dégénéré, il ne peut donc accueillir que
deux spins (spin up + spin down) : le niveau E(1,0,0) est dégénéré trois fois car sa valeur coin-
cide avec celles de E(0,1,0) et E(0,0,1). Trois spins up et trois spins down peuvent donc étre
placés sur ce niveau.

autres pouvant étre placés sur le niveau 2z2h%/mL? qui est trois fois dégénéré dans la
mesure ol nous avons : E(1,0,0) = E(0,1,0) = E(0,0, 1).

Remarque. En augmentant la taille de la boite cubique, la distance entre deux
énergies consécutives peut étre rendue aussi petite que voulu (car inversement pro-
portionnelle a L?). Lorsque L est suffisamment grand (c’est le cas pour les matériaux
massifs), nous pouvons en pratique supposer que le spectre d’énergie discret devient
continu.

3.3 Densité d'électrons, énergie et surface de Fermi

Lorsque les N électrons sont ainsi placés sur les niveaux d’énergie successifs, une sphere
de rayon kj a été remplie dans I’espace des vecteurs d’onde k et la plus haute énergie
occupée est égale a E = h2k2F /2m. Elle est appelée énergie de Fermi. I1 est possible
de calculer le nombre d’états d’énergie inférieure a une énergie fixée E (ou de vecteur
d’onde inférieur a un k fixé) de la fagon suivante :

Volume de la sphere de rayon k

N(E)=2 (1.35)

Volume occupé par un état dans 1’espace des k
ou le facteur 2 vient des deux directions de spin (up et down) que nous pouvons placer
dans chaque état. Le volume de la sphére de rayon k est 47k /3, tandis que le volume
occupé par un état est (2z /L) car k, = 2zn /L, k,=2zn,/Letk, =2zn,/L, avec
Ny, nyetn, qui varient par saut d’une unité. Ainsi, nous avons :

4 k3
N(E) =23 KL
2_71_)3 37[2

L

(1.36)
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qui donne :

3 3/2
N(E) = % (z;Ln—zE) (1.37)

dans la mesure ol nous avons une bande d’énergie parabolique E = h?k?/2m.

L’équation (1.37) va nous permettre de calculer I’énergie maximale d’un électron
dans I’état fondamental du systéme, appelée énergie de Fermi E. Eneffet, pour E = E
nous avons N (Er) = N, le nombre total d’électrons de valence par atome dans le
solide, ce qui donne :

L3 (2mE 3/2
N=§< th> (1.38)

Introduisons a présent la densité d’électrons n = N /L3 (nombre d’électrons par unité
de volume), nous obtenons :

2
Ep = ;—m(37r2n)2/3 (1.39)

Ce résultat permet de définir le vecteur d’onde de Fermi kj tel que Ep = hzki /2m,
ainsi que la vitesse de Fermi v, = hkp/m = \/2Eg/m, le vecteur d’onde de Fermi
correspondant au rayon de la sphere de Fermi représentée sur la figure 1.1. Partant de
I’équation (1.39), nous montrons que k5 et n vérifient en dimension 3 la relation :

k3 =3xz*n (1.40)
Remarque. Les expressions (1.37), (1.39) et (1.40) sont valables en dimension 3
uniquement. En effet, les expressions des « volumes » difféerent en dimensions 1 et 2 (qui

sont en fait une longueur et une surface). Le calcul de N'(E), n et E en dimensions 1
et 2 fait I’objet des exercices 1.1 et 2.

Ordres de grandeur de n, E et k; dans un métal

Expérimentalement, la densité d'électrons n est déterminée par la mesure du coef-
ficient de Hall Ry via la relation Ry = py/B = 1/ne, avec py la résistivité de Hall
et B le champ magnétique appliqué (voir I'exercice 5.5 du chapitre 5). Par exemple,
les mesures donnent Ry = —1,7 x 10719 m3/C pour le lithium et R = 0,33 x 10710
m?3/C pour I'aluminium (3 température ambiante). Ainsi, dans un métal, le coefficient
de Hall est de I'ordre de Ry = 107'° m3/C, ce qui donne une densité d'électrons de
I'ordre de n =~ 102 m=3. Par ailleurs, la masse de I'électron est m ~ 1073 kg. Avec
la constante de Planck qui vaut 7 ~ 1073* J.s, cela donne E, ~ 10713 J ~ 10 eV,
kp~10°" m™ et v, ~ 10% m-s7!.
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a Densité d’'états

La densité d’états g(E) correspond au nombre d’états de 1’espace des vecteurs d’onde k
dont I’énergie est égale a E (par unité de volume). Elle apparait dans I’expression d’un
grand nombre de quantités physiques et elle apparait au niveau du calcul des moyennes
sur les états occupés. Soit a calculer par exemple la moyenne d’une quantité A sur les
états k :

dk
2n)?

(A) = % Z A(k) = A(k) (1.41)
k

ol d est la dimension et nous avons remplacé la somme discréte L™¢ Y ; -+ par une
somme continue (27)~¢ [ d k -+, car nous avons un nombre d’états macroscopiquement
grand.

Dans le cas ou la fonction A ne dépend de k qu’a travers I’énergie E, c’est-a-dire
lorsque A(E(%)), il convient de remplacer I’intégrale sur les vecteurs d’onde par une
intégrale sur la variable énergie. Nous avons alors :

(A) = / d Eg(E)A(E) (1.42)
ou la densité d’états par unité de volume est définie comme :
= [ 25k - B®) (1.43)
g Q) .

A titre d’illustration, nous allons calculer la densité d’états pour des électrons libres
en dimension 3 avec une bande d’énergie parabolique E(k) = h%k*/2m. Partant de
I’équation (1.43), nous avons en dimension 3 :

1
(2x)

2z T 0
— / do / sin 0d6 / KCdk6(E — EK)) (1.44)
Q2x)* Jo 0 0

N — ——

=2r =2

g(E)

/ d*kS(E — E(k))

ol {k,0,¢p} sont les coordonnées sphériques avec d>k=k’sin@dkdfd¢p (voir
annexe B). En utilisant d E(k) = h?kd k/m, nous obtenons :

2(E) L 4p / TUEGPER _ m sp By
(2rm)? 0 2 >
ny/2mE®)
m

= 27[2713/0 dE(k)\/2mE(k)6(E — E(k))

= " _\omE (1.45)

272h3
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car / dx f(x)6(x—xy) = f(xy). En tenant compte du degré de liberté de spin (facteur 2),
la densité d’états d’un gaz d’électrons tridimensionnel est finalement donnée par :

g(E) =

— 5 V2mE (1.46)

Il s’agit d’une fonction strictement croissante qui varie comme la racine de 1’énergie
(figure 1.2(a)).

La syntheése des résultats obtenus pour un gaz d’électrons 3D, a savoir la densité
d’électrons n, la relation entre n et kg, la densité d’états g(E) ainsi que 1’énergie in-
terne U” (calculée dans la section suivante), est donnée dans le tableau 1.1. Les relations
correspondantes pour les gaz d’électrons 2D et 1D sont également données. Elles sont
établies dans les exercices associés a ce chapitre (voir exercices 1.1 et 1.2).

g3p(E) A @  9n(E)A (b)
| » [ » F
0 0
g1ip(F) A () gon(E) A (d)
i » I — | —» F
0 0" F, E, E;

Figure 1.2 — Densité d'états des électrons libres en (a) dimension 3, (b) dimension 2,
(¢) dimension 1 et (d) dimension 0.
Voir les exercices 1.1 et 1.2 pour le calcul de gyp(E) et gqp(E). En dimension 0, la densité d'états
correspond par exemple a celle d'une boite de taille nanoscopique, appelée boite quantique.
Elle prend une valeur non nulle lorsque I'énergie E coincide avec les niveaux d'énergie discrets
E, de la boite, ainsi gyp(E) % 2 Y, 6(E — E,), ou § est la fonction delta de Dirac.

Tableau 1.1 — Synthése des expressions de la densité d'électrons, de la densité d'états
et de |'énergie interne a température nulle pour une bande parabolique en dimensions 3,
2 et 1 respectivement.

3D 2D 1D

2mEg)3/2 E 2+/2mE

Densité d‘électrons n=1Y @mEp™" m=r g
L4 372n xh2 h

Relation entre n et kg kg =372%n k,g =27n ke = %n

c s my/2mE m 1 2m

D ! E, = - LS L, /em

ensité d'états g(E) o3 —7 — =
. 3nE, E E,
Energie interne U aT =0 r; £ % %
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Remarque. La densité d’états par unité de volume peut également étre obtenue a
partir de I’expression du nombre d’états, N'(E), en dérivant ce dernier par rapport a
I’énergie E :

E
g(E) = L INE)

=7 (1.47)

dans la mesure ou g(E) compte le nombre d’états a une énergie donnée tandis que N (E)
compte le nombre total d’états jusqu’a 1’énergie E. Ce point peut étre vérifié en dérivant
I’expression (1.37) par rapport a ’énergie et en comparant le résultat a I’expression
(1.46).

folE) y fo(E)
1 1
T#0 T=0
o E - E
0 jz 0 uw=FEp

Figure 1.3 - Représentation de la fonction de distribution de Fermi-Dirac a température
non nulle (3 gauche), puis a température nulle (a droite).

©) Chaleur spécifique

La chaleur spécifique correspond a la quantité d’énergie a fournir pour élever la tem-
pérature du solide d’un degré. Elle s’obtient a partir de 1’énergie interne U du gaz
d’électrons en dérivant cette quantité par rapport a la température T a volume V'
constant : C, = 0U'/dT. Dans un premier temps, il nous faut donc calculer 1’énergie
interne V" associée au gaz d’électrons (gaz de Fermi). Dans cette optique, nous com-
mengons pas rappeler I’expression de la valeur moyenne d’une quantité donnée dans
I’ensemble grand-canonique dans le cas d’un gaz de Fermi.

5.1 Statistique de Fermi-Dirac

Soit une quantité quelconque a(E) dépendante de 1’énergie associée a un gaz d’élec-

trons. Sa valeur moyenne dans 1’ensemble grand-canonique, notée A = (a), est donnée

par! :

A=/ a(E)g(E)fy(E)YdE (1.48)

o

1. Nous renvoyons la lectrice/le lecteur intéressé par la démonstration de cette expression a I’ouvrage
« Physique statistique » de C. Texier et G. Roux, Dunod (2017), chapitre 11.
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e Chaleur spécifique

ou g(E) est la densité d’états, f,(E) = [1 + exp ((E - y)/(kBT))] ! est la fonction de
distribution de Fermi-Dirac, et y le potentiel chimique du gaz d’électrons. Le profil de
variation de la fonction de Fermi-Dirac est représenté sur la figure 1.3.

A température nulle, nous remarquons que :

— La fonction de Fermi-Dirac f(E) est égale a 1 pour E < u,eta 0 pour E > pu
(figure 1.3);

— Le potentiel chimique coincide avec I’énergie de Fermi : u(T' = 0) = Ep. La
démonstration est faite plus loin, voir équation (1.69).

En conséquence, a température nulle la valeur moyenne de a(E) s’exprime comme :

EF
AT =0) = / a(E)g(E)dE (1.49)

oo

5.2 Energie interne a température nulle

A température nulle, I’énergie interne est donnée d’apres I’équation (1.49) par :
Ep 3/2 Er
U= / Eg(E)E = —— (2_’”) / E3?dE (1.50)
—0 27[2 h 0
ol nous avons reporté 1’expression (1.46) de la densité d’états d’un matériau 3D qui est
nulle a énergie négative. Le calcul de I’intégrale conduit a :

e B ()" B

= = 1.51
5n2 h 5n2 (151
Or, nous avons k% = 37%n d’aprés 1’équation (1.40), donc :
3nEy,
V= 5 (1.52)

AT =0, I’énergie des électrons dans un matériau (gaz d’électrons) est donc pro-
portionnelle a 1’énergie de Fermi E, multipliée par la densité d’électrons n. A titre
de comparaison, nous rappelons que I’expression de 1’énergie interne d’un gaz parfait
est donnée par U = 3nkgT /2. Ainsi, I’énergie de Fermi d’un gaz d’électrons et la
température d’un gaz parfait jouent un role similaire.

5.3 Energie interne a température non nulle

A température finie, I’énergie interne est donnée d’apres I’équation (1.48) par :

U= / Eg(E)fy(E)dE (1.53)

Pour calculer cette intégrale, nous allons utiliser I’expansion de Sommerfeld suivante :
o " 7k, T?

/ h(E)fy(E)dE =/ h(E)dE + G b (u) (1.54)

13
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