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Avant-propos

Cet ouvrage est le fruit de plusieurs années d’enseignement dans le domaine de 1’électro-
magnétisme, dispensé aux étudiants de la troisieme de I’Ecole supérieure d’ingénieurs
en matériaux/développement durable et informatique/électronique (ESIREM), de la Li-
cence de physique (niveaux II et IIT), du Master de physique (PLM-NANO), et du Master
enseignement (MEEF), a I’Université de Bourgogne. Il regroupe les notions indispens-
ables pour bien comprendre I’électromagnétisme, depuis les équations de Maxwell dans
le vide, jusqu’a la propagation des ondes dans les milieux anisotropes, en passant par
les ondes dans les milieux diélectriques, les milieux conducteurs, et les guides d’ondes.

L’ouvrage est constitué de douze chapitres. Les principaux outils mathématiques,
nécessaires au traitement des notions qui y sont abordées, sont regroupés au sein du
premier chapitre de ’ouvrage. Viennent ensuite les énoncés des lois de I’électromag-
nétisme classique, la notion d’onde plane puis les aspects énergétiques. La propagation
des ondes dans les milieux matériels (diélectriques isotropes, milieux conducteurs) est
abordée a partir du quatrieme chapitre. La propagation en milieu confiné, c’est-a-dire
dans les guides d’ondes, est ensuite traitée et détaillée dans diverses géométries. La
notion de modes de propagation y est présentée. Un chapitre entier est consacré a la
propagation des ondes dans la fibre optique. La nature vectorielle du champ électromag-
nétique est une des caractéristiques essentielles des ondes électromagnétiques, qui est
pleinement mise en lumicre dans I’ouvrage et utilisée dans les quatre derniers chapitres
pour analyser la propagation des ondes dans les milieux diélectriques anisotropes. Ces
derniers chapitres sont structurés de fagon a faire évoluer progressivement la présenta-
tion des phénomenes de propagation, depuis la configuration la plus simple (propagation
selon un axe principal d’un diélectrique anisotrope) jusqu’au cas le plus général (prop-
agation dans une direction quelconque). La particularité des milieux anisotropes est
également pointée des lors qu’il s’agit de s’intéresser aux rayons lumineux présents dans
ces matériaux.

Chaque chapitre de I’ouvrage est constitué d’un cours suivi de ses points clefs et d’une
sélection de questions de cours et d’exercices d’entrainement entierement corrigés. Les
questions de cours et exercices d’entrainement ont été méticuleusement sélectionnés
afin de consolider I’acquisition des notions essentielles abordées dans chaque chapitre,
tout en donnant un apergu de I’intérét pratique de 1’électromagnétisme.

De plus, quelques encarts bibliographiques ou a caractére didactique illustrent cer-
taines applications quotidiennes de 1’électromagnétisme (chauffage a induction, four a
micro-ondes, communications par fibre optique...).

Nous saurons gré aux lecteurs de nous signaler toute erreur qui, malgré notre
vigilance, se serait glissée dans cet ouvrage.

Les auteurs

Dijon, Juin 2017
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Notions mathématiques
d’'introduction
a I'électromagnétisme

Un champ de mais correspond a un domaine bien défini de |'espace qui contient des
tiges de mais. Notons que toutes les tiges de mais ont rarement la méme hauteur et
qu’elles ne sont pas toutes parfaitement orientées a la verticale. Si on assimile la tige de
mais a un vecteur, on peut dire qu'un champ de vecteurs est un domaine qui contient
beaucoup de vecteurs de longueurs et d’orientations différentes. En électromagnétisme,
on utilise des opérateurs (divergence, rotationnel, gradient) pour caractériser |'état d'un

champ vectoriel.

*e
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la notion de champ, que |'on Notion de champ
associe aux grandeurs physiques de

I'électromagnétisme.

FelTaNiiiTeYg les outils mathématiques qui

permettent de caractériser un champ.

(O TLENIT) les principaux opérateurs

vectoriels utilisés dans |'expresssion
des lois fondamentales de
Iélectromagnétisme : divergence,
gradient, et rotationnel.

Flux d'un champ vectoriel
Divergence d'un vecteur
Théoréme de la divergence

Circulation d'un champ de
vecteur

Rotationnel d'un vecteur
Gradient d’une fonction

Laplacien Scalaire

Laplacien vectoriel

Opérateur nabla

68680000 0000

Angle solide
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Notion de champ

Certaines grandeurs physiques couramment utilisées ne peuvent étre définies de maniere
pertinente que par la donnée de la valeur de cette grandeur en différents points d’un mi-
lieu. Un exemple de telles grandeurs est la température. On ne peut définir de maniére
pertinente la température (qu’il fait ou qu’il fera) sur un pays qu’en précisant sa valeur en
différents endroits du pays. De maniere générale, lorsqu’on associe a tout point M(X,y,z)
d’un milieu, une valeur U (M, ¢) d’une grandeur physique, on dit qu’on a défini un champ
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de cette grandeur physique. Par exemple, la donnée des valeurs de températures en dif-
férents endroits d’un territoire correspond a la définition d’un champ de température
pour ce territoire.

Un champ peut étre de nature scalaire ou vectorielle selon qu’il est défini par une
grandeur physique scalaire (la température) ou vectorielle (le champ de gravitation
terrestre).

o Un champ est dit uniforme dans une région donnée D si la grandeur définissant ce
champ a la méme valeur en chaque point de cette région :

UM, 1) =U(®) yMeD

« Un champ est dit stationnaire (ou permanent) si la grandeur définissant ce champ ne

dépend pas du temps :
UM,Hn=UM) VM v

@) Flux d'un champ vectoriel

2.1 Définition

DEFINITION 1.1

o Le flux d'un champ A a travers un élément de surface élémentaire dS situé en un
point M repéré par le vecteur OM = 7 s'écrit :

ddp = A(r) - dS = A(r) - i xdS

oU 7 représente le vecteur unitaire normal a I'élément de surface dsS.
o Le flux de A a travers une surface macroscopique S s'écrit :

¢<m=//m-ﬁ
g

Remarque Dans le cas d’une surface fermée, le vecteur dS = dS7i est défini 2 partir
de 1’é1ément de surface d.S et de la normale orientée 7. Par convention la normale est
orientée positivement de I’intérieur vers 1’extérieur de la surface S.

A

ds
Figure 1.1- Calcul de flux.
2.2 Propriétés

Considérons une surface fermée S entourant un volume V. On peut séparer V' en deux
volumes V, et V s’appuyant sur le méme contour fermé C,. Ainsi § = S, + Sp,
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@ Flux d'un champ vectoriel

ou S, et Sz sont les surfaces entourant respectivement les volumes V, et V.

q;S(Z):// Z(r)-I?’=// Z(r)-ﬁ+// A0 - dS
s S, Sy

= ¢, (Z) + g, (Z)

De maniére générale, si S est I'union de plusieurs surfaces disjointes, S = S| + .5, +
S35+ ..., alors

bs (Z> = b5, (Z) + by, (Z) + g, (Z) T
Propriété de linéarité : ¢ S(oclfTl + O‘QI‘TQ) =« d)S(Z) + o d)s(sz)-

2.3 Application

Appliquons ces propriétés au calcul du flux d’un champ E sortant d’un cube
infinitésimal de volume AT = AxAyAz.

E=Eu +E,u +E,u,.

d$ =d¢,(CBFG+ DAEH)+ dp,(ABCD + EFGH)+ dp;(ABFE + DCGH)
= [Ey (x,y+Ay,z)— E, (x,y, z)] AxAz + [EX (x+Ax,y,2)— E_ (x,, z)] AyAz
+ [EZ Ly, z+Az)—E, (x,, z)] AxAy.

0E, OE, QEF, =
dp = +—+ dxdydz = div(E) dt
0x oy 0z

Ax - 0; Ay—>0; Az—>0

Ona :lim

A
E l H G z+Az
E,
—p C
7 )
- “ANa e F
i uy ISm— . z -
u_r‘/ a y v+ A -
P .. o —— B
SX a
x+Ax

Figure 1.2- Cacul du flux a travers un cube élémentaire.
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On remarque que le flux du vecteur E a travers la surface fermée entourant le volume
élémentaire dt est €gal au produit de la quantité div(E) par le volume dt. Cette quantité
est appelée divergence du vecteur E.

Divergence d'un vecteur

La divergence d’un vecteur E est un scalaire défini par :

. JE, OE, QJF,
div(E) = o +a—y+ 32

a Théoréme de la divergence

Le flux d’un vecteur E a travers une surface fermée S est égal a la divergence de ce
vecteur dans le volume V¢ délimité par la surface .S.

// E-ﬁ:/// div(E)dt
s Vs

Ce théoreme généralise le résultat précédent obtenu pour un volume élémentaire.

€ Circulation d’'un champ de vecteur

Considérons un champ E dans une région donnée ou

I’on a défini une courbe I' orientée (c’est-a-dire sur B
laquelle on a défini un sens positif) allant d’un point I
A a un point B. On appelle circulation du vecteur

Ele long de cette courbe, I'intégrale curviligne : M dM

A
CAB:/E-TM
r

5.1 Propriétés

Figure 1.3 - Circulation d'un
vecteur.

Linéarité:/(AlVlH\sz)-N:AI/VI-NH\Z/Z-W
r r r

Changement de sens : /

v.m:_/v.m
AB BA

Relation de Chasles : /
A

Circulation le long d’un contour fermé : j{ V - dM
Ty

V~d—M:/ V-d—M+/ V-dM siA B,etC € T
B AC CB

La circulation le long d’un contour fermé est indépendante du point de départ sur le

contour?{?-&ﬁ: Vm, VCEFf
r, cc
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© Circulation d'un champ de vecteur

5.2 Application

Considérons un champ E= E, u;+E, u,+ E_ u,, défini dans I’espace tridimensionnel
Oxyz. On se propose de calculer la circulation du champ E sur un contour élémentaire
fermé, de forme rectangulaire, ABCD. On désigne par dC, la circulation du champ E
lorsque ce contour est placé dans un plan perpendiculaire a I’axe Ox, et par dC,, (ou dC,)
la circulation de E lorsque le contour est placé dans un plan perpendiculaire a I’axe Oy
(ou Oz).

Evaluons les composantes du vecteur dC = dC, @, + dC, ii, + dC. ir..

yoy z7z
o

b Ao E,
.J + A) c B L

1_) E.\'

7 D EA —

ﬁ_r ; :

@) l_f= ."-l X + Ax *

X

Figure 1.4 - Circulation d'un vecteur le long d'un contour élémentaire.

 Calcul de dC,
dC, = Ax E, (x,y,2) + E,(x + Ax,y,2)Ay — Ax E, (x,y + Ay, z) — E, (x, y, 2)Ay

En utilisant un développement en série de Taylor limité au 1°" ordre (étant donné que
Ax < 1 et Ay < 1, pour un contour élémentaire), on peut écrire que :
OE, 0E,
E, (x+Ax,y,z)~ E, (x,y,2)+—=——Axet E (x,y+ Ay, z) ~ E (x,y, z) + —Ay.
7 Y 0x oy
aEy_aEx dxdy = aEy_aEx
Ox oy 0x dy

On remarque alors que la circulation du vecteur E sur le contour fermé ABCD
placé dans un plan perpendiculaire a I'axe Oz, est égal au flux de la grandeur

On en déduit que dC, ~ ] ds,.

O0E, OE,| _
F X u, a travers la surface d.S, = dx dy délimitée par ce contour.
X y
En procédant de maniere analogue, nous obtenons :
dC. = 0E, OE, dydz = 0E, O0E, d4s
Y| oz ox | T oz 0x 7
ac, = |2 _ 250 gpaz = [ 2B g
Ty "0z | VT oy T oz |

Ici aussi, on remarque que la circulation du vecteur E sur chaque contour est égale au
flux d’une certaine grandeur physique a travers la surface délimitée par le contour.
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, , [aEZ aEy] [aEX aEZ]
Cette grandeur physique, qui a pour composantes , - , et
0 0z Ox

0E, 0OE
dx 0 y
Le rotationnel renseigne sur le caractére tourbillonnaire de I’orientation d’un champ
vectoriel. En effet, lorsque la composante du rotationnel selon un axe donné est non
nulle, cela signifie qu’au voisinage de cet axe, I’orientation du champ E varie en fonc-
tion du point d’observation, de telle sorte qu'un déplacement dans la direction de E
conduirait a une rotation autour de cet axe. Autrement dit, les lignes du champ E tournent

y 0z

X

] (selon les axes Ox, Oy et Oz), est appelée rotationnel du vecteur E.

autour de 1’axe considéré.

G Rotationnel d'un vecteur

Le rotationnel d’un vecteur E est un vecteur défini par:
0E, OE,]_ 0E, O0E.|_ 0E, 0E,].
u, u, + u,

0x dy

dy 0z 0z 0x

que I’on peut aussi mettre sous la forme suivante :

Tot(E) = [

—— _ QE _ JE _ OE
ot(E)=u AN—+u,A—+ U, N —
(E) 7 0x Y7 0y £ 0z

Théoreme 1.1 e o e O P T T PP PP .

Théoréme du Rotationnel (théoréme de Stokes)

i La circulation d’un vecteur E sur un contour fermé est égale au flux du

i rotationnel de E a travers toute surface ouverte s’ appuyant sur ce contour :

fﬁ-ﬁi:// 7oi(E) - dS
r, Sp

o o
..............................................................................

Gradient d'une fonction

Soit f(x, y, z) une fonction scalaire définie en tout point M(x, y, z) d’un milieu donné. La

différentielle de cette fonction, que ’on note d f, représente la variation de cette fonction

lorsqu’on passe du point M(x, y, z) a un point infiniment voisin M(x+dx, y+dy, z+dz).
Cette différentielle a pour expression :

of of
—dy+ —=—d
dy v+ 0z z

C[af - L of. df -
= |32 ux+ayuy+az u,
= grad(f) - dM

df=a—fdx+
0x

- [dxW, + dy7, + dz7,
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Opérateur nabla

Le gradient d’une fonction f se définit, dans le syst¢eme de coordonnées cartésiennes,
par :

min=L a4
0x y

Il est a noter que df est maximum lorsque dM est parallele a grad(f). Autrement dit,

le gradient indique la direction de la plus grande variation d’un champ scalaire, et
I’intensité de cette variation.

€) Leplacien scalaire

Le laplacien scalaire est I’opérateur différentiel défini par 1’application de ’opérateur
gradient suivie de I’opérateur divergence :

A =div ( grad >
Le laplacien scalaire d’un champ V' (x, y, z) est un champ scalaire défini par :
AV =div (grad V>

N . L o o’V 2V %V
Dans un systeme de coordonnées cartésiennes, il s’écrit : AV = + + .
0x2  0y?  0z2

€) Leplacien vectoriel

Le laplacien vectoriel d’un champ vectoriel A est un champ vectoriel défini par
AA=AAu, +AAju, + AA,. Dans le cas d’un systtme de coordonnées cartésien-

nes, AA a pour composantes :

Q%A . Q%A . Q%A

AA, 0x2 0y? 0z2
ax |- %A, . %A, . 0%A,
Y 0x2 9y 022
A4, NA, NA, %A,
0x? * 0y? * 0z2

Opérateur nabla

L’opérateur nabla, couramment noté V, est un opérateur vectoriel défini en coordonnées

L. o= 0 - 0 _ 0 _
cartésiennes comme suit: V. = — U, + — U, + — U,.
0x oy 0z
Cet opérateur possede les caractéristiques d’un vecteur, mais qui aurait pour par-

ticularit¢ d’étre constitué de composantes qui ne prennent pas de valeurs réelles.
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Les composantes du vecteur V sont plutdt des opérateurs en attente d’argument.
Cependant, on peut manipuler les composantes de V exactement comme on manipule
les composantes scalaires d’un vecteur ordinaire (mais avec quelques précautions liées
au fait que V nest pas commutatif avec toutes les opérations).

L’opérateur V est un outil trés commode pour manipuler aisément les principaux
opérateurs différentiels :

e Gradient : grad f = v f
 Divergence : divA=V -4
« Rotationnel : ol A=V A A

A
' _ - 2 @
-Laplac1en:Af=<V'V>f=(vz)f:(@+a_yz+@>f‘

 Laplacien vectoriel : AA = (VZ) A

Angle solide

L’angle solide est 1’analogue tridimensionnel de
I’angle plan (bidimensionnel).

Un angle plan 0 se construit a partir du point
de croisement de deux demi-droites (figure 1.5). A
cet angle 0, on peut associer I’arc de cercle (L) que
cet angle découpe sur un cercle (de rayon R) cen-
tré au point d’intersection des deux demi-droites :
L = R 0. On peut donc écrire que :

Figure 1.5- Angle plan.

0=L.
R
Dans I’espace tridimensionnel, la portion de I’es-
pace analogue a un angle plan est un cone (fig-
ure 1.6). L’ouverture de ce cOne est appelée angle '
solide, couramment noté Q. Par analogie avec le rap-
port L/ R pour I’angle plan, I’angle solide se définit \/

comme le rapport de la portion de surface S’ que le
cone découpe sur une sphere de rayon R, au carré du
rayon R :

S

Figure 1.6 - Angle solide.

L’unité de I’angle solide est le stéradian, noté sr. Notons que pour R = 1 m, on
a Q = . Conséquemment, le stéradian correspond a 1’angle solide qui découpe une
surface de 1 m? sur une spheére de rayon unité.
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@® Angle solide

Remarque Pour calculer I’angle solide sous lequel on voit un objet a partir d’un point
donné, on projette I’objet sur une sphere (de rayon R) centrée en ce point. Si la surface de
cette projection sur la sphere est .S, I’angle solide sous lequel ’observateur voit I’objet
est alors Q = .S/R%.

« La surface d’une sphere de rayon R étant S = 47tR?, on en déduit que le plus grand
angle solide mesurable, qui correspond a un objet couvrant toute la sphere, est de 47t
stéradians.

o Chaque face d’un cube est vue depuis le centre du cube avec un angle solide 27t/3
stéradians.

« Dans le cas général d’un polyedre régulier pouvant étre inscrit dans une sphere, cha-
cune de ses faces est vue avec un angle solide 47t/n (n étant le nombre de faces du
polyedre).

e Supposons maintenant que 1’ceil soit placé au sommet d’un cone de sommet S et
d’angle solide Q (figure 1.7). Toutes les surfaces (S}, S,, S3) qui s’appuient sur les
génératrices du cone sont vues sous le méme angle solide, méme lorsqu’elles ont des
formes et des aires différentes.

Figure 1.7 - lllustration d’une propriété de I'angle solide.

On est souvent amené a évaluer 1’angle solide € sous lequel on observe une surface
S depuis un point O (figure 1.8). Si la surface est de forme complexe, on la divise en
éléments suffisamment petits pour pouvoir les considérer comme plans. La normale N
a un élément de surface d.S fait un angle « avec la direction d’observation #.

Figure 1.8 - lllustration du calcul de I'angle solide.





