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Comment utiliser cet ouvrage ?

L’ouvrage que vous tenez entre les mains fait la synthése de 40 ans de sujets de
concours en adoptant un parti pris original : présenter la trés grande majorité des
questions qui tombent aux concours et les décrypter a I'aide des méthodes les
plus fréquemment mobilisées. Les rappels de cours systématiquement mis en
avant couvrent la totalité du programme et vous donnent 1’occasion de les apprendre
« en situation ». Ainsi, un(e) candidat(e) qui maitrisera sur le bout des doigts tout
ce qui suit ne sera pas surpris aux concours.

Pour faire une utilisation optimale de I'ouvrage et ainsi maximiser vos progres, voici
quelques conseils précieux que nous vous invitons vivement a respecter :

¢ La maitrise de cet ouvrage doit se faire en complément de ’apprentissage
du cours de votre professeur. Bien utilisé, il vous aidera a digérer les notions
que vous aurez vues en classe.

¢ Annotez le sommaire présent au début de chaque chapitre afin de cadrer
au mieux vos séances de travail : cochez les questions parfaitement maitrisées,
celles qu’il vous faudra reprendre et rajoutez un code couleur par niveau de diffi-
culté. Les exercices difficiles sont signalés par un #, abordez-les une fois que vous
étes suffisamment a 'aise sur le chapitre.

e Annotez également le cceur des différents chapitres en vous servant des
marges sur le c6té de chaque page : vos notes manuscrites (par exemple code
couleurs par niveau de difficulté, timing, astuce a retenir, méthodes a revoir) vous
permettront de mieux suivre votre progression et ainsi optimiser vos séances de
travail. En moyenne, vous devriez refaire chacune des questions 2 a 3 fois pendant
votre deuxieme année.

e Forcez-vous a recopier les rappels de cours en rouge avant de faire les exercices
relatifs & une méthode : c’est comme cela que vous assimilerez le plus rapidement
le cours et ses enjeux.

e Lors de vos recherches d’exercices ou de devoirs maison donnés par votre professeur,
si vous butez sur une question, utilisez la table des matiéres du chapitre en
jeu pour aller identifier une question qui s’en rapproche et faites toutes les
méthodes et exercices proposés pour y répondre. Vous trouverez ainsi plus facile-
ment réponse a toutes les questions qui vous seront posées dans les exercices de
votre professeur de prépa.

e Avant chaque DS important ou concours blanc, entrainez-vous sur les sujets
de fin de chapitre souvent issus des concours de la BCE et ECRICOME.

e Ne négligez aucun chapitre, aucune question, aucune méthode : a la fin
de votre deuxieme année, idéalement, tout doit étre maitrisé.

Enfin, méme si cet ouvrage s’utilise comme un dictionnaire de méthodes et vous fera
gagner beaucoup de temps et de points aux concours, il n’est pas un livre de recettes :
il ne vous exonere pas de réfléchir et de profondément comprendre les concepts
et objets mathématiques que vous manipulerez et que vous aurez vus avec votre
professeur de prépa.

En espérant que vous prendrez autant de plaisir a naviguer dans I’ouvrage que nous en
avons pris a le concevoir et le rédiger.

Bonne continuation.

Les auteurs
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Chapitre 1

Espaces
vectoriels

La notion d’espace vectoriel est certes trés abstraite, mais essentielle
pour le calcul. Ces ensembles sont en effet stables, ce qui permet
d’effectuer des combinaisons linéaires avec ses éléments sans risquer
d’en sortir. Le chapitre généralise quelques propriétés vues en pre-
miére année avec les espaces vectoriels M, 1(R) et R™. Vous verrez
qu’il existe en réalité de multiples espaces vectoriels, notamment R™,
R[X], R,[X], M, ,(R), I’ensemble des applications de I C R dans
R, et l’ensemble des suites réelles. Ce sont les fondements théoriques
sur lesquels se base le programme de deuzriéme année.

DANS CE CHAPITRE

14 questions classiques
37 méthodes
44  exercices
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1.1. Sous-espaces vectoriels

Question 1 Comment montrer qu’un espace F' est
un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel E 7

Méthode 1 En montrant les 3 points définissant un sous-
espace vectoriel

@ RAPPEL DE COURS HES .

o R, R[X], R,[X], M, ,(R), F(I,R) (ensemble des
fonctions de I(I C Rou I C N) dans R) sont des espaces
vectoriels.

e F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

1) F est inclus dans F.
2) Og € F ie. F est non vide.
3) Va € R, Y(u,v) € F?, (au+v) € F.

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :

1+
Qﬁ' © Cette méthode sera le plus souvent utilisée pour montrer que
¢ F est un sous-espace vectoriel de F. C’est un classique. On
remarque que pour montrer que F est non vide (ie contient au
moins un vecteur), on montre que le vecteur nul de E appar-
tient a F. Le vecteur nul étant bien un vecteur, un ensemble
qui le contient n’est pas vide.

Exercice 1 Exemple d’application simple
Soit F = {(z,y,2) €ER®, x+y=0 et z=0}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3.

Corrigé e I C F par définition de F
e (0,0,0) e Fcar0+0=0et 0=0.
e Soient a € R et ((z,y,2), (2,9, 2")) € (F)?.
Ona‘ : Q(I7y72)+($/7y/72,) = (04937 7OLI,O)+($/77I/,O)
= (ax+2',—az —2',0)

Comme (az +2') + (—azx —2') =0et 0 =0,
a(z,y,z) + (2,9, 2') € F.

Ainsi ’ F' est un sous-espace vectoriel de F. ‘

Sous-espaces vectoriels 13



Exercice 2 D’apres ESSEC 2015

Soit E = C°([0, 1], R) I'ensemble des fonctions continues sur
[0,1] et & valeurs dans R.

Soit g une fonction continue sur [0, 1] et & valeurs dans R,
on note F(q) ensemble défini par :

F(q) = {f € C*([0,1],R), ¥t € [0,1], f"(t) = q(t)f(t)}

Montrer que F(q) est un sous-espace vectoriel de E.

Corrigé « F(q) CE
© Soit =g W € 0,1, 1) =0 =4} )
Donc f € F(q) et F(q) #
o Soient & € R et (f,g) ( (9))?. On pose h = af + g.

Ona:Vte[0,1], p"(t) = af’(t)+4"(t)
= aq(t)f(t) +q(t)g()
= q®)(af+9)()
= q(t)h(t)

D’ou Vt € [0, 1], h""(t) = q(t)h(t)
Donc h € F(q) i.e. af +g € F(q).

Ainsi ’ F(q) est un sous-espace vectoriel de E. ‘

Méthode 2 En montrant que F' = Vect(U) ou U est une famille
de vecteurs de £

@ RAPPEL DE COURS [ 5

Soient £ un R-espace vectoriel et (u1,us,...,up) € EP.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille
(u1,ug,...,up) et on note Vect(ur,us,...,up) ensemble des
combinaisons linéaires de la famille (u1,ug, ..., up).

On a : Vect(uy, ..., up {Z)\ Uiy (ALy ooy A )ERP}

Vect(uq, ..., up) est un sous-espace vectoriel de E.

PO'NT METHODOLOG'QUE .......................................

1
ﬁ'ﬁ' ¢ Pour montrer qu'un ensemble F' est un sous-espace vectoriel
:  d’un espace vectoriel F, on peut chercher & exprimer F' sous
forme d’un Vect() d’éléments de E. L’interét de cette méthode
est de pouvoir ensuite facilement trouver une base.

14 Chapitre 1 - Espaces vectoriels



Exercice 3

Corrigé

Exercice 4

Corrigé

Question 2

Méthode 3

Soit F' = {(z,y,2) € R3, x =2y,2 =0}
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3.

F = {(z,y,2) e R?, x=2y,z=0}
{(2y,9,0),y € R*}
{y(2,1,0),y € R®}

= Vect(2,1,0)

Donc ’F est un sous-espace vectoriel de R3. ‘

Soit G = {P € Ry[X], P(—1) = P(0) = P(1) =0}
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

G = {PeR4X]/ P( 1) = P(0) = P(1) = 0}

{(X - 1)X(X +1)(aX +b), (a,b) € R*}
{(X® - X)(aX +D), (a,b) € R?*}
{a(X4 — X%) +b(X? - X), (a,b) € R?*}
= Vect(X*? - X2 X? - X)

Donc ’G est un sous-espace vectoriel de R4[X] ‘

Comment montrer qu’un espace F n’est
pas un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel £ 7

En montrant qu’un des 3 points définissant un
sous-espace vectoriel n’est pas vérifié

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... .

Pour montrer qu’une partie F' de F n’est pas un sous-espace
vectoriel de E on peut :

e Montrer que O n’appartient pas a F'.
e Trouver A € R, u € F tel que Au n’appartient pas a F'.

e Trouver u,v € F' tel que u + v n’appartient pas a F'.

Sous-espaces vectoriels 15



Exercice 5

Corrigé

Exercice 6

Corrigé

Montrer que E = {(z,1) | 2 € R} n’est pas un espace
vectoriel.

(0,0) ¢ E donc ’E n’est pas un espace vectoriel.

& D’aprés ESCP 2004

On note E l'ensemble des fonctions f de R dans R (ie les
fonctions de F(R,R)) pour lesquelles il existe une suite
réelle s = (sp)nen+, dite adaptée a f, telle que :

n—1

Vn € N*, Vx € R, Zf(x—i—i) = sp.f(nx)

k=0

1) Montrer que les fonctions constantes appartiennent a E.

1
2) Soit A la fonction de R dans R qui & = associe x — 3

établir que A est un élément de F.

3) E constitue-t-il un sous-espace vectoriel de F(R,R)?

1) Soit f une fonction constante de R dans R. Alors 3¢ €
R, Vz € R, f(z) = c et ainsi :

n—1

n—1
k
Vn * — =
ﬂEN,Vﬂ:ER,Zf(x—O—n) Zc
k=0 k=0

= nXxc

n X f(nx)

Donc en posant Vn € N*, s, = n, on a bien l'existence
d’une suite (sp)nen+ telle que :

n—1

Vn € N*,Vx € R,Zf <x+ :2) = s, X f(nz)

k=0
Donc f € E.
Donc lles fonctions constantes appartiennent a F. ‘

2) Vn € N*, Vz € R,

n—1 n—1
ZA(.TJ-Fk) <.r—|—k—1)
n n 2

k=0

16 Chapitre 1 - Espaces vectoriels



2 n 2
n+n—1
= nr——
2 2
1
= nx——
2
= 1x A(nz)

Donc en posant Vn € N*, s, = 1, on a bien l’existence
d’une suite (s, )nen+ telle que :

n—1

Vn € N* Vz € R, ZA(x—F %) = s, X A(nx)

k=0

1
3) Notons B : 3 Supposons que A + B € E. 1l vient

1 1
queA+B:xl—>—x—§+§ieA—l—B:x»—>x.

Alors il existe une suite (s, )nen- telle que :

n—1
k
A4 N* V R E — | =5,
n e , Vo € ,k_o(x+n> Sp X Nx

En particulier, pour x =0 :

n—1
k
v - =
neN,E (O—i—n) SpXxnx0
k=0
= 0
n—1
1 1 (n—=1)xn
D 4 N*fEk:O ie. —X-—=0
onc vn € - 1.e nx 5

k=0
D’ou Vn € N*, n—1=0. On a une contradiction.
Donc A+ B¢ E,or Ac Eet B€E.

Ainsi ’ E n’est pas un sous-espace vectoriel de F € (R, R). ‘

Sous-espaces vectoriels

17



Question3  Comment montrer une égalité d’espaces
vectoriels ?

Méthode 4 Par double inclusion
1 POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :
Qﬁ' Il s’agit d’'une méthode a utiliser principalement lorsque les es-

paces sont définis de maniere abstraite et non totalement ex-
plicite, ou bien quand on n’est pas en dimension finie. On uti-
lisera alors les méthodes classiques pour montrer une double
inclusion.

Exercice 7 Soit n > 2. Soit A € M, (R). Soit R[A] le sous-espace

vectoriel de M,,(R) défini par R[A] = {P(4), P € R[X]}

(par exemple : A3 + 44 € R[A]).

Z désigne un polynéme annulateur non nul de A et de degré

minimal, (on note d le degré de Z).

1) Pour tout polynéme P de R[X], montrer qu’il existe un
unique couple (@, R) de polyndmes de R[X] tel que :
P=7Q+ R et deg(R) < d.

2) En déduire que R[A] = Vect(I,, A, ..., A?~1).

Corrigé 1) Soit P € R[X]. Par division euclidienne :

Il existe un unique couple de polyndéme (Q,R) tel
que P =ZQ + R avec deg(R) < deg(Z) = d.

2) o Comme R[A4] est un sous-espace vectoriel de M,,(R)
contenant les matrices I, = A% A, ..., A% ona:

Vect(I,, A, ..., A%™1) C R[A]

o Réciproquement, soit P(A) € R[A], avec P € R[X].
D’apres la question précédente, il existe un unique couple
(Q, R) € (R[X])? tel que P = ZQ + R avec deg(R) < d.
On a alors : P(A) = Z(A)Q(A) + R(A) = R(A)

Donc P(A) = R(A) car Z(A) = Op(R)-

De plus, deg(R) < d, donc R(A) € Vect(I,, A, ..., A1) .
On a donc : P(A) € Vect(I,,, A4, ..., A% 1)

Donc R[A] C Vect (I, Ay, ..., A471)

Ainsi, | R[A] = Vect(I,,, 4, ..., A%™1).

18 Chapitre 1 - Espaces vectoriels



Méthode 5

e

5

Exercice 8

Corrigé

Par inclusion et égalité de dimensions

RAPPEL DE COURS

Soient A et B des espaces vectoriels de dimension finie.
Si A C B et dim(A) = dim(B) alors A = B.

Cette méthode est tres fréquemment utilisée lorsqu’on a déja
démontré (ou alors qu’on est capable de le faire facilement)
que les dimensions des deux espaces sont égales. Il suffit alors
de montrer la plus simple des deux inclusions.

On consideére les vecteurs de R? suivants :

u=(1,—-1,1), v=(0,—-1,2), w=(1,-2,3)

Soient G = {(z,y,2) € R®, 2 +2y+2 = 0} et F =
Vect (u, v, w)

On admet que G est un sous-espace vectoriel de R3.
Montrer que F = G.

e On remarque que v+ v = w.

OnaF = Vect(u,v,w)
= Vect(u,v,u+v)
= Vect(u,v)

Or u et v ne sont pas colinéaires donc : (u,v) est une base
de F et dim(F) = 2.
e G = {(x,y,z)ER3, (E:—Qy—Z}
= {(_Qy_z7yvz) (y,Z) ERQ}
{y(_27 170) + Z(_17 Oa 1)) (y7 Z) S R2}
Donc G = Vect((—2,1,0),(—1,0,1)).

Or (—2,1,0) et (—1,0,1) ne sont pas colinéaires donc forment
une famille libre de G.

D’ou ((—2,1,0),(—1,0,1)) est une base de G, donc dim(G) =
2

@ RAPPEL DE COURS [HE I T :

Si (eq,...,e,) est une base de F alors :
FCcG<=Vie[l,r], e,€G

Sous-espaces vectoriels

POINT METHODOLOGIQUE
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0+2x(-1)4+2=0doncv e
Ainsi F C G.

Comme dim(F) = dim(G) =2 et F C G, on a

F = Vect(u,v) et (u,v) est une base de F'.
Or{ 1+2x (:%)‘Fl:OdOHCUGG

1.2. Familles libres, génératrices et bases

Question 4

Méthode 6

Exercice 9

Corrigé

Méthode 7

e

Comment montrer qu’une famille U est
libre ?

Si U comprend un unique élément u, en montrant
que u # 0

RAPPEL DE COURS |¥H S :

Si U est une famille a 1 élément et que cet élément est non
nul, alors U est libre.

.............................................................................................

Lorsqu’on est en présence d’une famille de cardinal 1, il suffit
d’appliquer littéralement le rappel de cours précédent pour
justifier la liberté de la famille.

Justifier que la famille ((2,5)) est une famille libre de R?

(2,5) # (0,0) donc ’ ((2,5)) est une famille libre de R2. ‘

* Remarque

De limportance des parentheses : ((2,5)) est
une famille libre de R? comportant un élé-
ment tandis que (2,5) est une famille liée de
R comportant deux éléments.

Si U est une famille a 2 élements u et v, en mon-
trant que u et v sont non colinéaires

RAPPEL DE COURS [ e :

Soit U = (u,v) une famille & deux éléments.
u et v sont non colinéaires <= U est libre.
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Exercice 10

Corrigé

Méthode 8

&

POINT METHODOLOGIQUE
Lorsqu’on est en présence d'une famille de cardinal 2, il suffit

d’appliquer littéralement le rappel de cours précédent pour
justifier la liberté de la famille.

Justifier que la famille ((1,2,3),(0,1,1)) est libre.

(1,2,3) et (0,1, 1) sont non colinéaires.

Donc lla famille ((1,2,3),(0,1,1)) est libre. ‘

En utilisant la définition d’une famille libre

RAPPEL DE COURS |FH .

Soit E un R-espace vectoriel et (u1,ug, ..., u,) € EP.

(u1,u2,...,up) est une famille libre si et seulement si
V(a, oo, ..., ap) € RP,

oaur + ...t opu, =0 = a1=...=q,=0

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :

Revenir a cette méthode doit vraiment étre une constante
dans votre raisonnement lorsque la famille comporte 3 élé-
ments ou plus. On revient a la définition de la liberté et
on cherche a montrer 'implication rappelée ci-dessus pour
conclure sur la liberté de la famille.

Exercice 11 Soit u = (1,1,1), v = (1,2,0) et w = (1,1,0) des éléments

de R3. Montrer que (u,v,w) est une famille libre.

Corrigé Soit (a,b,c) ER3 tel que a u+bv+cw=0
a+b+c=0 b+c=0 a=20
Alors<a+2b+c=0 <«<=<204+c=0 <= <{b=0
a=0 a=0 c=0

Ainsi ’ (u, v, w) est une famille libre.
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Méthode 9

&

Exercice 12

Corrigé

Méthode 10

1*
1

X

S’il s’agit de polynémes, en montrant que c’est
une famille de polyné6mes non nuls échelonnée en
degré

RAPPEL DE COURS

POINT METHODOLOGIQUE

Toute famille de polynémes non nuls échelonnée en degré est
une famille libre.

Lorsqu’on est en présence d’une famille de polynémes non
nuls, le réflexe doit étre de vérifier si cette famille de poly-
nomes est échelonnée en degré. Si c’est le cas, il est important
de préciser qu’ils sont tous non nuls.

Si ce n’est pas le cas, il faut utiliser la méthode précédente.

D’apres HEC 2013
Soit n € N*. Pour tout z € R et k € N, on pose :

<k> _ (x+i—1) si k>1

I
-

1

si k=0

On associe aux fonctions polynomiales = — 2<*> les po-
lynémes X <*> de R[X].
Montrer que (X <> X <!> . X<n>) est une famille libre.

i=1
De plus, deg(X<%>) =0 car X<0> = 1.
Ainsi, la famille (X <0, X <!> . X<">) forme une famille
de (n + 1) polynémes non nuls échelonnée en degrés.

Donc ’ (X<0> X<1> . X<">) est une famille libre. ‘

k
Vk € [1,n], deg(X<F>) = deg <H(X +i— 1)) =k

En utilisant le lien entre application injective et

familles libres

Remarque

Cette méthode nécessite la connaissance du chapitre sur les
applications linéaires. Si vous ne ’avez pas encore abordé, ne
vous y attardez pas.
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&

Exercice 13

Corrigé

Question 5

Méthode 11

®

RAPPEL DE COURS [H e :
Soient E et F' des espaces vectoriels. :
Soit (u1,usg, ..., u,) une famille libre de E. Soit f € L(E, F).

f injective <= (f(u1), f(uz2), ..., f(uy,)) est libre.

.............................................................................................

POINT METHODOLOGIQUE

On peut penser a utiliser la propriété ci-dessus pour mon-
trer qu'une famille est libre lorsque 'on peut exploiter une
application linéaire f injective.

Soient n € N* et p € N* avec p < n?.
Soit (M, ..., Mp,) une famille libre de M, (R).
Montrer que (*Mj, ..., *M,) est une famille libre de M, (R).

Notons f l'application de M, (R) dans M,(R) qui & M
associe ‘M. D’aprés le cours, f est linéaire.

De plus, soit M une matrice de M,,(R) telle que f(M) = 0.
Alors 'M =0 donc M =0.

Donc Ker(f) C {0, r)}. Comme 0, (r) € Ker(f), ona :
Ker(f) = {0, ()} et donc f est injective.

Or (M, ..., Mp) est libre. Donc (f (M), ..., f(Mp)) est libre.

Donc ’ ('My,....;"! M) est une famille libre de M,,(R). ‘

Comment montrer qu’une famille U est
liée ?

En montrant que la famille comporte le vecteur
nul

RAPPEL DE COURS |¥E S :

Si une famille comporte le vecteur nul alors c’est une famille
liée, i.e. non libre.

.............................................................................................

PO'NT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Si on parvient a identifier un vecteur nul alors on peut étre
assuré que toute famille contenant ce vecteur est liée.
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Exercice 14 Soit f une fonction continue et positive sur [0, 1] telle que

/01 F(#)dt = 0.

Montrer que (z +— z, z +— e* + 1, f) est une famille liée de
F([0,1], R).

Corrigé f est continue et a valeurs positives sur [0, 1].

1
Comme, / f(t)dt =0, par théoreme VYt € [0,1], f(t) =0
Jo

Donc ’ (x =z, x+—e” 41, f) est une famille lie. ‘

Méthode 12 Si U est une famille a 2 éléments u et v, en mon-
trant que u et v sont colinéaires

+ POINT METHODOLOGIQUE [EEErr e .

Oﬂ' Lorsque la famille est de cardinal 2, il suffit de montrer que
i les vecteurs sont colinéaires pour justifier qu’elle est liée.

............................................................................................

Exercice 15 Justifier que la famille ((1, 2, 3), (4, 8,12)) est liée.
Corrigé (4,8,12) = 4(1,2,3) donc ’1a famille est liée. ‘
Méthode 13 En montrant qu’un des vecteurs de la famille s’ex-

prime comme combinaison linéaire des autres

@ _ RAPPEL DE COURS |FH .

Une famille a deux éléments ou plus est liée si et seulement
si un des vecteurs de la famille peut s’exprimer comme com-
binaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

* PO'NT METHODOLOG'QUE .......................................

Oﬁ' i Si on parvient a exprimer un des vecteurs d’une famille
:  comme combinaison linéaire des autres vecteurs de cette fa-
mille alors cette famille est liée.
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Exercice 16 Montrer que la famille (X,2X —5,5X — 5) est liée.

Corrigé Ona:5X —-5=2X-5+3xX
Donc ’ (X,2X —5,5X —5) est une famille liée de R[X]. ‘

Méthode 14 En montrant que la famille comprend un nombre
d’éléments strictement supérieur a la dimension
de I’espace vectoriel auquel ils appartiennent

@ - RAPPEL DE COURS IEErrrr e e e PP

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n € N*,
Soit (u1,us, ..., up) une famille d’éléments de E.
Si (w1, ug, ..., up) est libre, alors p < n.

o POINT METHODOLOGIQUE

Qﬁ' Si la famille d’un espace vectoriel E de dimension finie com-
¢ prend un nombre d’éléments strictement supérieur a la di-
mension de F, alors on peut conclure que la famille est liée.

Exercice 17 Soit A € M, (R). Montrer que la famille (A¥)cpo n2) est
liée.

Corrigé (AF)jeo,n2] est une famille de n? + 1 vecteurs de M, (R).
Comme dim(M,,(R)) = n? < n?+1, cette famille n’est pas
libre, i.e.

(AF)eo,n2] est une famille lice.
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Question6 Comment montrer qu’une famille U est
génératrice d’un espace vectoriel ?

Méthode 15 En utilisant la définition d’une famille génératrice

@ | RAPPEL DE COURS [T s :

Soit F un R-espace vectoriel.

Une famille (u1,us,...,up) d’éléments de E est une famille
génératrice de F si et seulement si :

p
Vo € B, (A1, Ap) ERP, 2= Ny
i=1

Si E = Vect(u1, ug, ..., up), alors (u1, usg, ..., up) est une famille
génératrice de FE.

* POINT METHODOLOG'QUE ........................................ .

Oﬂ' i Pour montrer que U est une famille génératrice de E, on prend
: un x quelconque dans E et on cherche & 'exprimer comme
combinaison linéaire des vecteurs de la famille.

Si on a montré précédemment que E est égal & Vect(U), on
peut directement conclure que U est génératrice de F.

Exercice 18 Soit P, = X2 42X +1, Po= X2+ X +1et Py = X2+ X.
(Py, Py, P3) est-elle une famille génératrice de Ry[X]?

Corrigé Soit P € RQ[X} EI!(ao,al,ag) € RS, P=ay+a X+ CLQXQ
Supposons qu’il existe (a, 3,7) € R? tel que :
P = CkPl =+ BPQ + ’}/Pg

= a(X?2+2X + 1)+ B(X2+ X +1) +v(X? + X)
aX?+2aX +a+ X2+ BX 4+ +vX% 49X

Par identification des coefficients, on a alors :

ag=a+p
ar =2a+pf+7
az=a+pf+7y

ﬂ:aofa
= —a1 +2a+f+yv+a—a-F-y=0
aa—a—-pF-—y=0
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B=ay—«
<~ = ay; — as
Y=a—a-f
B =ap— a1+ az
<~ a =a; — ag
v = —agtaz
Ainsi, 3(a, B,7) €ER3, P=aP, + P, +~P3

D’ou,

(Py, P2, P5) est une famille génératrice de Ry[X]. ‘

Méthode 16 En utilisant le lien entre application surjective et
famille génératrice

* Remarque

Cette méthode nécessite la connaissance du chapitre sur les
applications linéaires. Si vous ne ’avez pas encore abordé, ne
vous y attardez pas.

@ _ RAPPEL DE COURS | :

Soient E et F' des espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Soit (u1,us, ..., u,) une famille génératrice de E.
f surjective <= (f(uq), f(u2), ..., f(un)) est génératrice de F'

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... .

1
Qﬁ' : On peut penser a utiliser la propriété ci-dessus lorsque 'on
:  connait une famille génératrice et qu’on peut faire entrer en
jeu une application surjective pour transformer cette famille
en une autre famille génératrice.

Exercice 19 Soit (n,p) € (N*)2 avec n > p. Soit (P, ..., P,) une famille
génératrice de R,[X]. Montrer que (P, ..., P,) est une fa-
mille génératrice de R,_1[X].

Corrigé Notons f lapplication de R,[X] dans R,_1[X] qui & P as-
socie f(P)=P'.
f est linéaire par linéarité de la dérivation.
Soit Q € Rpfl[X].

p—1
Notons ) = z apX*.
k=0
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Méthode 17

Exercice 20

Corrigé

p
Ak—1 &
P lors P = X
osons alors Z A
k=1
Ona f(P) = P
p
ak—1 k—1
= kX
D%
k=1
P
- Saxt
k=1
p—1
= aka
k=0
= @

Donc @ admet un antécédent par f.

Donc f est une application linéaire surjective.

Or (P, ..., P,,) une famille génératrice de R,[X].

Donc (f(P1),..., f(Py)) une famille génératrice de R,_1[X].

Ainsi ’ (Pf, ..., P)) est une famille génératrice de R,_1[X]. ‘

Par opérations sur le Vect()

Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose
P, = X* 4 X" e R, [X]

Montrer que (P, ..., P,) est génératrice de R;[X] pour tout
k € [0,n].

Ona:
Vect (Py, ..., P,) = Vect (1+ X", ..., X" " + X", 2X")

= Vect (1, X,..., X""1, X")
en soustrayant par X" partout, qui est
généré par la famille (P, ..., P,,)
= R, [X]

Or on sait que Yk € [0,n], Rx[X] C R,[X].

Donc pour tout &k € [0,n] :

’ (Py, ..., P,) est génératrice de Ry [X]. ‘
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Question 7

Méthode 18

o

Exercice 21

Corrigé

Exercice 22

Corrigé

Comment montrer qu’une famille U
n’est pas génératrice d’un espace vec-
toriel £ 7

En trouvant un vecteur de F qui ne puisse pas étre
exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs
de cette famille

POINT METHODOLOG'QUE .......................................

Il faut trouver un contre-exemple a la définition d’une famille
génératrice, c’est-a-dire un vecteur de I’espace vectoriel qui ne
puisse étre exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs
de la famille.

La méthode du contre-exemple doit toujours étre rapide : si on
ne trouve pas de contre-exemple rapidement, il faut changer
de méthode.

U =((1,1,0),(2,1,0),(3,4,0)) est-elle une famille généra-
trice de R3?

Il est clair que (0,0,1) ¢ Vect(U) donc

’U n’est pas génératrice de R3. ‘

((2,1),(6,3)) est-elle une famille génératrice de R? ?

Cherchons (a, B) € R? tel que (4,3) = a(2,1) + 3(6,3)

4 =2a+ 603 a=3-33
{ 3=a+38 :‘{ 4=6-68+683

= { Z::GB — 36 On a une contradiction.

(4,3) ne peut donc pas s’exprimer comme combinaison li-
néaire des vecteurs de la famille.

D’oﬁ’ ((2,1),(6,3)) n’est pas une famille génératrice de R2.

v

Quand I’énoncé pose une question, la réponse
est généralement "non".
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Méthode 19

&

Exercice 23

Corrigeé

Question 8

e

En montrant que la famille a un nombre d’élé-
ments strictement inférieur a la dimension de ’es-
pace vectoriel

RAPPEL DE COURS |[HTEE s :

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n € N*.
Soit (u1,us, ..., up) une famille d’éléments de E.
Si (w1, ug, ..., up) est génératrice de E, alors p > n.

PO'NT METHODOLOG'QUE .......................................

Si la famille d’un espace vectoriel ' comprend un nombre
d’éléments strictement inférieur a la dimension de E, alors
on peut conclure que la famille n’est pas génératrice de F.

Justifier que U = ((1,1,1),(1,2,3)) n’est pas une famille
génératrice de R3.

U est une famille & 2 éléments de R3, or dim(R?) = 3.

Donc ’ U n’est pas génératrice de R3. ‘

Comment montrer qu’une famille U est
une base d’un espace vectoriel £ 7

RAPPEL DE COURS |HEES s :

Soit n € N*. On appelle base canonique de R" la famille
(e1,€2,...,e,) d’éléments de R™ avec pour ¢ € [1,n], e; est un
vecteur ligne dont tous les coefficients valent 0 sauf le ¢

coefficient qui vaut 1.

On appelle base canonique de R,[X] la famille
(1, X, X2,...,X").

On appelle base canonique de M, ,,(R) la famille (E; ;) 1<;<,,

1<ign
ol E; ; € My, ,(R) est la matrice dont le coefficient & la ¢°°
ligne et j™¢ colonne vaut 1, les autres valent 0.
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