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Comment utiliser cet ouvrage?
L’ouvrage que vous tenez entre les mains fait la synthèse de 40 ans de sujets de
concours en adoptant un parti pris original : présenter la très grande majorité des
questions qui tombent aux concours et les décrypter à l’aide des méthodes les
plus fréquemment mobilisées. Les rappels de cours systématiquement mis en
avant couvrent la totalité du programme et vous donnent l’occasion de les apprendre
« en situation ». Ainsi, un(e) candidat(e) qui maîtrisera sur le bout des doigts tout
ce qui suit ne sera pas surpris aux concours.
Pour faire une utilisation optimale de l’ouvrage et ainsi maximiser vos progrès, voici
quelques conseils précieux que nous vous invitons vivement à respecter :

• La maîtrise de cet ouvrage doit se faire en complément de l’apprentissage
du cours de votre professeur. Bien utilisé, il vous aidera à digérer les notions
que vous aurez vues en classe.

• Annotez le sommaire présent au début de chaque chapitre afin de cadrer
au mieux vos séances de travail : cochez les questions parfaitement maîtrisées,
celles qu’il vous faudra reprendre et rajoutez un code couleur par niveau de diffi-
culté. Les exercices difficiles sont signalés par un ♠, abordez-les une fois que vous
êtes suffisamment à l’aise sur le chapitre.

• Annotez également le cœur des différents chapitres en vous servant des
marges sur le côté de chaque page : vos notes manuscrites (par exemple code
couleurs par niveau de difficulté, timing, astuce à retenir, méthodes à revoir) vous
permettront de mieux suivre votre progression et ainsi optimiser vos séances de
travail. En moyenne, vous devriez refaire chacune des questions 2 à 3 fois pendant
votre deuxième année.

• Forcez-vous à recopier les rappels de cours en rouge avant de faire les exercices
relatifs à une méthode : c’est comme cela que vous assimilerez le plus rapidement
le cours et ses enjeux.

• Lors de vos recherches d’exercices ou de devoirs maison donnés par votre professeur,
si vous butez sur une question, utilisez la table des matières du chapitre en
jeu pour aller identifier une question qui s’en rapproche et faites toutes les
méthodes et exercices proposés pour y répondre. Vous trouverez ainsi plus facile-
ment réponse à toutes les questions qui vous seront posées dans les exercices de
votre professeur de prépa.

• Avant chaque DS important ou concours blanc, entraînez-vous sur les sujets
de fin de chapitre souvent issus des concours de la BCE et ECRICOME.

• Ne négligez aucun chapitre, aucune question, aucune méthode : à la fin
de votre deuxième année, idéalement, tout doit être maîtrisé.

Enfin, même si cet ouvrage s’utilise comme un dictionnaire de méthodes et vous fera
gagner beaucoup de temps et de points aux concours, il n’est pas un livre de recettes :
il ne vous exonère pas de réfléchir et de profondément comprendre les concepts
et objets mathématiques que vous manipulerez et que vous aurez vus avec votre
professeur de prépa.
En espérant que vous prendrez autant de plaisir à naviguer dans l’ouvrage que nous en
avons pris à le concevoir et le rédiger.
Bonne continuation.

Les auteurs
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Partie I

Algèbre





Chapitre 1
Compléments

d’algèbre linéaire

Peut-être avez-vous déjà vu une partie des notions de ce chapitre en
première année. On généralise la somme directe à plusieurs espaces
vectoriels et non plus deux, on reparle de stabilité et de trace, mais
on introduit surtout le changement de base, essentiel pour le chapitre
à suivre sur la diagonalisation.

DANS CE CHAPITRE

9 questions classiques

17 méthodes

21 exercices
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1.1. Somme directe de sous-espaces vectoriels

Question 1 Comment montrer F1 + ... + Fn = E ?
Méthode 1 En montrant que ∀x ∈ E, ∃(x1, x2, ..., xn) ∈ F1 ×F2 ×

... × Fn, x = x1 + ... + xn

Soit E un espace vectoriel et F1, ..., Fn des sous-espaces vec-
toriels de E. Par définition, F1 + F2 + ... + Fn est l’ensemble

{x1 + x2 + ... + xn, (x1, x2, ..., xn) ∈ F1 × F2 × ... × Fn}

RAPPEL DE COURS

Pour montrer que F1 + F2 + ... + Fn = E, il faut prendre un
x quelconque dans E et trouver x1, x2, ..., xn respectivement
dans F1, F2, ..., Fn tels que x = x1 + x2 + ... + xn.
On montre ainsi l’inclusion E ⊂ F1 +F2 +...+Fn. L’inclusion
réciproque étant évidente puisque F1, F2, ..., Fn sont des sous-
espaces vectoriels de E, on peut alors conclure.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 1 Soient n ⩾ 2 et k ⩾ 2. Soient M1, ..., Mk des matrices de
Mn(R) telles que M1 + M2 + ... + Mk = In

On pose ∀i ∈ �1, k�, Gi = {MiX, X ∈ Mn,1(R)} des sous-
espaces vectoriels de Mn,1(R). On note E = Mn,1(R).

Montrer que E =
k∑

i=1
Gi.

Corrigé Soit X ∈ E, M1 + ... + Mk = In.
Donc (M1 + ... + Mk)X = InX

Donc M1X︸ ︷︷ ︸
∈G1

+ ... + MkX︸ ︷︷ ︸
∈Gk

= X d’où X ∈
k∑

i=1
Gi

Ainsi E ⊂
k∑

i=1
Gi, or

k∑
i=1

Gi ⊂ E donc E =
k∑

i=1
Gi.

Question 2 Comment montrer que n espaces vec-
toriels F1,F2,...,Fn (avec n ⩾ 3) sont en
somme directe ?

Somme directe de sous-espaces vectoriels 11



Remarque

Attention ! Montrer que l’intersection des sous-espaces vec-
toriels est égale à {0} ne permet pas de prouver cette question
pour n ⩾ 3. C’est une erreur fréquente : cette méthode ne
fonctionne que lorsqu’il faut montrer que deux sous-espaces
vectoriels sont en somme directe.

Soit n ⩾ 3. Soit E un espace vectoriel et F1, F2, ..., Fn des
sous-espaces vectoriels de E.
F1, F2, ..., Fn sont en somme directe si et seulement si

∀x ∈ F1+...+Fn, ∃! (x1, ..., xn) ∈ F1×...×Fn, x = x1+...+xn

RAPPEL DE COURS

Méthode 2 En montrant que tout vecteur de F1 + F2 + ... +
Fn s’exprime de manière unique comme somme
d’un élément de F1, d’un élément de F2, ... et d’un
élément de Fn

Pour montrer que n sous-espaces vectoriels F1, F2, ..., Fn sont
en somme directe, on prend un x quelconque dans F1 + F2 +
... + Fn, et on montre qu’il existe un unique x1 dans F1, x2
dans F2, ..., xn dans Fn tels que x = x1 + x2 + ... + xn.
L’existence est évidente par définition de F1 + F2 + ... + Fn.
Il s’agit donc de montrer l’unicité de la décomposition de x.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 2
Soit A =

{(
a a b
0 0 0
0 0 0

)
, (a, b) ∈ R2

}

B =
{(

c 0 0
c 0 0
c 0 0

)
, c ∈ R

}

C =
{(

d 0 0
0 0 0
0 0 d

)
, d ∈ R

}

Montrer que A, B et C sont en somme directe.

Corrigé Soit M ∈ A + B + C, ∃(N, R, S) ∈ A × B × C tel que :
M = N + R + S, et donc ∃(a, b, c, d) ∈ R4 tel que :

12 Chapitre 1 - Compléments d’algèbre linéaire



M =
(

a a b
0 0 0
0 0 0

)
+

(
c 0 0
c 0 0
c 0 0

)
+

(
d 0 0
0 0 0
0 0 d

)

Montrons l’unicité de la décomposition.
Soit (N ′, R′, S′) ∈ A × B × C tel que M = N ′ + R′ + S′

Alors ∃(a′, b′, c′, d′) ∈ R4 tel que :

M =
(

a′ a′ b′

0 0 0
0 0 0

)
+

(
c′ 0 0
c′ 0 0
c′ 0 0

)
+

(
d′ 0 0
0 0 0
0 0 d′

)
.

Donc
(

a + c + d a b
c 0 0
c 0 d

)
=

(
a′ + c′ + d′ a′ b′

c′ 0 0
c′ 0 d′

)

Donc a = a′, b = b′, c = c′, d = d′.
Donc R = R′, N = N ′, S = S′.
Il y a donc unicité de la décomposition.
Donc A, B, C sont en somme directe.

Méthode 3 En montrant que la juxtaposition d’une base de
F1, d’une base de F2, ... et d’une base de Fn forme
une famille libre

Soit n ⩾ 3. Soit E un espace vectoriel et F1, F2, ..., Fn des
sous-espaces vectoriels de dimension finie de E.
F1, F2, ..., Fn sont en somme directe si et seulement si la jux-
taposition d’une base de F1, d’une base de F2,..., et d’une
base de Fn forme une famille libre.

RAPPEL DE COURS

Pour montrer que des sous-espaces vectoriels de dimension
finie F1, F2, ... et Fn sont en somme directe, on peut trouver
une base de chacun d’eux et montrer que la juxtaposition de
ces bases forme une famille libre.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 3 ♠ Soit n ⩾ 3.
On note pour k ∈ �0, n�, Fk = Vect(Xk(1 − X)n−k).
Montrer que F0, F1, ..., Fn sont en somme directe.

Corrigé • ∀k ∈ �0, n�, Xk(1 − X)n−k ̸= 0
Donc pour k ∈ �0, n�, (Xk(1−X)n−k) est une famille libre,
or elle est génératrice de Fk, donc c’est une base de Fk.

Somme directe de sous-espaces vectoriels 13



• Montrons que

((1−X)n, X(1−X)n−1, X2(1−X)n−2, ..., Xn−1(1−X), Xn)

est une famille libre.
Notons pour k ∈ �0, n�, Pk(X) = Xk(1 − X)n−k.

Soit (λ0, ..., λn) ∈ Rn+1, supposons
n∑

k=0
λkPk = 0

Posons pour k ∈ �0, n�, H(k) : ”λ0 = ... = λk = 0”.
• n = 0 : pour k ∈ �1, n�, Pk(0) = 0 et P0(0) = 1

Donc
n∑

k=0
λkPk(0) = λ0. Or

n∑
k=0

λkPk = 0 donc λ0 = 0

Ainsi H(0) est vraie.
• Soit k ∈ �0, n − 1�, supposons H(k), montrons H(k + 1).
On a λ0 = ... = λk = 0 d’après H(k).

Donc
n∑

i=k+1
λiPi = 0 (∗).

Pk+1 = Xk+1(X − 1)n−k+1 donc 0 est racine d’ordre k + 1
de Pk+1

Donc P
(k)
k+1(0) = 0 et P

(k+1)
k+1 (0) ̸= 0

Cas 1 : k ∈ �0, n − 2�.
Pour i ∈ �k + 2, n�, Pi = Xi(1 − X)n−i. Donc 0 est racine
d’ordre au moins k + 2 de Pi, d’où P

(k+1)
i (0) = 0.

Donc en dérivant (k + 1) fois l’équation (∗), on obtient :
n∑

i=k+1
λiP

(k+1)
i = 0 donc

n∑
i=k+1

λiP
k+1
i (0) = 0

D’où λk+1P
(k+1)
k+1 (0) = 0 et λk+1 = 0 car P

(k+1)
k+1 (0) ̸= 0.

Cas 2 : k = n − 1
λ0 = ... = λn−1 = 0 donc λnPn = 0 donc λn = 0 car Pn

n’est pas le polynôme nul.
Donc H(k + 1) est vraie.
Par principe de récurrence, ∀k ∈ �0, n�, H(k) est vraie.
En particulier, H(n) est vraie et λ0 = ... = λn = 0.
Donc ((Xk(1 − X)n−k)k∈�0,n�) est une famille libre.

D’où F0, F1, ..., Fn sont en somme directe.

14 Chapitre 1 - Compléments d’algèbre linéaire



Question 3 Comment montrer que n sous-espaces
vectoriels F1, F2,...,Fn (avec n ⩾ 3) de E
sont supplémentaires dans E ?

Remarque

Attention ! Montrer que l’intersection des sous-espaces vec-
toriels est égale au singleton 0 et que la somme des dimensions
est égale à la dimension de E ne permet pas de résoudre ce
type de question pour n ⩾ 3. C’est une erreur fréquente :
cette méthode ne fonctionne que lorsqu’il faut montrer que
deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans E.

Méthode 4 En montrant que tout vecteur de E s’exprime de
manière unique comme somme d’un élément de
F1, d’un élément de F2, ... et d’un élément de Fn

Soit n ⩾ 3. Soit E un espace vectoriel et F1, F2, ..., Fn des
sous-espaces vectoriels de E. F1, F2, ..., Fn sont supplémen-
taires dans E (notation E = ⊕n

i=1Fi) si et seulement si

∀x ∈ E, ∃! (x1, ..., xn) ∈ F1 × ... × Fn, x = x1 + ... + xn

RAPPEL DE COURS

Lorsque n ⩾ 3, pour montrer que des sous-espaces vectoriels
F1, F2, ...Fn sont supplémentaires dans un espace vectoriel E,
on prend un x quelconque dans E et on montre qu’il existe
un unique x1 dans F1, x2 dans F2, ... , xn dans Fn tels que

x = x1 + x2 + ... + xn

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 4 ♠ Soit M ∈ M3(R) telle que M3 = M , et telle que




∃X0 ∈ M3,1(R) \{0}, MX0 = X0
∃Y0 ∈ M3,1(R)\{0}, MY0 = −Y0
∃Z0 ∈ M3,1(R)\{0}, MZ0 = 0

On note :

A = {X ∈ Mn,1(R)\{0}, MX = X}
B = {Y ∈ Mn,1(R)\{0}, MY = −Y }

C = {Z ∈ Mn,1(R)\{0}, MZ = 0}
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des sous-espaces vectoriels de R3.
Montrer que A ⊕ B ⊕ C = R3.

Corrigé Soit U ∈ M3,1(R).
Montrons que ∃! (X, Y, Z) ∈ A × B × C, U = X + Y + Z.
• Analyse : supposons qu’il existe (X, Y, Z) ∈ A × B × C
tel que U = X + Y + Z

Alors MU = M(X + Y + Z) = MX + MY + MZ = X − Y

et M2U = M(X − Y ) = MX − MY = X + Y

Donc




X + Y + Z = U

X − Y = MU

X + Y = M2U

et ainsi




X + Y + Z = U

2X = MU + M2U

Y = M2U − X

Alors




X = 1
2(MU + M2U)

Y = 1
2(M2U − MU)

Z = U − M2U

d’où l’unicité si existence.

• Synthèse : Posons

X = 1
2(MU +M2U), Y = 1

2(M2U −MU), Z = U −M2U

(1) X + Y + Z vaut

1
2(MU + M2U) + 1

2(M2U − MU) + U − M2U = U

(2) MX = M


1
2(MU + M2U)


= 1

2M2U + 1
2M3U

= 1
2M2U + 1

2MU = X car M3 = M

(3) MY = M


1
2(M2U − MU)


= 1

2M3U − 1
2M2U

= 1
2MU − 1

2M2U = −Y

(4) MZ = MU − M3U = MU − MU = 0
D’où l’existence. Ainsi
∀U ∈ M3,1(R), ∃!(X, Y, Z) ∈ A × B × C, U = X + Y + Z

i.e. A ⊕ B ⊕ C = R3.
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Méthode 5 En montrant qu’il existe une base B1 de F1, B2
de F2,..., Bn de Fn et que la juxtaposition de
B1, B2, ..., Bn forme une base de E

Soit n ⩾ 3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
F1, F2, ..., Fn des sous-espaces vectoriels de E.
F1, F2, ..., Fn sont supplémentaires dans E si et seulement si
la juxtaposition d’une base de F1, d’une base de F2, ... et
d’une base de Fn est une base de E.

RAPPEL DE COURS

Lorsque n ⩾ 3, pour montrer que F1, ..., Fn sont supplémen-
taires dans un espace vectoriel E de dimension finie, on peut
trouver une base de F1, une base de F2, ... et une base de Fn

et montrer que leur juxtaposition forme une base de E.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 5 Soient les deux sous-espaces vectoriels de R4 suivants :

F =
{

(x, y, z, t) ∈ R4,

{
x = y
y = t
z = 2t

}

G =
{

(x, y, z, t) ∈ R4,

{
x − y = 0
y − 2z = 0
t = 0

}

Montrer que F ⊕ G ⊕ Vect((1, 1, 1, 0), (1, 2, 0, 0)) = R4.

Corrigé
• F =

{
(x, y, z, t) ∈ R4,

{
x = y
y = t
z = 2t

}

=
{

(x, y, z, t) ∈ R4,

{
x = t
y = t
z = 2t

}

= Vect((1, 1, 2, 1))

(1, 1, 2, 1) ̸= 0R4 donc ((1, 1, 2, 1)) est une famille libre de
F . Comme c’est une famille génératrice, c’est une base de
F .

• G =
{

(x, y, z, t) ∈ R4,

{
x − y = 0
y − 2z = 0
t = 0

}
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=


(x, y, z, t) ∈ R4,


x = y x = 2z
y = 2z i.e. y = 2z
t = 0 t = 0



= Vect((2, 2, 1, 0))
(2, 2, 1, 0) ̸= 0R4 donc ((2, 2, 1, 0)) est une famille libre de
G. Comme c’est une famille génératrice, c’est une base de
G.
• (1, 1, 1, 0) et (1, 2, 0, 0) sont non colinéaires.
Donc ((1, 1, 2, 1), (1, 2, 0, 0)) est une famille libre.
Ainsi, c’est une base de Vect((1, 1, 1, 0), (1, 2, 0, 0)).
• Montrons que :

B = ((1, 1, 2, 1), (2, 2, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 2, 0, 0))

est une base de R4.
Soit (a, b, c, d) ∈ R4 tel que :

a(1, 1, 2, 1) + b(2, 2, 1, 0) + c(1, 1, 1, 0) + d(1, 2, 0, 0) = 0

Alors





a + 2b + c + d = 0
a + 2b + c + 2d = 0

2a + b + c = 0
a = 0

donc





2b + c + d = 0
2b + c + 2d = 0

b + c = 0
a = 0

Donc




d = 0
2b + c = 0
b + c = 0

a = 0
i.e.




d = 0
b = 0
c = 0
a = 0

Donc B est libre et est composée de 4 éléments.
Or dim(R4) = 4 donc B est une base de R4.

Donc F ⊕ G ⊕ Vect((1, 1, 1, 0), (1, 2, 0, 0)) = R4.
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1.2. Changement de base

Question 4 Comment déterminer la matrice de pas-
sage PB,B′ d’une base B à une base B′ ?

Méthode 6 En déterminant la matrice des coordonnées des
vecteurs de la base B′ dans la base B

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗. Soient
B = (u1, u2, ..., un) et B′ = (v1, v2, ..., vn) deux bases de E.
On appelle matrice de passage de la base B à la base B′ et
on note PB,B′ la matrice des coordonnées des vecteurs de B′

exprimés dans la base B.
On a ainsi

PB,B′ = MatB(B′) = MatB(v1, v2, ..., vn)

RAPPEL DE COURS

Pour déterminer la matrice de passage d’une base B à une
base B′, on reviendra le plus souvent à la définition rappelée
ci-dessus. Dans la plupart des cas, une des bases sera la base
canonique de l’espace vectoriel concerné E (s’il s’agit de Rn

ou de Rn[X]).

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 6 On admet que la famille B = ((1, 1, 1), (1, 2, 1), (0, 0, 1)) est
une base de R3.
Déterminer la matrice de passage de la base canonique C
de R3 à la base B.

Corrigé
C = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))

Notons PC,B la matrice de passage de C à B.

(1, 1, 1) = 1 · (1, 0, 0) + 1 · (0, 1, 0) + 1 · (0, 0, 1)

(1, 2, 1) = 1 · (1, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0) + 1 · (0, 0, 1)
(0, 0, 1) = 0 · (1, 0, 0) + 0 · (0, 1, 0) + 1 · (0, 0, 1)

D’où PC,B = MatC((1, 1, 1), (1, 2, 1), (0, 0, 1))
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PC,B =
( 1 1 0

1 2 0
1 1 1

)
.

Exercice 7 ♠ D’après HEC 2017
Soient n ∈ N∗ et x1, ..., xn des réels deux à deux distincts.
On note C la base canonique de Rn[X].

Pour i ∈ �0, n�, on note Li =
∏

k∈�0,n�
k ̸=i

X − xk

xi − xk

On admet que B = (L0, L1, ..., Ln) est une base de Rn[X].

1) Déterminer Li(xj) pour (i, j) ∈ (�0, n�)2.
2) Expliciter la matrice de passage de B à C.

Corrigé 1) Soit (i, j) ∈ (�0, n�)2.
• Cas 1 : i = j.

Alors Li(xi) =
∏

k∈�0,n�
k ̸=i

xi − xk

xi − xk
=

∏
k∈�0,n�

k ̸=i

1 = 1

• Cas 2 : i ̸= j.

Alors Li(xj) =
∏

k∈�0,n�
k ̸=i

xj − xk

xi − xk
= xj − xj

xi − xj

∏
k∈�0,n�

k ̸=i et k ̸=j

xj − xk

xi − xk

Or xj − xj

xi − xj
= 0.

Ainsi ∀(i, j) ∈ (�0, n�)2, Li(xj) =
{

1 si i = j

0 si i ̸= j

2) Soit P ∈ Rn[X]. (L0, L1, ..., Ln) est une base de Rn[X].

Donc ∃(a0, a1, ..., an) ∈ Rn+1, P =
n∑

i=0
aiLi

Soit j ∈ �0, n�.

P (xj) =
n∑

i=0
aiLi(xj)

=
n∑

i=0
i ̸=j

aiLi(xj)︸ ︷︷ ︸
=0

+ ajLj(xj)︸ ︷︷ ︸
=1

= aj

Ainsi, ∀j ∈ �0, n�, aj = P (xj)
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Donc P =
n

i=0
P (xi)Li

Posons P = Xk avec k ∈ �0, n�.

Comme P =
n

i=0
P (xi)Li, on a Xk =

n
i=0

xk
i Li

La matrice de passage de B à C est :

PB,C = MatB(1, X, X2, ..., Xn)

D’où PB,C =




1 x0 x2
0 . . . xn

0
1 x1 x2

1 . . . xn
1

...
...

...
...

1 xn x2
n . . . xn

n


.

Méthode 7 En utilisant la formule sur l’inverse d’une matrice
de passage

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soient B = (u1, u2, ..., un) et B′ = (v1, v2, ..., vn) deux bases
de E. PB,B′ et PB′,B sont inversibles et on a :

P −1
B,B′ = PB′,B et P −1

B′,B = PB,B′

RAPPEL DE COURS

Il est parfois plus simple de déterminer la matrice de passage
d’une base B′ vers une base B (PB′,B) que de B vers B′ (PB,B′).
C’est notamment le cas avec la base canonique si on travaille
sur Rn ou Rn[X]. En effet, il est généralement plus simple de
déterminer PC,B que PB,C .
Si l’énoncé demande de déterminer PB,B′ et qu’il est plus
simple de déterminer PB′,B, on peut commencer par détermi-
ner PB′,B puis on utilise la formule sur l’inverse d’une matrice
de passage pour pouvoir déterminer PB,B′ . Cette méthode
peut être appliquée uniquement s’il est possible de détermi-
ner l’inverse de PB′,B et elle sera le plus souvent utilisée pour
des bases à 2, 3 ou 4 éléments.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 8 On note C la base canonique de R3.
On admet que B = ((1, −1, 1), (1, 1, 1), (1, 0, −1)) est une
base de R3.
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Déterminer la matrice de passage de B vers C.

Corrigé
C = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))

(1, −1, 1) = 1.(1, 0, 0) − 1.(0, 1, 0) + 1.(0, 0, 1)

(1, 1, 1) = 1.(1, 0, 0) + 1.(0, 1, 0) + 1.(0, 0, 1)

(1, 0, −1) = 1.(1, 0, 0) + 0.(0, 1, 0) − 1.(0, 0, 1)

D’où PC,B =
 1 1 1

−1 1 0
1 1 −1



PC,B est inversible. Déterminons P −1
C,B.

Soit


x
y
z


,


a
b
c


∈ (M3,1(R))2.

 1 1 1
−1 1 0
1 1 −1

 
x
y
z


=


a
b
c



⇐⇒




x + y + z = a

−x + y = b L2 ← L2 + L1
x + y − z = c L3 ← L3 − L1

⇐⇒




x + y + z = a

2y + z = a + b

−2z = c − a

⇐⇒




x + y + z = a

2y = a + b − z

z = a − c

2

⇐⇒




x = a − y − z

y = a + b

2 − 1
2 × a − c

2 = a + 2b + c

4
z = a − c

2

⇐⇒




x = a − a + 2b + c

4 − a − c

2 = a

4 − b

2 + c

4
y = a

4 + b

2 + c

4
z = a

2 − c

2
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On a donc PB,C = P −1
C,B =

 1/4 −1/2 1/4
1/4 1/2 1/4
1/2 0 −1/2


.

Question 5 Comment déterminer la matrice des co-
ordonnées d’un vecteur dans une base
B ?

Méthode 8 A l’aide de la méthode classique vue en première
année pour déterminer la matrice des coordon-
nées d’un vecteur

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ∈ N∗.
Soit B = (e1, e2, ..., en) une base de E.
Soit u un vecteur de E.
Comme B est une base de E, on a :

∃!(x1, ..., xn) ∈ Rn, u =
n

k=1
xkek

La matrice des coordonnées de u dans la base B est :

MatB(u) =




x1
...

xn




RAPPEL DE COURS

Pour déterminer la matrice des coordonnées d’un vecteur dans
une base, on commence d’abord par déterminer les coordon-
nées de ce vecteur dans cette base. On utilise alors le rappel
ci-dessus pour expliciter la matrice colonne.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 9 Soit n ∈ N∗. Expliciter la matrice des coordonnées de (X +
1)n dans la base canonique C de Rn[X].

Corrigé
C = (1, X, X2, ..., Xn)
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Par la formule du binôme de Newton, on a :

(X + 1)n =
n

k=0


n

k


Xk1n−k =

n
k=0


n

k


Xk

Ainsi la matrice des coordonnées de (X + 1)n dans C est

MatC((X + 1)n) =





n
0



n
1


...
n
n






Méthode 9 A l’aide de la formule de changement de base

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ∈ N∗.
Soient B et B′ des bases de E. Soit u un vecteur de E.
On a alors :

MatB(u) = PB,B′ MatB′(u)

RAPPEL DE COURS

Il faudra parfois penser à utiliser la formule de changement
de base rappelée ci-dessus pour pouvoir déterminer la matrice
des coordonnées d’un vecteur dans une base. Le plus souvent,
l’énoncé nous incitera à utiliser cette méthode en nous deman-
dant précédemment de déterminer une matrice de passage, ou
de déterminer la matrice des coordonnées de ce même vecteur
dans une autre base.
Il est important de nommer la formule de changement de base
au cours de son raisonnement.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 10 On note C la base canonique de R3.
On admet que B = ((1, −1, 1), (1, 1, 1), (1, 0, −1)) est une
base de R3, et que la matrice de passage de B vers C est :

PB,C =
 1/4 −1/2 1/4

1/4 1/2 1/4
1/2 0 −1/2


(Démontré précédemment)

Soit u = (x, y, z) ∈ R3.
Expliciter la matrice des coordonnées de u dans la base B.
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Corrigé Par la formule de changement de base, on a :

MatB(u) = PB,C MatC(u) =
 1/4 −1/2 1/4

1/4 1/2 1/4
1/2 0 −1/2

 
x
y
z



On a alors MatB(u) =




x − 2y + z

4
x + 2y + z

4
x − z

2




.

Question 6 Comment déterminer la matrice repré-
sentative d’un endomorphisme f dans
une base B ?

Méthode 10 A l’aide de la méthode classique vue en première
année pour déterminer la matrice représentative
d’un endomorphisme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soit B = (e1, ..., en) une base de E. Soit f ∈ L(E).
On appelle matrice représentative de f dans la base B et
on note MatB(f) la matrice de Mn(R) dont la ième colonne
(i ∈ �1, n�) est la matrice des coordonnées du vecteur f(ei)
dans la base B.

En notant, pour tout j ∈ �1, n�, f(ej) =
n

i=1
xi,jei, on a :

MatB(f) = MatB(f(e1), f(e2), ..., f(en))

=




x1,1 x1,2 . . . x1,n

x2,1 x2,2 . . . x2,n

...
...

...
xn,1 xn,2 . . . xn,n




RAPPEL DE COURS
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Cette méthode a déjà été décrite dans le livre de première
année, mais revoici ses différentes étapes :

• On prend la base B = (e1, e2, ..., en) donnée par
l’énoncé et on lui applique f , de sorte à avoir
(f(e1), f(e2), ..., f(en)).

• On exprime les coordonnées de f(e1) dans cette même
base, et on remplit la première colonne de la matrice
avec ces coordonnées.

• On procède de manière similaire pour f(e2), ..., f(en)
afin d’obtenir les autres colonnes de la matrice.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 11 D’après EM Lyon 2018
Soit n ⩾ 2. Soit φ ∈ L(Rn[X]) définie par :

∀P ∈ Rn[X], φ(P ) = 1
n

X(1 − X)P ′ + XP

Déterminer sa matrice représentative A dans la base cano-
nique C de Rn[X].

Corrigé Si P = 1, P ′ = 0 donc φ(1) = 1
n

X(1 − X) · 0 + X · 1 = X

Si P = Xn, P ′ = nXn−1 donc

φ(Xn) = 1
n

X(1 − X)nXn−1 + X · Xn = Xn

∀k ∈ �1, n − 1�, φ(Xk) = k

n
X(1 − X)Xk−1 + XXk

= k

n
Xk − k

n
Xk+1 + Xk+1

= k

n
Xk + n − k

n
Xk+1

Donc la matrice de φ dans C est :

A =




0 0 0 . . . . . . 0

1 1
n 0 0

...

0 n−1
n

2
n 0

. . .
...

... n−2
n

. . . . . . 0
...

. . . . . . 0
0 . . . . . . 1

n 1



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Méthode 11 A l’aide de la formule de changement de base

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soient B et B′ des bases de E. Soit f ∈ L(E).
On a alors :

MatB′(f) = PB′,B MatB(f)PB,B′

Attention : la formule de changement de base pour un vec-
teur ne nécessite qu’une seule matrice de passage alors que
celle pour un endomorphisme nécessite deux matrices de pas-
sage (une à gauche et une à droite).

RAPPEL DE COURS

Il faudra parfois penser à utiliser la formule de changement
de base rappelée ci-dessus pour pouvoir déterminer la matrice
représentative d’un endomorphisme dans une base. Le plus
souvent, l’énoncé nous incitera à utiliser cette méthode en
nous demandant précédemment de déterminer une matrice
de passage, ou de déterminer la matrice représentative de ce
même endomorphisme dans une autre base.
Il est important de nommer la formule de changement de base
au cours de son raisonnement et de ne pas se tromper dans
l’ordre des matrices de passage.

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 12 Soient B et B′ deux bases de R2 telles que la matrice de

passage de B′ à B soit PB′,B =
(

2 1
1 0

)
.

Soit f un endomorphisme de R2 telle que la matrice repré-

sentative de f dans la base B est MatB(f) =
(

1 1
1 0

)
.

Déterminer la matrice représentative de f dans la base B′.

Corrigé PB′,B a pour déterminant 2 × 0 − 1 × 1 = −1 ̸= 0
Donc PB′,B est inversible et on a :

P −1
B′,B = 1

−1

(
0 −1

−1 2

)
=

(
0 1
1 −2

)

D’où PB,B′ =
(

0 1
1 −2

)
.
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Par la formule de changement de base, on a alors :

MatB′(f) = PB′,B MatB(f)PB,B′

=
(

2 1
1 0

) (
1 1
1 0

) (
0 1
1 −2

)

=
(

3 2
1 1

) (
0 1
1 −2

)

=
(

2 −1
1 −1

)

Ainsi MatB′(f) =
(

2 −1
1 −1

)
.

Question 7 Comment montrer que deux matrices A
et B sont semblables ?

Méthode 12 En montrant qu’il existe P inversible telle que B =
P −1AP

Deux matrices carrées A et B sont semblables si et seulement
si il existe une matrice P inversible telle que B = P −1AP .
Deux matrices semblables peuvent être interprétées comme
deux matrices d’un même endomorphisme dans des bases dif-
férentes.

RAPPEL DE COURS

Il est relativement rare qu’un énoncé demande de montrer
que deux matrices A et B sont semblables, mais si tel est le
cas, il faut montrer le point de cours rappelé ci-dessus. On
peut également montrer que ces matrices sont les matrices
représentatives d’un même endomorphisme dans des bases
différentes. En effet, avec la formule de changement de base,
cela permet d’en déduire qu’il existe P inversible telle que
B = P −1AP .

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 13 Soient n ∈ N∗ et A et B deux matrices semblables de
Mn(R). Montrer que pour tout k ∈ N∗, Ak et Bk sont
semblables.

Corrigé A et B sont semblables donc ∃P ∈ GLn(R), B = P −1AP .
Posons pour k ∈ N∗, H(k) : ”Bk = P −1AkP”
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• k = 1 : on a bien B = P −1AP d’où H(1).
• Soit k ∈ N∗. Supposons H(k).

On a alors Bk = P −1AkP

D’où Bk+1 = BBk = P −1APP −1AkP

Donc Bk+1 = P −1AInAkP car PP −1 = In

Alors Bk+1 = P −1AAkP = P −1Ak+1P d’où H(k + 1).

Par récurrence, on a ∀k ∈ N∗, Bk = P −1AkP .

Ainsi pour tout k ∈ N∗, Ak et Bk sont semblables.

1.3. Stabilité d’un sous-espace vectoriel

Question 8 Comment montrer qu’un sous-espace
vectoriel F est stable par un endomor-
phisme f ?

Méthode 13 En montrant que pour tout x ∈ F , on a f(x) ∈ F

Soit E un R-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de
E et f ∈ L(E).

F est stable par f ⇐⇒ ∀x ∈ F, f(x) ∈ F ⇐⇒ f(F ) ⊂ F

RAPPEL DE COURS

Exercice 14 D’après ESCP 2001
Soit n ∈ N∗. On note E = Rn. Soit f un endomorphisme
de E, p ∈ N∗.
Montrer que si F1, F2, ..., Fp sont des sous-espaces vectoriels

de E stables par f , alors
p∑

k=1
Fk est stable par f .

Corrigé Soient F1, F2, ..., Fp p sous-espaces vectoriels de E stables
par f .

Montrons que ∀x ∈
p∑

k=1
Fk, f(x) ∈

p∑
k=1

Fk

Soit x ∈
p∑

k=1
Fk.
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On a alors : ∃(x1, x2, ..., xp) ∈ F1 × F2 × ... × Fp,

x = x1 + x2 + ... + xp

f(x) = f(x1 + x2 + ... + xp) = f(x1) + f(x2) + ... + f(xp)
car f est une application linéaire. Or :
F1 est stable par f et x1 ∈ F1 donc f(x1) ∈ F1

F2 est stable par f et x2 ∈ F2 donc f(x2) ∈ F2
...

Fp est stable par f et xp ∈ Fp donc f(xp) ∈ Fp

Ainsi f(x) = f(x1)︸ ︷︷ ︸
∈F1

+ f(x2)︸ ︷︷ ︸
∈F2

+ ... + f(xp)︸ ︷︷ ︸
∈Fp

D’où f(x) ∈
p∑

k=1
Fk. Donc

p∑
k=1

Fk est stable par f .

Méthode 14 En montrant la stabilité pour une base ou une
famille génératrice de F .

Il faut donc montrer que si (ei)i∈�1,n� est une base (ou seule-
ment une famille génératrice) de F , on a

∀i ∈ �1, n�, f(ei) ∈ F

POINT MÉTHODOLOGIQUE

Exercice 15 Soit l’endomorphisme ∆ : R[X] → R[X] tel que

∀P ∈ R[X], ∆(P ) = X2P ′′

Soit n ⩾ 2. Montrer que F = Vect(X2, ..., Xn) est stable
par ∆.

Corrigé On a ∀k ∈ �2, n�,

∆(Xk) = X2 · k(k − 1)Xk−2 = k(k − 1)Xk ∈ F

Or (X2, ..., Xn) est une famille génératrice (et même une
base) de F , donc F est stable par f .
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