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Chapitre 1

Structures algébriques usuelles

1.1 Compléments sur les groupes

1.1.1 Intersection de sous-groupes

Proposition.
On se donne (G,×) un groupe. On se donne (Hi,×)i∈I une famille de sous-groupes
de G. On pose H = ∩

i∈I
Hi, alors (H,×) est un sous-groupe de (G,×).

Démonstration. Déjà, pour tout i ∈ I, on a e ∈ Hi, donc e ∈ H. En particulier H
est non vide. Ensuite, soient x et y deux éléments de H. Pour tout i ∈ I, (Hi,×)
est un sous-groupe de G, donc xy−1 ∈ Hi. Ainsi xy−1 ∈ H. �

Exemple. (2Z,+) ∩ (3Z,+) = (6Z,+) est un sous-groupe de (Z,+).

1.1.2 Sous-groupe engendré par une partie

Définition d’un sous-groupe engendré par une partie.

On se donne (G,×) un groupe. On se donne A ⊂ G une partie de G. On
pose

〈A〉 =
⋂

H sous-groupe deG
tel queA⊂H

H.

〈A〉 est l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A. D’après la
proposition précédente, (〈A〉,×) est un sous-groupe de (G,×). On l’appelle
le sous-groupe engendré par A. On peut aussi le noter gr(A).

21

TABLE DES MATIÈRES 19

12.2.11La jacobienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421
12.2.12Cas des fonctions d’une variable réelle . . . . . . . . . . . . 421
12.2.13Le gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422

12.3 Opérations sur les applications différentiables . . . . . . . . . . . . 424
12.3.1 Combinaison linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424
12.3.2 Applications multilinéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424
12.3.3 Règle de la chaîne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426
12.3.4 Dérivée le long d’un arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
12.3.5 Dérivées partielles d’une composées d’applications différen-

tiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
12.4 Applications de classe C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429

12.4.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
12.4.2 Dérivées partielles et caractère C1 . . . . . . . . . . . . . . . 429
12.4.3 Opérations algébriques sur les fonctions de classe C1 . . . . 430
12.4.4 Intégration le long d’un arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431
12.4.5 Caractérisation des fonctions constantes . . . . . . . . . . . 431

12.5 Vecteurs tangents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432
12.5.1 Vecteur tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432
12.5.2 Sous-espace affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432
12.5.3 Sphère d’un espace euclidien . . . . . . . . . . . . . . . . . 433
12.5.4 Graphe d’une fonction numérique . . . . . . . . . . . . . . . 434
12.5.5 Espace tangent et différentielles. . . . . . . . . . . . . . . . 435
12.5.6 Les suites contractantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435
12.5.7 Le théorème du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436
12.5.8 L’inverse est C∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
12.5.9 L’inégalité des accroissements finis . . . . . . . . . . . . . . 437
12.5.10La norme de l’inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
12.5.11Le théorème d’inversion locale . . . . . . . . . . . . . . . . 438
12.5.12Le théorème des fonctions implicites . . . . . . . . . . . . . 441
12.5.13Plan tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442

12.6 Optimisation, étude au premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . 443
12.6.1 Point critique d’une application différentiable . . . . . . . . 443
12.6.2 Condition nécessaire d’existence d’un extremum

local en un point intérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443
12.6.3 Extremum local et restriction . . . . . . . . . . . . . . . . . 444
12.6.4 Optimisation sous contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . 444

12.7 Applications de classe Ck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446
12.7.1 Dérivées partielles d’ordre k . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446
12.7.2 Applications de classe Ck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446
12.7.3 Opérations sur les fonctions de classe Ck . . . . . . . . . . . 448
12.7.4 Équations aux dérivées partielles . . . . . . . . . . . . . . . 448

12.8 Optimisation au second ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449
12.8.1 La hessienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449
12.8.2 La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 . . . . . . . . . . . 449
12.8.3 Minimum local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
12.8.4 Maximum local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
12.8.5 Condition pour un minimum local. . . . . . . . . . . . . . . 453

20 TABLE DES MATIÈRES

12.8.6 Condition pour un maximum local . . . . . . . . . . . . . . 453
12.8.7 Cas particulier de R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454

Table des matières

9782340-085312_001_456.indd   209782340-085312_001_456.indd   20 09/01/2024   16:5509/01/2024   16:55


