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Dans l’exercice no 2, on étudie la suite 𝑢𝑢 définie par la donnée de 𝑢𝑢0 et par la relation de
récurrence ∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

𝑢𝑢𝑛𝑛
1+𝑢𝑢𝑛𝑛

Sur la figure ci-dessus, on a représenté graphiquement les premiers termes de cette suite.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
On considère les suites (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 et (𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 définies par 𝑎𝑎0 = 1, 𝑏𝑏0 = 0 et :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

.

1) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, �1 + √2 �𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2.
2) Montrer par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎𝑛𝑛 et 𝑏𝑏𝑛𝑛 sont des entiers naturels.
3) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Exercice 2

Soit (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 une suite réelle vérifiant 𝑢𝑢0 ∈ ]0, +∞[ et pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑛𝑛+1

.

1) Préciser 𝑢𝑢1 et 𝑢𝑢2 en fonction de 𝑢𝑢0.
2) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0.
3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, exprimer 𝑢𝑢𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 et 𝑢𝑢0.

Indication : On pourra considérer 1/𝑢𝑢𝑛𝑛.

Exercice 3
Soit 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥 𝑥𝑥𝑥. Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛, on a :

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

ClassiqueExercice 4

Soit (𝑊𝑊𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 la suite réelle définie par𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋
2

, 𝑊𝑊1 = 1 et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑊𝑊𝑛𝑛.

1) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋
2
.

2) Montrer que pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , 𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
.

3) Préciser pour 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , 𝑊𝑊2𝑝𝑝.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
Montrer, à l’aide d’arguments élémentaires, que pour un entier naturel 𝑛𝑛 :

𝑛𝑛 est un multiple de 6 ⟺ 𝑛𝑛 est un multiple de 3 et est pair.
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Exercice 6
1) Résoudre l’équation |𝑥𝑥 𝑥 𝑥| = 2𝑥𝑥 𝑥 𝑥 d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.
2) Résoudre l’équation √2𝑥𝑥2 +1  = 𝑥𝑥2 d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.

Exercice 7
Les nombres 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 étant réels, résoudre le système suivant :

�
(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥
(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥

.

Exercice 8
Soient les quatre assertions suivantes :
1) ∃𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ; 2) ∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ;
3) ∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ; 4) ∃𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 > 𝑥𝑥.
Traduire chacune d’elles par une phrase en français. Préciser si elles sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elle est fausse, écrire sa négation avec des quantificateurs.

Exercice 9
Soient 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶 des ensembles.
1) Établir l’équivalence :

(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

2) Établir l’implication :

𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   ou 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

Indication : On pourra raisonner par contraposition.

Exercice 10
Démontrer, en le déterminant, qu’il existe un entier 𝑛𝑛0 tel que :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛0, 2𝑛𝑛 ⩾ (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 2.

Inégalité arithmético-géométrique⋆⋆Exercice 11

1) Soit𝒜𝒜 une partie de ℕ∗ contenant 1, stable par passage au prédécesseur et par passage
au double. On a donc pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 , les deux implications suivantes :
• 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 ,
• (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛     𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 .
Montrer que𝒜𝒜 𝒜𝒜 ∗.

2) Application
En déduire que pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, pour tous 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛 réels strictement positifs :

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

⩾ (𝑎𝑎1𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛)1/𝑛𝑛.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
On considère les suites (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 et (𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 définies par 𝑎𝑎0 = 1, 𝑏𝑏0 = 0 et :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

.

1) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, �1 + √2 �𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2.
2) Montrer par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎𝑛𝑛 et 𝑏𝑏𝑛𝑛 sont des entiers naturels.
3) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Exercice 2

Soit (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 une suite réelle vérifiant 𝑢𝑢0 ∈ ]0, +∞[ et pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑛𝑛+1

.

1) Préciser 𝑢𝑢1 et 𝑢𝑢2 en fonction de 𝑢𝑢0.
2) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0.
3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, exprimer 𝑢𝑢𝑛𝑛 en fonction de 𝑛𝑛 et 𝑢𝑢0.

Indication : On pourra considérer 1/𝑢𝑢𝑛𝑛.

Exercice 3
Soit 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥 𝑥𝑥𝑥. Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛, on a :

(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

ClassiqueExercice 4

Soit (𝑊𝑊𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 la suite réelle définie par𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋
2

, 𝑊𝑊1 = 1 et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑊𝑊𝑛𝑛.

1) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋
2
.

2) Montrer que pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , 𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
.

3) Préciser pour 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , 𝑊𝑊2𝑝𝑝.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
Montrer, à l’aide d’arguments élémentaires, que pour un entier naturel 𝑛𝑛 :

𝑛𝑛 est un multiple de 6 ⟺ 𝑛𝑛 est un multiple de 3 et est pair.
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Exercice 6
1) Résoudre l’équation |𝑥𝑥 𝑥 𝑥| = 2𝑥𝑥 𝑥 𝑥 d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.
2) Résoudre l’équation √2𝑥𝑥2 +1  = 𝑥𝑥2 d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.

Exercice 7
Les nombres 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 étant réels, résoudre le système suivant :

�
(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥
(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥

.

Exercice 8
Soient les quatre assertions suivantes :
1) ∃𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ; 2) ∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ;
3) ∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ; 4) ∃𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 > 𝑥𝑥.
Traduire chacune d’elles par une phrase en français. Préciser si elles sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elle est fausse, écrire sa négation avec des quantificateurs.

Exercice 9
Soient 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 et 𝐶𝐶 des ensembles.
1) Établir l’équivalence :

(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

2) Établir l’implication :

𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   ou 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

Indication : On pourra raisonner par contraposition.

Exercice 10
Démontrer, en le déterminant, qu’il existe un entier 𝑛𝑛0 tel que :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛0, 2𝑛𝑛 ⩾ (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 2.

Inégalité arithmético-géométrique⋆⋆Exercice 11

1) Soit𝒜𝒜 une partie de ℕ∗ contenant 1, stable par passage au prédécesseur et par passage
au double. On a donc pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 , les deux implications suivantes :
• 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 ,
• (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛     𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 .
Montrer que𝒜𝒜 𝒜𝒜 ∗.

2) Application
En déduire que pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, pour tous 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛 réels strictement positifs :

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

⩾ (𝑎𝑎1𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛)1/𝑛𝑛.
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⋆⋆Exercice 12
Soit (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∗ une suite de réels strictement positifs et croissante.
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑘𝑘 𝑘 J1, 𝑛𝑛K, on pose :

𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘)𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘 ⋯𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘.

1) Préciser les expressions de 𝑝𝑝2,2, 𝑞𝑞2,2, 𝑝𝑝3,2 et de 𝑞𝑞3,2.
2) On suppose que, pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝑢𝑢𝑛𝑛 est une longueur exprimée en mètre.

En quelle(s) unité(s) seront exprimés 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 (pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 1 ⩽ 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 )?
3) Montrer que pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑘𝑘 𝑘 J1, 𝑛𝑛K, on a :

(𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘)𝑛𝑛 ⩽ (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘 ⋯𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘.

4) Application
Soit (𝑀𝑀𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 une suite de réels strictement positifs tels que :

∀𝑝𝑝 𝑝𝑝 ∗, 𝑀𝑀𝑝𝑝 ⩽ 21/2𝑀𝑀1/2
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑀𝑀

1/2
𝑝𝑝𝑝𝑝.

Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et tout 𝑘𝑘 𝑘 J0, 𝑛𝑛K :

𝑀𝑀𝑘𝑘 ⩽ 2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑀𝑀1−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
0 𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛 .

Indication : On pourra poser pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∗, 𝑢𝑢𝑘𝑘 = 2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑀𝑀𝑘𝑘

𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘
.

D’après Centrale-Supelec 2001 PC 1

Exercice 13
Soit (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 la suite définie par 𝑎𝑎0 = 0 et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 :

𝑎𝑎2𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛, 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 − 𝑎𝑎𝑛𝑛.

1) Déterminer 𝑎𝑎224.
2) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, on note 𝑑𝑑𝑛𝑛 la somme des chiffres de l’écriture binaire de 𝑛𝑛.

Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1−(−1)𝑑𝑑𝑛𝑛

2
.

⋆⋆Exercice 14
Soit 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 une fonction vérifiant 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 pour tout 𝑛𝑛 de ℕ.

1) Montrer que pour tous 𝑛𝑛 et 𝑚𝑚 entiers naturels :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓  𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓

2) En déduire que 𝑓𝑓 𝑓 Idℕ.

6

Corrections

Exercices avec questions ouvertes

Exercice 15

Soient 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 deux rationnels positifs tels que √𝑥𝑥 et √𝑦𝑦 ne soient pas rationnels.
Le nombre √𝑥𝑥 𝑥 √𝑦𝑦 peut-il être rationnel?

Exercice 16
On note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 l’ensemble des parties d’un ensemble 𝐸𝐸.
Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 des parties de 𝐸𝐸.
Est-il vrai que 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫? et 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫?

Nombres harmoniques⋆⋆Exercice 17

Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ ⧵ {1}, le nombre rationnel 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 + 1
2
+ ⋯+ 1

𝑛𝑛
peut-il être un entier?

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « �1 + √2 �

𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ».
• Initialisation

On a 𝑎𝑎0 + 𝑏𝑏0√2 = 1 + 0 = 0 et �1 + √2 �
0 = 1, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.

• Hérédité
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors :
�1 + √2 �

𝑛𝑛𝑛𝑛 = �1 + √2 �
𝑛𝑛�1 + √2 �

= �𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ��1 + √2 �

= 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛 +( 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛)√2

= 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛√2.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛,
𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, �1 + √2 �

𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2.
2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 : « 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ℕ  et 𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ  ».

• Initialisation
L’assertion 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 est vraie, car 𝑎𝑎0 = 1 et 𝑏𝑏0 = 0 sont des entiers naturels.

• Hérédité
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ℕ  et 𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ , donc 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ .
Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

⋆⋆Exercice 12
Soit (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∗ une suite de réels strictement positifs et croissante.
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑘𝑘 𝑘 J1, 𝑛𝑛K, on pose :

𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘)𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘 ⋯𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘.

1) Préciser les expressions de 𝑝𝑝2,2, 𝑞𝑞2,2, 𝑝𝑝3,2 et de 𝑞𝑞3,2.
2) On suppose que, pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝑢𝑢𝑛𝑛 est une longueur exprimée en mètre.

En quelle(s) unité(s) seront exprimés 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 (pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 1 ⩽ 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 )?
3) Montrer que pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑘𝑘 𝑘 J1, 𝑛𝑛K, on a :

(𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘)𝑛𝑛 ⩽ (𝑢𝑢1𝑢𝑢2 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘 ⋯𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑘𝑘.

4) Application
Soit (𝑀𝑀𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 une suite de réels strictement positifs tels que :

∀𝑝𝑝 𝑝𝑝 ∗, 𝑀𝑀𝑝𝑝 ⩽ 21/2𝑀𝑀1/2
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑀𝑀

1/2
𝑝𝑝𝑝𝑝.

Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et tout 𝑘𝑘 𝑘 J0, 𝑛𝑛K :

𝑀𝑀𝑘𝑘 ⩽ 2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑀𝑀1−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
0 𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛 .

Indication : On pourra poser pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ∗, 𝑢𝑢𝑘𝑘 = 2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑀𝑀𝑘𝑘

𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘
.

D’après Centrale-Supelec 2001 PC 1

Exercice 13
Soit (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 la suite définie par 𝑎𝑎0 = 0 et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 :

𝑎𝑎2𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛, 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 − 𝑎𝑎𝑛𝑛.

1) Déterminer 𝑎𝑎224.
2) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, on note 𝑑𝑑𝑛𝑛 la somme des chiffres de l’écriture binaire de 𝑛𝑛.

Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1−(−1)𝑑𝑑𝑛𝑛

2
.

⋆⋆Exercice 14
Soit 𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 une fonction vérifiant 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 pour tout 𝑛𝑛 de ℕ.

1) Montrer que pour tous 𝑛𝑛 et 𝑚𝑚 entiers naturels :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓  𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓

2) En déduire que 𝑓𝑓 𝑓 Idℕ.
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Corrections

Exercices avec questions ouvertes

Exercice 15

Soient 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 deux rationnels positifs tels que √𝑥𝑥 et √𝑦𝑦 ne soient pas rationnels.
Le nombre √𝑥𝑥 𝑥 √𝑦𝑦 peut-il être rationnel?

Exercice 16
On note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 l’ensemble des parties d’un ensemble 𝐸𝐸.
Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 des parties de 𝐸𝐸.
Est-il vrai que 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫? et 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 𝒫 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫?

Nombres harmoniques⋆⋆Exercice 17

Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ ⧵ {1}, le nombre rationnel 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 + 1
2
+ ⋯+ 1

𝑛𝑛
peut-il être un entier?

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « �1 + √2 �

𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ».
• Initialisation

On a 𝑎𝑎0 + 𝑏𝑏0√2 = 1 + 0 = 0 et �1 + √2 �
0 = 1, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.

• Hérédité
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors :
�1 + √2 �

𝑛𝑛𝑛𝑛 = �1 + √2 �
𝑛𝑛�1 + √2 �

= �𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ��1 + √2 �

= 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛 +( 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛)√2

= 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛√2.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛,
𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, �1 + √2 �

𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛√2.
2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 : « 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ℕ  et 𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ  ».

• Initialisation
L’assertion 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 est vraie, car 𝑎𝑎0 = 1 et 𝑏𝑏0 = 0 sont des entiers naturels.

• Hérédité
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors 𝑎𝑎𝑛𝑛 ∈ℕ  et 𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ , donc 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛 ∈ℕ .
Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎𝑛𝑛 et 𝑏𝑏𝑛𝑛 sont des entiers naturels.
3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on pose 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛.

On a 𝑥𝑥0 = 12 − 0 = 1. Et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 :
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛𝑛𝑛

= (𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛)2 − 2(𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛)2

= −𝑎𝑎2𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏2𝑛𝑛
= −𝑥𝑥𝑛𝑛.

(𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎2 = 𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎2 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎

On a ainsi une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 𝑞𝑞𝑞  et de premier terme 1, donc

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Remarque
On pouvait aussi remarquer 𝑎𝑎2𝑛𝑛 −2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝑛𝑛 +𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ��𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑏𝑏𝑛𝑛√2 �, montrer par récur-
rence 𝑎𝑎𝑛𝑛 − 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 = �1 − √2 �

𝑛𝑛 et conclure par :

𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = �1 + √2 �𝑛𝑛�1 − √2 �𝑛𝑛 = �1 − 2�𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Exercice 2

1) On obtient 𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢0
𝑢𝑢0+1

puis 𝑢𝑢1 + 1 = 2𝑢𝑢0+1
𝑢𝑢0+1

d’où 𝑢𝑢2 = 𝑢𝑢1
𝑢𝑢1+1

= 𝑢𝑢0
2𝑢𝑢0+1

.

2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0 ».
• Initialisation

On a 𝑢𝑢0 ∈ ]0, +∞[, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0, donc 𝑢𝑢𝑛𝑛 + 1 > 0, puis 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑛𝑛+1
> 0. Donc, 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫   est vraie.

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0.

Remarque
Cela prouve que tous les termes de la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 sont bien définis.

3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 1/𝑢𝑢𝑛𝑛 (𝑢𝑢𝑛𝑛 est non nul d’après la question précédente).
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on a 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
= 𝑢𝑢𝑛𝑛+1

𝑢𝑢𝑛𝑛
= 1 + 1

𝑢𝑢𝑛𝑛
= 1 + 𝑣𝑣𝑛𝑛.

Donc (𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 est une suite arithmétique de raison 1 : 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑣𝑣0 + 𝑛𝑛.
On en déduit que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1

𝑣𝑣0+𝑛𝑛
= 𝑢𝑢0

1+𝑛𝑛𝑛𝑛0
.

Remarque
On pouvait conjecturer « 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢0

𝑛𝑛𝑛𝑛0+1
» dès la question 1) et le prouver par récurrence.

8

Corrections

Exercice 3
Soit 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥.
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « (1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1+  𝑛𝑛𝑛𝑛 ».
• Initialisation

On a (1+  𝑥𝑥𝑥2 = 1+  2𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥2 > 1+  2𝑥𝑥, car 𝑥𝑥 étant différent de 0, 𝑥𝑥2 > 0.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors :
(1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1+  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛

> (1+  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

= 1+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛𝑛𝑛2

> 1+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 et 1+  𝑥𝑥 𝑥 𝑥

𝑥𝑥2 > 0

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1+  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

Remarque
Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, on peut prouver le résultat à l’aide de la formule du binôme :

(1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�𝑥𝑥𝑘𝑘 = �

𝑛𝑛
0
� + �

𝑛𝑛
1
�𝑥𝑥 𝑥

𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�𝑥𝑥𝑘𝑘

comme �𝑛𝑛0� = 1, �𝑛𝑛1� = 𝑛𝑛 et, 𝑥𝑥 étant positif,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑥𝑥
𝑘𝑘 l’est aussi, on en déduit le résultat.

Exercice 4

1) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋
2

».
• Initialisation

On a 𝑊𝑊1 = 1 et 𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋
2
donc (0+1)𝑊𝑊  1𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋

2
.

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors :
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑊𝑊𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛

= (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝜋𝜋
2
.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋

2
.

2) Pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , on note 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 : «𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
».

• Initialisation
On a 0! = 1, 1! = 1 et 20 = 1 donc 20(0!)2

1!
= 1 et comme 𝑊𝑊1 = 1, 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 est vraie.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑎𝑎𝑛𝑛 et 𝑏𝑏𝑛𝑛 sont des entiers naturels.
3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on pose 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛.

On a 𝑥𝑥0 = 12 − 0 = 1. Et pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 :
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛𝑛𝑛

= (𝑎𝑎𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏𝑛𝑛)2 − 2(𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛)2

= −𝑎𝑎2𝑛𝑛 + 2𝑏𝑏2𝑛𝑛
= −𝑥𝑥𝑛𝑛.

(𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎2 = 𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎2 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎

On a ainsi une suite géométrique de raison 𝑞𝑞 𝑞𝑞𝑞  et de premier terme 1, donc

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Remarque
On pouvait aussi remarquer 𝑎𝑎2𝑛𝑛 −2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝑛𝑛 +𝑏𝑏𝑛𝑛√2 ��𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑏𝑏𝑛𝑛√2 �, montrer par récur-
rence 𝑎𝑎𝑛𝑛 − 𝑏𝑏𝑛𝑛√2 = �1 − √2 �

𝑛𝑛 et conclure par :

𝑎𝑎2𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏2𝑛𝑛 = �1 + √2 �𝑛𝑛�1 − √2 �𝑛𝑛 = �1 − 2�𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛.

Exercice 2

1) On obtient 𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢0
𝑢𝑢0+1

puis 𝑢𝑢1 + 1 = 2𝑢𝑢0+1
𝑢𝑢0+1

d’où 𝑢𝑢2 = 𝑢𝑢1
𝑢𝑢1+1

= 𝑢𝑢0
2𝑢𝑢0+1

.

2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0 ».
• Initialisation

On a 𝑢𝑢0 ∈ ]0, +∞[, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0, donc 𝑢𝑢𝑛𝑛 + 1 > 0, puis 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑛𝑛+1
> 0. Donc, 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫   est vraie.

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0.

Remarque
Cela prouve que tous les termes de la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 sont bien définis.

3) Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 1/𝑢𝑢𝑛𝑛 (𝑢𝑢𝑛𝑛 est non nul d’après la question précédente).
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on a 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
= 𝑢𝑢𝑛𝑛+1

𝑢𝑢𝑛𝑛
= 1 + 1

𝑢𝑢𝑛𝑛
= 1 + 𝑣𝑣𝑛𝑛.

Donc (𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛 est une suite arithmétique de raison 1 : 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑣𝑣0 + 𝑛𝑛.
On en déduit que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1

𝑣𝑣0+𝑛𝑛
= 𝑢𝑢0

1+𝑛𝑛𝑛𝑛0
.

Remarque
On pouvait conjecturer « 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢0

𝑛𝑛𝑛𝑛0+1
» dès la question 1) et le prouver par récurrence.
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Corrections

Exercice 3
Soit 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥.
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « (1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1+  𝑛𝑛𝑛𝑛 ».
• Initialisation

On a (1+  𝑥𝑥𝑥2 = 1+  2𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥2 > 1+  2𝑥𝑥, car 𝑥𝑥 étant différent de 0, 𝑥𝑥2 > 0.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie.
On a alors :
(1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1+  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛

> (1+  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

= 1+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛𝑛𝑛2

> 1+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 et 1+  𝑥𝑥 𝑥 𝑥

𝑥𝑥2 > 0

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 > 1+  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

Remarque
Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, on peut prouver le résultat à l’aide de la formule du binôme :

(1+  𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�𝑥𝑥𝑘𝑘 = �

𝑛𝑛
0
� + �

𝑛𝑛
1
�𝑥𝑥 𝑥

𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�𝑥𝑥𝑘𝑘

comme �𝑛𝑛0� = 1, �𝑛𝑛1� = 𝑛𝑛 et, 𝑥𝑥 étant positif,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑥𝑥
𝑘𝑘 l’est aussi, on en déduit le résultat.

Exercice 4

1) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : « (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋
2

».
• Initialisation

On a 𝑊𝑊1 = 1 et 𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋
2
donc (0+1)𝑊𝑊  1𝑊𝑊0 = 𝜋𝜋

2
.

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors :
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑊𝑊𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛

= (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝜋𝜋
2
.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑊𝑊𝑛𝑛 = 𝜋𝜋

2
.

2) Pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝 , on note 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 : «𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
».

• Initialisation
On a 0! = 1, 1! = 1 et 20 = 1 donc 20(0!)2

1!
= 1 et comme 𝑊𝑊1 = 1, 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 est vraie.
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1 ♦ Techniques de raisonnements

• Hérédité
Soit 𝑝𝑝 𝑝 𝑝. On suppose 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬 vraie. On a alors :
𝑊𝑊2(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝

= 2𝑝𝑝𝑝𝑝
2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝

= 2𝑝𝑝𝑝𝑝
2𝑝𝑝𝑝𝑝

⋅ 2
2𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

= (2𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝2 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

= 22(𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝2 2
2𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

= 22𝑝𝑝𝑝𝑝((𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
.

d’après 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬

(2𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝
= (2𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝

(𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

Donc 𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬𝒬  𝒬 est vraie.

On a montré par récurrence que pour tout 𝑝𝑝 𝑝 𝑝, 𝑊𝑊2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

(2𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
.

3) En utilisant les deux questions précédentes :

𝑊𝑊2𝑝𝑝 =
𝜋𝜋

2(2𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝
=

(2𝑝𝑝𝑝𝑝
22𝑝𝑝(𝑝𝑝𝑝𝑝2

⋅
𝜋𝜋
2

.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
On raisonne par double implication.

⟹ Soit 𝑛𝑛 un multiple de 6. Il existe un entier naturel 𝑞𝑞 tel que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛.
Comme 𝑞𝑞2 = 3𝑞𝑞 𝑞𝑞  et 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 2, 𝑛𝑛 est pair.
De même, 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 3 avec 𝑞𝑞3 = 2𝑞𝑞 𝑞𝑞  donc 𝑛𝑛 est un multiple de 3.

⟸ Soit 𝑛𝑛 un multiple de 3 et de 2. Il existe un entier naturel 𝑞𝑞 tel que 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 .
Comme 𝑛𝑛 est pair, 𝑞𝑞 est pair (si 𝑞𝑞 était impair, 3𝑞𝑞 le serait aussi).
Donc il existe un entier naturel 𝑞𝑞′ tel que 𝑞𝑞 𝑞𝑞 𝑞𝑞′.
Finalement 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ′) = 6𝑞𝑞′ et 𝑛𝑛 est un multiple de 6.

Exercice 6

1) L’équation faisant intervenir |𝑥𝑥 𝑥𝑥 |, on envisage deux cas selon le signe de 𝑥𝑥 𝑥𝑥 .
• Premier cas 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
On a alors à résoudre−(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥𝑥 𝑥𝑥  d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥.

−𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥𝑥  𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

Or−2/3 ∉ ]−∞,−1[, il n’y a pas de solution 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥.
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• Second cas 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
On a alors à résoudre 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 d’inconnue 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥.

𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥

Il y a une seule solution dans [−1,−∞[ qui est 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.
Finalement, 0 est l’unique solution réelle de l’équation |𝑥𝑥 𝑥 𝑥| =2 𝑥𝑥 𝑥 𝑥.

2) L’équation faisant intervenir une racine carrée, on commence par une élévation au carré.
• Analyse
Soit 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 tel que √2𝑥𝑥2 +1=   𝑥𝑥2. En élevant au carré, on obtient 𝑥𝑥4 −2 𝑥𝑥2 −1=0   .
En posant 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 2, on a 𝑦𝑦 𝑦𝑦  et 𝑦𝑦2 −2 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦   . On en déduit 𝑦𝑦 𝑦𝑦  𝑦 √2. Comme
1−  √2 < 0, le seul cas possible est 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦   √2. Donc 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�1+  √2.

• Synthèse
Réciproquement si 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�1+  √2, on aura 𝑥𝑥4 =2 𝑥𝑥2 +1 .
Comme 𝑥𝑥2 > 0, √𝑥𝑥4 = 𝑥𝑥2 et finalement 𝑥𝑥2 = √2𝑥𝑥2 +1 .

L’equation √2𝑥𝑥2 +1=   𝑥𝑥2 admet deux solutions réelles�1+  √2 et−�1+  √2.

Exercice 7
Soient 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 deux réels. On a :

(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 ou 𝑦𝑦 𝑦𝑦  ou 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

On envisage alors trois cas.
• Premier cas 𝑥𝑥 𝑥 𝑥
La seconde ligne devient 3(𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   qui a pour solutions 𝑦𝑦 𝑦𝑦  et 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 .
On obtient deux solutions du système 𝑐𝑐1 = (1,−1) et 𝑐𝑐2 = (1,1) .

• Deuxième cas 𝑦𝑦 𝑦𝑦
La seconde ligne devient 3(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 qui a pour solutions 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 et 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥.
On obtient deux autres solutions du système 𝑐𝑐3 = (−2,2)  et 𝑐𝑐4 = (2,2) .

• Dernier cas 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦
La seconde ligne devient 2(𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥. On obtient à nouveau 𝑐𝑐3 = (−2,2)  et
𝑐𝑐1 = (1,−1) et une nouvelle solution 𝑐𝑐0 = (0,0) .

Le système a cinq solutions distinctes (0,0) , (1,−1) , (1,1) , (−2,2)  et (2,2) .

Exercice 8

1) « Il existe (au moins) un réel 𝑥𝑥 tel que pour tout réel 𝑦𝑦, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 est strictement positif ».
Cette assertion est fausse. Sa négation est :

∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥
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