Techniques de
raisonnements

1+x

Uz Uz Uy 1 Ug =2

Dans 'exercice n° 2, on étudie la suite u définie par la donnee de ug et par la relation de

récurrence Vn €N u,,q = H

Sur la figure ci-dessus, on a représenté graphiquement les premiers termes de cette suite.



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

On considere les suites (a,;)nen €t (by)ney définies parag = 1, by = 0 et:

Any1 = A + 2by

vn € N, .
{bn+1 =a, + by

1) Montrer que pour toutn € N, (1 + \/E)n =a,+ bn\/i.

2) Montrer par récurrence que pour tout n € N, a,, et b,, sont des entiers naturels.

3) Montrer que pour toutn € N, a2 — 2b% = (—1)".

Un

Soit (uy)nen une suite réelle vérifiant uy € 10, +oo[ et pourn € N, uy, 1 = T
n

1) Préciser u, et u, en fonction de u,.
2) Montrer que pour toutn € N, u,, > 0.

3) Pourn € N, exprimer u,, en fonction de n et u,.
Indication : On pourra considérer 1/u,,.

Soitx € |1, 4+oo[ \ {0}. Montrer que pour toutn € N\ {0,1},ona:

A+x)">1+nx.

Classique

Soit (W,)nen la suite réelle définie par W, = g, W, = 1etpourtoutn € N, W,,, =

1) Montrer que pour toutn € N, (n + )W, ., W, = g .

2P (ph?
2p+1)! -’

2) Montrer que pour toutp € N, Wy,,; =

3) Préciser pour p € N, W,

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Montrer, a 'aide d’arguments élémentaires, que pour un entier naturel n :
nestun multiplede 6 <  nestun multiple de 3 et est pair.

n+1
W,

n+2



Techniques de raisonnements

1) Résoudre I'équation |x + 1| = 2x + 1 d’inconnue x € R.
2) Résoudre I'équation V2x2 + 1 = x? d’inconnue x € R.

Les nombres x et y étant réels, résoudre le systéme suivant :

{(x—l)(y—Z)(xﬂ/) =0
x+2)y+Dx~-y) =0

Soient les quatre assertions suivantes :

1) IxeRVyeR, x+y>0; 2) VvxeRIYyeER, x+y>0;
3) VxERVyER, x+y>0; 4) IxERVy€ER, y?>x.

Traduire chacune d’elles par une phrase en francais. Préciser si elles sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elle est fausse, écrire sa négation avec des quantificateurs.

Soient 4, B et C des ensembles.
1) Etablir I'équivalence :
(AUB=Bn(C) ¢ (AcBcCl().

2) Etablir I'implication :
B#C = (ANB#*ANnCouAUB=*AUC).

Indication : On pourra raisonner par contraposition.

Démontrer, en le déterminant, qu'’il existe un entier n, tel que :

vn > ny, 2" > (n+2)%

** | Inégalité arithmético-géométrique
1) Soit A une partie de N* contenant 1, stable par passage au prédécesseur et par passage
au double. On a donc pour tout n € 4, les deux implications suivantes :
enNeEA = 2nN€EA,
e(n+1)eA = neeA
Montrer que A = N*.
2) Application
En déduire que pour tout n € N*, pour tous a4, ay, ..., a, réels strictement positifs :
a;t+a;+--+ay
n

> (agay -+ an) /™
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*x

Soit (1, )nen+ Une suite de réels strictement positifs et croissante.
Pourn € N* etk € [1,n], on pose :

_ _ k
Pk = Uy - u )" et Gnjc = (Uglly = Uy - Up)".

1) Préciser les expressions de p; 5, 43 2, D32 et de g3 5.
2) On suppose que, pour toutn € N*, u,, est une longueur exprimée en metre.
En quelle(s) unité(s) seront exprimés p, , et g, , (pourn € N*et1 < k <n)?

3) Montrer que pourn € N*etk € [1,n],ona:
(Ugtty - W)™ < (Uqtty -+ g -+ up)".
4) Application
Soit (M) ey Une suite de réels strictement positifs tels que :
VD EN,, M, <22MyAM%
Montrer que pour toutn € N et tout k € [0,n] :
My < Zk(n—k)/ZMé—k/nMﬁ/n.

2k—1 Mk

Indication : On pourra poser pour k € N*, u;, = Y
k-1

D’apres Centrale-Supelec 2001 PC 1

Soit (a,)nen la suite définie par a, = 0 et pour toutn € N :
Qzn = An,  G2p41 = 1 — ay.

1) Déterminer a;,,.

2) Pourn € N*, on note d,, la somme des chiffres de I'écriture binaire de n.
1-(-1)4n

Montrer que pour toutn € N*, a,, = 2

*x
Soit f : N = N une fonction vérifiant f(n + 1) > f(f(n)) pour tout n de N.

1) Montrer que pour tous n et m entiers naturels :

flm)g<n = mgn

2) En déduire que f = Idy.
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& Exercices avec questions ouvertes

Soient x et y deux rationnels positifs tels que v/x et /¥ ne soient pas rationnels.
Le nombre +/x + /y peut-il étre rationnel?

On note P(E) I'ensemble des parties d'un ensemble E.
Soient A et B des parties de E.
Est-il viaique P(ANB) =P(A) NP(B)?etP(AUB) = P(A) UP(B)?

*x | Nombres harmoniques

Pourn € N*\ {1}, le nombre rationnel u,, = 1 + % + -+ % peut-il étre un entier?

Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) Pourtoutn € N, on note P(n) : « (1 +v2)" = a, + byv2 ».
e Initialisation
Onaag+byV2=1+0=0et(1+ \/f)o = 1, donc P(0) est vraie.
e Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors :

(1+vZ)" = (1+v2)" (1 +V2Z)
= (an +bV2)(1 +V2)
= a, + 2by + (a, + b)V2 > Aoy = ay + 2,

=dap4q t bn+1\/§- bpy1 = an + by

Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, (1 + \/E)n = a, + b,V2.
2) Pourtoutn € N, on note Q(n) : «a, € Neth, € N»

e Initialisation

L'assertion Q(0) est vraie, car ag = 1 et by = 0 sont des entiers naturels.
e Hérédité

Soitn € N. On suppose P (n) vraie.

Onaalorsa, € Neth, € N,donca,,; = a, + 2b, € N.

Donc P(n + 1) est vraie.

2 d’apres P(n)
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On a montré par récurrence que pour toutn € N, a,, et b, sont des entiers naturels.
3) Pourn € N, on pose x,, = a2 — 2b2.

Onaxy, =12 —0=1.Etpourtoutn € N:
Xn41 = Qhyy — 2b5 4

(an + an)z - z(an + bn)z (a + Zb)2

a® + 4b% + 4ab

= —a? +2b2 (a+b)? =a’+ b*+2ab
= —Xp.
On a ainsi une suite géométrique de raison ¢ = —1 et de premier terme 1, donc
vn €N, X, = a2 —2b2 = (-1)™

2 Remarque

2 On pouvait aussi remarquer a2 — 2b2 = (an + bn\/f)(an - bn\/f), montrer par récur-
z rence a, — byV2 = (1 - \/E)n et conclure par :
$
$
3 az—2p2 = (1+V2)"(1-v2)"=(1-2)" = (=)™
Exercice 2
. U . _ 2uptl 4, o _ o u Yo
1) On obtientu; = el puisu; +1 = ot d'otuu, = witl  Zugti'

2) Pourtoutn € N, on note P(n) : «u, > 0».

e nitialisation
Onaug € ]0, +oo[, donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie.
Onaalorsu, > 0,doncu, +1 > 0, puis uy4q1 = % > 0. Donc, P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, u,, > 0.

$ Remarque
2 Cela prouve que tous les termes de la suite (u,),ey Sont bien définis.
3) Pourn € N, on note v,, = 1/u, (u, est non nul d’aprés la question précédente).

1 Un+1 1
Pourn € N,onav,;; = =L—=1+—=1+vv,
Un+1 Un Un
Donc (v,)nen €st une suite arithmétique de raison 1: v, = vy + n.
. . 1 u
On en déduit que pour toutn € N, u, = — = —2>—,
Vot+n 1+nug

$
{ Remarque

Uo
nug+1

$ . . N . .
2 On pouvait conjecturer « u,, = » dés la question 1) et le prouver par récurrence.
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Exercice 3
Soitx € -1, 4+oo[ \ {0}.
Pourn € N,onnote P(n) : « (1 + x)" > 1 + nx».
e Initialisation

Ona(1+x)% =1+ 2x+x? > 1+ 2x, car x étant différent de 0, x? > 0.
o Hérédité

Soitn > 2. On suppose P (n) vraie.

On a alors:

A+x)" =1 +x)(1+x)"

>1+x)(1+nx)
=1+ (n+ 1)x + nx?

Q d’aprés P(n)et1+x >0

>x2>0
>1+(m+1x.

Donc P(n + 1) est vraie.
On a montré par récurrence que pourn > 2, (1 +x)" > 1 + nx.

2 Remarque
Pour x > 0, on peut prouver le résultat a I'aide de la formule du binéme :

n

ST X SRS
|

n
comme (’g) =1, (711) = n et, x étant positif, k§=‘,2 (Z)xk 'est aussi, on en déduit le résultat.

Exercice 4

1) Pourtoutn € N, on note P(n) : « (n + )W, (1 W, = g ».

e Initialisation
OnaW, = 1letW, = 7 donc (0 + Wiy = .
Donc P (0) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors :
n+1

(M + D)WWy = (n+ Z)EWan+1

=+ DWWy L
- > d’apres P(n)

2
Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, (n + D)W, W,, = %

22P (p1)?
2) Pour toutp € N, on note Q(p) : « Wy 1 = D)
e Initialisation S
Ona0!'=1,1'=1et2° =1donc 2(1—(:!) = 1etcomme W; = 1, Q(0) est vraie.
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e Hérédité
Soit p € N. On suppose Q(p) vraie. On a alors :
WZ(p+1)+1 = W2p+3

_ 2p+2
= 2p+3 VVzp+1 & R Q( )
apres
_ 2p+2 2%P(p)? b P
T 2p+3 (2p+1)!
_ 2 22P (ph)?
=(@p+2) (2p+3)(2p+2)(2p+1)! > Cp+3)=0C2p+3)2p +2)!
2p 12 =2p+3)2p+2)2p+ 1)!
= 22(p + 12 20 @Cp+3)2p+2)2p+1)
(2p+3)! 1)1 = 4 1) |
_ 22p+2((p+1)!)2 (p + )' - (p p:
(2p+3)!
Donc Q(p + 1) est vraie.
. . _ 2P @)?
On a montré par récurrence que pour toutp € N, W, ; = @)l
3) En utilisant les deux questions précédentes :
T 2p)! =«

Wy, = = .
PT22p + DWypyy  22P(p1)2 2

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
On raisonne par double implication.
Soit n un multiple de 6. Il existe un entier naturel q tel que n = 6q.
Comme g, = 3q € Netn = 2q,, n est pair.
De méme, n = 3q;3 avec g3 = 2q € N donc n est un multiple de 3.

@ Soit n un multiple de 3 et de 2. Il existe un entier naturel q tel que n = 3q.
Comme n est pair, g est pair (si q était impair, 3q le serait aussi).
Donc il existe un entier naturel ¢’ tel que q = 2q’".
Finalementn = 3(2q") = 6q’ et n est un multiple de 6.

Exercice 6

1) L'‘équation faisant intervenir |x + 1|, on envisage deux cas selon le signe de x + 1.
e Premier cas x € |—oo,—1]
On aalors arésoudre —(x + 1) = 2x + 1 d’'inconnue x < —1.

—x—-1=2x+1 & 3x=-2 & x=-2/3.

Or —2/3 & ]—oo,—1], il n'y a pas de solution x < —1.



