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Dans tout ce livre, l'usage de la calculatrice est
strictement et formellement interdit.

Utiliser une calculatrice pour les exercices serait tout simplement absurde :
le but méme de ce livre est de fournir a l’étudiant un outil pour s’entrainer au calcul.

Introduction

Le calcul

Le calcul a parfois été délaissé par 1’école.

On lui reprochait son coté rébarbatif, on disait que les calculatrices pouvaient s’en charger.
On lui préférait les activités de recherche, plus ludiques, plus intéressantes.
On déconseillait de donner aux éleves des fiches de calcul.

Ce faisant, on a formé des éleves a qui il manquait quelque chose d’essentiel.

Les vertus du calcul

Le calcul a de nombreuses qualités, de nombreuses vertus.

Le calcul est indispensable aux mathématiques.

Sans calcul, les mathématiques seraient un paysage inerte, sans mouvement.

C’est le calcul qui permet de transformer une expression A(z) en une autre expression B(x).

C’est le calcul qui permet de montrer que deux quantités sont égales, que deux choses sont identiques.
Quand on explore une situation mathématique, I'intuition est la boussole, c’est elle qui nous indique la
direction a prendre. Mais c’est le calcul qui permet d’avancer, de passer d’une étape a la suivante.

Le calcul permet de se familiariser avec les objets mathématiques compliqués.

Certains objets mathématiques sont difficiles & appréhender. Qu’on pense par exemple aux vecteurs. On peut
étre dérouté la premiere fois qu’on doit raisonner avec les vecteurs. Dans ce cas, il est conseillé de beaucoup
calculer avec les vecteurs. A force d’en faire, on s’y habitue; a la fin, on n’est plus dérouté.

Le calcul donne des idées.

Face & un probléeme mathématique, étre fort en calcul est tres utile. On imagine rapidement ce qui va se
passer, on peut prévoir « de téte » la direction globale du calcul et donc prendre une bonne direction.

Le calcul est comme un échauffement mathématique.
Le calcul est a priori une activité sans piege.

11 suffit de suivre les régles méthodiquement.

Le calcul peut méme étre ludique!
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L’intérét du calcul

C’est tres simple.
Si vous voulez bien comprendre les mathématiques, le calcul est indispensable.

Quand on apprend a jouer au piano, faire des gammes est, de méme, indispensable. Elles permettent de
délier les doigts, elles permettent d’ancrer dans les mains des habitudes, des réflexes. Sans gamme, certains
morceaux sont inabordables.

De méme, la pratique du calcul permet de mieux comprendre les mathématiques.

Le cahier de calcul

Le cahier de calcul est 'outil idéal pour vous entrainer au calcul, en toute autonomie.

Il a été congu par une large équipe de professeurs de mathématiques, en lycée et en classes préparatoires,
tous soucieux de vous apporter 1'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Trois parties pour chaque fiche

Chaque fiche du cahier de calcul est divisée en trois parties :
e une premiere partie de calculs généraux, destinée & vous entrainer sur les fondamentaux;
e la partie principale, qui porte sur le theme de la fiche en question;

e une derniere partie, composée de calculs plus avancés, qui est prévue pour ceux qui veulent aller
plus loin.

Des pictogrammes

Le temps de résolution de chaque calcul (incluant la longueur et la technicité du calcul) est symbolisé par :
e des bateaux 4 pour les exercices de calculs généraux ;
e des horloges @ pour les exercices de la partie principale;

e des roues crantées CP pour les exercices plus avancés.

Des cadres pour les réponses

Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.

Une erreur ? Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque & faire,
n’hésitez pas a nous écrire a l’adresse cahierdecalcul@gmail.com. Merci en nous contactant de donner
lidentifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut d gauche de chaque fiche.
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Conventions

suivies dans ce livre

Polyn6mes
Dans ce cahier de calcul, nous avons choisi de noter
les polynomes avec la lettre « X ».

e Ainsi, au lieu de considérer, par exemple, la
fonction

t—s 5tt — 33 + 25¢2 + 10t — 1,
on considérera le polynéme
5X% —3X%4+25X% + 10X — 1.

e On notera généralement les polynémes P ou Q.
Par exemple, on peut poser P = 5X2-3X —2.
e Les polynémes peuvent étre évalués en un
nombre, comme les fonctions.
Ainsi, pour t € R, on peut considérer P(t).
En reprenant ’exemple précédent, on a

P1)=5x1>-3x1-2=0.

On dit alors que 1 est une racine de P.

Définition des variables

Dans certains exercices, nous avons choisi, par souci
de clarté et de concision, de ne pas préciser a quel
ensemble appartiennent les variables.

e Par exemple, on pourra demander de simplifier
I’expression

2—x 1—=z
r+3 b—=x

sans préciser qui est la variable x.

e Dans ce cas, il faudra toujours considérer que
la variable x est implicitement définie et ap-
partient au bon ensemble.

e Dans l'exemple précédent, il est sous-entendu
que z est un nombre réel différent de —3 et 5.

Bons calculs a vous!







Enoncés






Term-LIM-01 Fiche de calcul n°1 Limites

Limites de fonctions

Quelques calculs généraux pour commencer
e —

Calcul 1.1 4
Soit « € R*. Simplifier les expressions suivantes.
) 23 + 22 ) 23 + 22 + 2t
Q) T ) e
i i
1 1
b) 23 =+ —= )
) <x + x?’)
Calcul 1.2 4
Soit z € R. Simplifier les expressions suivantes.
eQachl
a) e xe ™ L. €) === coccocoonsnonanssons
e*%
b) i d) em totl xgm@H3m
el’

Fractions, polynémes et racines
]

Calcul 1.3 — Détection de forme indéterminée (I). 00

Pour chaque expression suivante, dire s’il s’agit d’une forme indéterminée, auquel cas on ne cherchera pas
a calculer la limite et on écrira « FI » dans le cadre-réponse; s’il ne s’agit pas d’une forme indéterminée,
on donnera la limite en question.

1
a) e"—Z,en 400 ..., c) %, €N 00 it
1
b) e"—z,en —00 ...l d) n‘(xx)7 en 07 ...
Calcul 1.4 — Détection de forme indéterminée (II). 00
Méme exercice.
a) M, en 0% c) sin(z) , en L TITI
x cos(z) 2
b) sm(:c)7 enOF ... d) sin(z) , en ™
x cos(z) 2

Fiche n° 1. Limites de fonctions 3



Calcul 1.5

Déterminer les limites suivantes.

On mettra en facteur des termes dominants pour lever l’indétermination.

. 2 4+1
a) lim —— ..o
r—+00 x

3
1
b)  lim L

z——oco 32 —

Calcul 1.6

Méme exercice.

Calcul 1.7

Déterminer les limites suivantes.

Calcul 1.8

0

. 3x2 -2
lim 5
r—+o00 T4+ T

r+3
im -
zo—co 2 + 1+ 1

. VvVt + 323
llm —————— .
az—+oo —222 47

1_ 1
lim £ 2

T T e
e 1
T—+00 z+.r

Chercher des facteurs communs afin de simplifier la fraction, pour lever 'indétermination, puis donner la

limite des expressions suivantes.

o2 —1
a) lim —— ...
z—1 xr—1
2
-1
b) lim

Calcul 1.9

Méme exercice.

T+ 2

On cherchera au préalable a factoriser les polynomes au numérateur et au dénominateur.

x?—1

A) LI o

z—1 22 — 31+ 2

22 —z—6

b) .

r——2 2 + 22

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.10 — Une identité remarquable de degré 3. 000
En utilisant la formule
a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?),
valable pour tous a,b € R, déterminer les limites suivantes.
3 _ 1 3

a) lm o b) lim L

z—1 x—1 z——2 1+ 2
Calcul 1.11 — En utilisant la quantité conjuguée (I). 00
On souhaite déterminer la limite de v/22 +1 — z en +oo.

(Vo2 +1—-2)(Vo2 + 1+ 2)
a) A-t-on Vz2+1-z= S
) Vrz+1l+zx
b) Développer (\/ 2 +1-— m) ( 2+ 1+ x) ...............................
¢) En déduire lim (\/ 2 +1— .r) .........................................
T—+00
Calcul 1.12 — En utilisant la quantité conjuguée (II). 000
En adaptant la technique précédente pour lever I'indétermination, calculer les limites suivantes.
li !

a) Jm T g T
b) lim ( x4+ T — x) ..................................................

Tr—+00
Croissances comparées
Calcul 1.13 — En factorisant (I). 00
Calculer :

r—T7 3e®

a) lim 2%® ... c¢) lim ¢ _doe

T——00 z—+o00 ¥+ x

r _ .8 x 2z

b)  lm T d) lim © e

z—+o00 x4+ 1 z—+oo €T + 1
Calcul 1.14 000

1
En posant X = —, déterminer les limites suivantes.
x

8=
&8

a) lim ze® ................ b) lim T

—0+ z—0+ I3

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.15 — En factorisant (II).

Calculer les limites suivantes.

. 2 _

a) zEToox In(Z) oo
1

) hm EER@

c) $Eriloo TUrTT e
d) (Mn@)® =7

z—+00 3+ 2 ln(x)

Calcul 1.16 — Une limite classique.

Quelle est la limite de z +— xIn(x) en 07 ?

Calcul 1.17 — Une puissance de puissance.

Pour a > 0 et b € R, on définit a® = e®™™(®),

1
a) Que vaut 2 pour x = 3 [

1
b) Que vaut z* pour x = 1 e

¢) Déterminer lim z”
z—0t

Calcul 1.18

En mettant en facteur ’exponentielle, déterminer hril (In(e” 4+ 4z) — x)
T—r+00

Calcul 1.19
a) Déterminer zgrw{loo( In(z) — ln(x)>

n(#) "en déduire lim

b) En écrivant z = e
xr——+00 €T

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Autour du taux d’accroissement

Calcul 1.20 — Limites de taux d’accroissement. 00
Rappelons que si une fonction f est dérivable en a, alors on a | lim M = f'(a).
r—a Tr—a
e” —1 — f(0
Par exemple, pour déterminer lirrb , on introduit f : x — e, et on reconnait Lg() D’ou
r— x
e’ —1
li = f0)=¢e"=1.
e S 0=e

En reconnaissant des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

a) lim WL ¢ lim $2&)
x—0 xX x—0 X

by T ROED ) lim @) =@
x—0 xX r—2 T — 2

Calculs plus avancés

Calcul 1.21 — Autour du taux d’accroissement de I’exponentielle.
xr
=1
On rappelle que lim € = 1. Calculer :
z—0 T
2 —1 2z 1
a) lim . ¢) lim SR
z—0 T z—0 47
2 —1
b) lm o d)  lim z(er —1) ....
x—0 a8 r——+00
Calcul 1.22 — D’autres taux d’accroissement.

En faisant apparaitre des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

2)

g ——
2—0 In(1 + 2z)

. 1—cos(z)
b) lim ——=
) 250 In(1 + )

Calcul 1.23 — Une limite farouche.

Déterminer lim \/x3 +\/zt + 205 +1— \/x3 + 4y xt + 73 +1
T—+00

il

S

FfEfE

Fiche n° 1. Limites de fonctions



Calcul 1.24 — Une limite remarquable ? &&&e

In(1
On rappelle que lim M =1,
z—0 x
In(1
a) Pour a # 0 fixé, déterminer lirn0 WA das)
— €T

1
b) Déterminer lim zln (1 + —) .................................................
r—+0o0 T

Pour a > 0 et « € R, on définit a® en posant

1 x
¢) Déterminer lim (1—1——) .
T—+00 x

St vous trouvez 1 ou +00, vous avez faux! ...

Calcul 1.25 — Avec des formules de trigonométrie (I). {?é’&&

Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.

a) Exprimer cos(z) en fonction de sin(g) .........................................

i —1
b) En utilisant que lim ) =1, en déduire lim cos(xz ......................
z—0 x z—0 x
Calcul 1.26 — Avec des formules de trigonométrie (II). 111
Pour ce calcul, il faut connaitre les formules de duplication du sinus et du cosinus.
Déterminer :
a) I SRR by lig @) —sin(@
z—7 sin(z) =z cos(2z)

Réponses mélangées

2
+00 +00 1 1 FI +00 3 +00 % x+1+a2 1 oui

1 — 2sin? (7) 0 2+ -2 @ +o00 2 FI e —00 2
V2 1 1 1 1
— — 0 - 0 —= 1 0 - 0 -
2 oo\/_ 5 +00 2 3 +00 3
1 2 1 1 1 5
- ye —92 1 _ - _ = - _ b FI 4x+1
;0 2 0 2 i 2 <3 ¢

» Réponses et corrigés page 168

8 Fiche n° 1. Limites de fonctions



Term-LIM-02 Fiche de calcul n°2 Limites

Limites de suites

Quelques calculs généraux pour commencer
e —

Calcul 2.1 — Quelques équations. 4
Donner la solution dans R des équations suivantes.

a) %O;Hg:o ..................... c) zigzgzii ..................

b) _322123 =1

Calcul 2.2 — Quelques inéquations. 44

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

On donnera la solution sous la forme d’un intervalle ou de la réunion de deux intervalles.

a) —Z =0 >0 (o

2z — 12
c) 0
=g
2 _
Q) T 0
o

Théorémes de comparaison
(G

Calcul 2.3 — Autour de (—1)". o

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle admet une
limite (finie ou infinie).

a) (=1)™ ........ d) n+(-1)" .... g) cos((—1)"m) ..
b) (=12t .. e) 2n(—-1)" ..... h) sin((-1)"w) ..
¢ n(=1)"....... f) n(=1*™ ...

Fiche n° 2. Limites de suites 9



Calcul 2.4 00

Quelle est la limite des suites définies par les expressions suivantes ?
13 n
a — ) cos(n
) () st

3n

Calcul 2.5 000

Soit a € R. On considére une suite réelle (u,,), vérifiant

1
Vn € N* a2,a(1+,)+1,ﬁ<un<a+ﬁ.
n n

a
a) Déterminer lim a+ —, enfonction de @ ...t
n— o0 n
. . . 2 1 a .
b) Déterminer lim (a®*—a{l+ =) +1—— ), enfonctiondea .........................
n—00 n n

¢) Pour quelle valeur de a le théoréme des gendarmes permet-il d’affirmer que la suite (u,,), converge ?

d) Dans ce cas, combien vaut alors lim w, ? ... ...
n— o0
Calcul 2.6 — Des inégalités. o
—1)*
Soit la suite (uy,), définie sur N par u,, = %
n — — n
a) Lequel des encadrements suivants est-il vérifié ?
n—1 n+1 n—2 n+2
@1<un<1 @n+1<un<n—1 ®n—1<un<n—1
n+1 n—1 n—1 n+1
<up < <up <
b) = Sun < oy (@D ——<un<—;

10 Fiche n° 2. Limites de suites



Calcul 2.7 — Une inégalité trés costaude. 0000
Soit @ € R. On considére une suite réelle (uy,), vérifiant
0 6 6 2an? 1
Vn € N*, na+/n+n 717a7<un<(a+g) an® + Tn + 8.
n n n n2+n+1
a) Quel est le degré du polyndme (X +1)% — X6 —2X — 17 ...
On note P = (X +1)° — X% — 2X — 1. Calculer :
-1
b) PO) ......... c) P(-1) ....... d) P(T) .....
¢) Déterminer a, b, ¢ tels que (X +1)® — X0 —2X —1 = X(X 4+ 1)(2X + 1)(aX? + bX + ¢).
f) Pour quelles valeurs de a le théoréeme des gendarmes permet-il d’affirmer que la suite (uy,),, converge ?
g) Combien vaut alors lim w, en fonctionde a? .....................
n—0o0

Formes indéterminées

Calcul 2.8 — Reconnaitre une forme indéterminée (I).

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle présente une

forme indéterminée.

Calcul 2.9 — Reconnaitre une forme indéterminée (II).

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle présente une

forme indéterminée.

a) Van~? ¢) ln(f)
TEE e o e
b) sme(i/ln) ................. d) —4?"71 x cos((—1)"n)

Fiche n° 2. Limites de suites
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Calculs de limites

Calcul 2.10

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

a) ny/In(n) —vnln(n)? ...

P

b) —2% .
i
Calcul 2.11

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

a) 3nd —n? —17
S ronZan
b) B-=n)2++vn)
g e
Calcul 2.12 — Avec des radicaux.

o
o 57— 1
s
2n—1
d) Va1
n++v2
00
8 n
c) (éi)n ...................
(i21)
d) 8™ —56" ...
000

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

Pour lever les indéterminations, on pourra utiliser la quantité conjuguée ou factoriser par les termes pré-

pondérants.

a) Vn+4—n ...

Calcul 2.13

VoanZ—n+1—-n
) — ...

2n + 12

d) V2n+V3n—v2n ...

Calculer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

ncos(n—;) +3
ny/n —2n

—3exp(n) + 5exp(3n)
exp(2n) — 4exp(n)

7—5yn
Vn+ 2

n + sin(n)

c)

—2n — 4 cos(n)

12

Fiche n° 2. Limites de suites



Utiliser les quantificateurs
]

Calcul 2.14 — A partir d’un certain rang ? 00

a) Ecrire avec les symboles V et 3 la phrase « la suite (un)n est croissante & partir d’un certain rang ».

b) On suppose que lim u, = +oo.
n—0oQ

Peut-on en déduire, en général, que la suite (uy,), est croissante & partir d’un certain rang?

¢) On suppose que lim u, =2 et que Vn € N, u,, < 2.
n— o0

Peut-on alors en déduire, en général, que la suite (u,),, est croissante & partir d'un certain rang?

Calculs plus avancés
(D

On peut lever certaines formes indéterminées en utilisant le taux d’accroissement. Par exemple, comme la
fonction sinus est dérivable en 0, on sait que
. sin(0+ h) —sin(0
o Sn(0+R) —sin(0)

h—0

= sin’(0).

Comme sin’ = cos, cela peut se réécrire

sin(h)

lim

h—0

=1

Dans les exercices qui suivent, on pourra utiliser de telles considérations pour répondre aux questions.

Calcul 2.15 — Taux d’accroissement. &(P@&
In(1
a) Calculer lim B ) ot s e e s e e
h—0 h
1
) —1
b) Calculer lim % .......................................................
n— o0 =

i 1_
c) Calculer an;on<\ il = ) ..................................................
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Calcul 2.16 — Une limite remarquable.

FhPP

1 n
On considére les suites (uy), et (vy,), définies sur N* par u,, = <1 + —) et v, = In(uy).
n

a) Calculer v,

b) Calculer la limite de (vy,)n,

¢) En déduire la limite de (uy,)n

St vous trouvez 1 ou +00, vous vous étes trompé.

Calcul 2.17

FPPd

Calculer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

Réponses mélangées

1 1
0 400 1 0 0 5 d-atl  ab(+) o @
2—1
g 0 non \/_2 1 oui V2 oui © non 1
-1
@ @ 1 Ing € N,Vn > ng, upt1 = up 5 oui 400 5
5 1

+o00 400 3 oui 0 400 -1, 26 letO 0 oui non
non non oui a +00 oui oui 0

Wi 121, 00| e
(a,b,c) =(3,3,4) 1 non non 11,6] |—00,—3] U0, 3] 1 1
1

-3 0 {—1,_71,0} © é non  (d) }—OO,E}UF,-FOO{

2 3

» Réponses et corrigés page 176
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Term-LOG-01 Fiche de calcul n°3 Logarithme

Propriétés algébriques du logarithme

Quelques calculs généraux pour commencer
C_________________________________________________________________________ ]

Calcul 3.1 — Quelques simplifications. 4
Ecrire sous forme d’une fraction irréductible les nombres suivants.
36 2 28 > 103 x 3°
— ... b) = x — . R d) ——
) B ) 7T 9 3 ) Txw
Calcul 3.2 — Quelques équations. 4

Résoudre les équations suivantes en donnant la valeur de leur solution.

a) 20+4=5x—3 ... ...l C) —T— = ==T4 = i,

Propriétés du logarithme
|

Calcul 3.3 o
Simplifier les expressions suivantes.
a) In(3)+ ln(%> b) In(10) — In(2) ¢) 2m(VT) ......
Calcul 3.4 00
Exprimer les quantités suivantes & I’'aide de In(2) et In(3).
a) In(32) ... d) 3In(6) —2In(4) —1In(9) ..........
1
b) ln<8—1) ......................... e) In(V27) oo
¢ I(12) ... £) M(V6) e

Fiche n° 3. Propriétés algébriques du logarithme 15



Calcul 3.5 — Autour de la constante « e » d’Euler. o

Simplifier les expressions suivantes.

a) ln(ez) .................... c) In(ve) ..o,
1 Vel
b) In SIT ) e d) In(Ve) ...
Calcul 3.6 — Logarithme et fonction exponentielle. L

Simplifier les expressions suivantes.

a) M- b) 30 ¢) e G

Calcul 3.7 — Simplifications remarquables. 00

Simplifier les expressions suivantes.

Equations et inéquations
]

Calcul 3.8 — Bien défini ? o

Indiquer pour quelles valeurs du nombre réel x les quantités suivantes sont bien définies.

a) In(1+z) ..... b) In(2* —3z) .. ¢) In(In(z)) ....
Calcul 3.9 o
Quel est le signe de chacune des quantités suivantes ?
a) In(2) ......... ¢) In(0,8) ....... e) In(0,8%) ......
1
b) ln(1> ....... d) (Im(08))* .... f) In3)—1.....
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