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Enoncé : page 181
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Huitième énoncé (Une alternative de Fredholm) : page 265

Problème 0 : des cas
particuliers du théorème de
Dirichlet

Notions requises : relations d’équivalence, Z/pZ pour p premier impair.

ENONCE
Soit p un entier naturel premier impair.
Si x est un entier, on notera x la classe de x dans Z/pZ.
Q.1 Montrer que :

(p− 1)! = −1

Q.2 Montrer que, si x est un entier tel que x est non nul, alors x est un carré dans

Z/pZ si et seulement si x
p−1
2 est égal à 1.

Montrer que −1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p est congru à 1 modulo
4.

Soit A l’ensemble des entiers pairs compris (au sens large) entre 2 et (p− 1).
Soit la relation R définie sur A par :

∀ (x, y) ∈ A2 , (x R y) si et seulement si (y = x) ou (y = (p− 1− x))

Il est facile de montrer que R est une relation d’équivalence (ce qu’on admettra).

Q.3 Soit p congru à 1 modulo 4.
En utilisant la relation R, montrer que:

(
∏
x∈A

x) = (−1
p−1
4 )(

p− 1

2
!)

En déduire que 2 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p est congru à 1
modulo 8 (on rappelle que p est supposé congru à 1 modulo 4).

Q.4 Soit p congru à 3 modulo 4.
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