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CHAPITRE

TECHNIQUES
FONDAMENTALES DE CALCUL

1.1 Inégalités dans R

[d On rappelle que (R, +, %, <) est un corps totalement ordonné, d’ou :
— Vx,y€eR, x<youy<x,
— Vx9,zeR, x<y = x+z<7p+gz
— VxveR, x<0ety<0 = xp2>0,
[ Valeur absolue : soit x € R. On définit la valeur absolue de x par :
x si x>0
Il = .
-x si x<0.

On a |x| = max(x, —x), et pour tout (x,y) € R? I'inégalité triangulaire :
e+l < Ixl+ [yl
[ Pour tout x € R, en notant x* = max{x,0} et x™ = min{-x, 0} on a les relations suivantes :

x|+ x x| - x
x=x"—-x", |x|=x"+x7, x+=||2 , x_=||2

O Soit (x,y) € R2. On appelle distance de x & y le nombre d(x,y) donné par : d(x,y) = |x - .
[d Partie entiére : soit x € R, il existe un unique entier relatif p € Z tel que :

p < x < p+l

Lentier p s’appelle partie entiere de x, il est noté [x].

Théoréme 1 : Quelques inégalités classiques

2 2y’
V(xny) R, lxyl < ==,
Y(x,n) e R* xN, (I+x)" > 1+ nx, (inégalité de Bernoulli),

VxeR, [sinx| < |x|,

Vxe[0,7/2], —x <sinx < x,

Vx>-1, In(1+x) < x.

Inégalité entre la moyenne arithmétique et géométrique : si xq,---,x, sont des réels
positifs alors :

SS SN SKS

2=

1 n
szk > (XX xy)
k=1

avec égalité si, et seulement si, x| =x =+ = x;,.
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v Inégalité de Cauchy-Schwarz : soient ay,:--,4a, et by,---,b, des nombres réels, alors
ona:
n n n 2
2 2
a3 x> (Yanl
k=1 k=1 k=1

avec égalité si, et seulement si, a; et by sont proportionnels pour tout k.

Définition 1 : Valeurs décimales approchées

Soient x un nombre réel et n € N*. Si p € Z est un entier relatif tel que

’ p+1
10" 10"

on dit que % (resp. %) est une valeur décimale approchée de x par défaut (resp. par
exces) a la précision 107".

1.2 Fonctions de la variable réelle

[J Logarithme népérien : on appelle logarithme népérien, et on note In, 'application de
R% — R définie par

*1
VxeR:, lnx:f ?dt.
1

Pour tout (x,v) € R} xR} on a : In(xy) = In(x) + In(p).
[d Exponentielle : Comme l'application In : R} — R est continue sur ]0,+oco[, strictement
croissante et que lin(r)l Inx =—-coet lim Inx = +oo, alors I'application In admet une appli-
x—0*

X—+00

cation réciproque, appelée exponentielle, notée exp : R — R’. Donc :

V(x,y) e RxRY, y =exp(x) &= x=In(y).

Pour tout (a,b) € R2ona: el = ¢eb.
[ Logarithme de base a : soit a €]0,1[U]1,+oo[, on appelle logarithme de base 4, et on note
log, l'application de R’ dans R définie par :
. Inx
VxeR}, log,(x)= na
[d Exponentielle de base a : on appelle exponentielle de base a, et on note exp,, 'application
de R dans R, réciproque de log,,, elle est définie par :

V(x,y9) eRxR}, y=exp,(x) = x=log,(y).
[d Fonctions puissances : Soit a € R, on appelle fonction puissance d’exposant a 'application

qui a x € R? associe x* € R.
Pour tout (a, ) e Ry xR} ona:

. Inx)? .
lim (Inx) =0 et lim xP|lnx|* = 0.
x—>+o0 B x—0*
Pour tout (4,a) €]1,+co[xRon a:
aX
lim — =+o0 et lim a¥|x|* = 0.
x—+o00 X4 X—-00
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(d Fonctions hyperboliques directes :

On appelle sinus hyperbolique 'application sh : R — R définie par :
_e X
2

On appelle cosinus hyperbolique 'application ch : R — R définie par :

sh(x) =

eX+e™™
2
On appelle tangente hyperbolique I'application th : R — R définie par :

shx e -1
=

On appelle cotangente hyperbolique I'application coth : R* — R définie par :

ch(x) =

chx e +1
shx ~ e2x-1"

coth(x) =

O Fonction arcsin : I'application sin : [-5, 5] — [~1,1] est continue sur [-5, 5], strictement
croissante, et sin(—mn/2) = -1, sin(rt/2) = 1. Donc, I'application sin admet une application
réciproque notée arcsin : [-1,1] — [-5, 5] et arcsin est continue sur [-1,1]. Ainsi,on a:

Y(xp)e[-1,1]x[-1/2,1/2], y =arcsinx & x =siny.
L'application arcsin est impaire, elle est dérivable sur | —1,1[ et on a
1

1-x2

Vxe]-1,1], arcsin’(x) =

Elle est de classe C* sur cet intervalle.

(d Fonction arccos : 'application cos : [0,7t] — [-1,1] est continue sur [0, 7], strictement
décroissante, et cos(0) = 1, cos(rr) = —1. Donc, 'application cos admet une application ré-
ciproque notée arccos : [—1,1] — [0, 7] et arccos est continue sur [-1,1]. Ainsi, on a:

¥(x,v)e[-1,1]x[0, 7], ) = arccosx <= X =COSY.
L'application arccos nest ni impaire ni paire, elle est dérivable sur | —1,1[ eton a
1

arccos’(x) = - Vxe]l-1,1].

Viex?

Elle est de classe C* sur cet intervalle.
[ Fonction arctan : l'application tan : |- 7/2,7/2[— R est continue sur |—7/2, 7t/2], stricte-
ment croissante, et

lim tanx = —oo, lim tanx = +oo.
x—(-m/2)* x—(1/2)”

Donc, l'application tan admet une application réciproque notée arctan : R —| - 1t/2, 7t/2|
et arctan est continue sur R. Ainsi,on a:

Y (x,v) e Rx]-1/2,1/2], y =arctanx < x =tany.

Lapplication arctan est impaire, elle est dérivable sur R et on a

, 1
arctan’(x) = T2 VxeR.
X

Elle est de classe C*° sur R. Finalement, on a pour tout x € R*:

= si x<0,
T

1
arctan(x) + arctan(—) = )
X 5 osi x>0.

+
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0 Exponentielle complexe : pour z = x + iy € C avec (x,y) € R?, on définit 'exponentielle
complexe de z, notée €, par:

e = €% = e*(cosy+isiny).

On a pour tout (z,z') € C? la relation : 7% = ¢% x ¢?. En particulier, (e%)7!

z€ C tel que e* = 0.

= % pour tout

1.3 Primitives et équations différentielles linéaires

1.3.1 Primitives

Soit I un intervalle de R contenant au moins deux points.
Soit f : I — C une fonction. On dit que f est dérivable en x € I si Re(f) et Im(f) sont
dérivables en x. On pose alors : f'(x) = (Re(f))’(x) + i(Im(f)) (x).

Soit F : I — C une fonction. On dit que F est une primitive de f sur I si F est une fonction
dérivable sur I telle que F’ = f.

#y Si F est dérivable sur I, alors F’ = 0 si, et seulement si, F est constante.

# Soient g : I — C et F une primitive de f sur I. La fonction G : I — C est une primitive
de f si, et seulement si, G — F est constante.

# Soient f et g deux fonctions de I dans C, F une primitive de f et G une primitive de g sur
I. Pour tout (a,b) € C2, 'application aF + bG est une primitive de af + bg.

1.3.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 3
Une équation différentielle (E) est dite linéaire du premier ordre si elle s’écrit sous la
forme :

y+alx)y = b(x)

ou a et b sont des fonctions continues définies sur I'intervalle I C R.
Le terme b(x) est le second membre de I’équation. Si b est nul, on dit que I’équation est
sans second membre, ou homogeéne.
On note (Ey) : v’ +a(x)y = 0 I'’équation homogéne (ou sans second membre) associée a (E).

Définition 4
Sia et b sont des constantes, on dit que I’équation est a coefficients constants. Dans ce cas,
on résout I’équation sur I = R.

# Solution générale (forme générale des solutions) : v = yy + yp avec

yp : solution générale de I’équation homogene associée,
yp : solution (particuliere) de I’équation.

# Principe de superposition : si ¢ et i, sont respectivement solutions de

v +a(t)y = by (t) et Y +a(t)y = by(t),
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alors
1 + 1, est solution de v + a(t)y = by (¢) + by(t),
Aty est solution de v’ +a(t)y = Aby(t), AeC.

Théoréme 2 : Résolution

.

Avec la condition initiale yy = y(xp), la solution est donnée par :

— e—A(x)[yoeAm)JrJ
X

X
eA(t)b(t)dt],

0

Théoréme 3 : Cas d’une équation homogéne

v Solution générale : y = ke A, (ke C).
v Avec condition initiale : yy = y(xo); y = yoe AF-Alx0),

# Meéthode d’Euler : résolution numérique du probléme de Cauchy
¥ =b(x)-a(x)y = f(x,y),
y(x0) = Yo-
On choisit le pas h > 0 et on définit par récurrence les suites :
Xpyy1 = X+ h,
Vuel = Vntf(Xnn)-h

La fonction, affine par morceaux, i, définie par ¢ (x,) = v, est une approximation de la
solution 1 du probleme de Cauchy. En choisissant de petites valeurs de /, on a une bonne
approximation.

1.3.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Définition 5

Une équation différentielle (E), linéaire, du second ordre et a coefficients constants est de
la forme :

ay”+by’ +cy = a(x)

ou « est une fonction continue (appelée second membre) sur I'intervalle I C R. Les termes
a,b,c sont des nombres complexes avec a # 0.

L'équation ay” + by’ + cy = 0 est I'équation homogéne (ou sans second membre) associée a
(E), on la note (Ey).

# Solution générale (forme générale des solutions) :
Yy = Yatyp

avec

yg : solution générale de I’équation homogene associée,
yp : solution (particuliere) de I’équation.

#1 Principe de superposition : si §; et 1, sont respectivement solutions de

ay” + by +cy = fi(x) et ay” +by’ +cy = f(x),
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alors
1 + Py est solution de ay” + by’ + ¢y = f1(x) + fo(x),
Aty est solution de ay” + by’ +cy = Af1(x), AeC.

Théoréme 4 : Résolution de l'équation homogéne ay”’ +by’+cy = 0

v Dans C : on résout I’équation caractéristique (EC) : aX?+bX +c = 0.
* A =0 :on note a la solution de (EC). Solution générale :

y = (Ax+B)e™; A,BeC.
* A #0:on note a # f les solutions de (EC). Solution générale :
y = Ae™+ BeP; A,BeC.

v/ Dans R: (a,b,c €R). On résout (EC) : aX?+bX +c=0.
* A >0 : deux solutions réelles a # g pour (EC). Solution générale :

y = Ae®+Bef*;  ABeR
* A =0 : une solution double a € R pour (EC). Solution générale :
y = (Ax+B)e®; ABeR.
* A <0 : deux solutions imaginaires conjuguées a +if, a, f € R. Solution générale :

y = e*(Acos(Bx)+ Bsin(Bx)); A,BeR.

Théoréme 5 : Solution particuliére si f(x) = e”*P(x) avec m e C
et P polynéme de degré n

Solution particuliere : ¢(x) = e™*Q(x) ou Q est un polynome.
v Siam?+bm+c=0,alors Q est de degré n.
2 -
/s {am +bm+c =0

, alors Q est de degré n+ 1 (le coefficient constant est indé-
2am+b + 0

terminé).
v Siam?+bm+c=2am+b=0,alors Q est de degré n+ 2 (les coefficients des degrés 0
et 1 sont indéterminés).

1.4 Exercices

1.4.1 Exercices d’application directe du cours

@ Quels sont les majorants de [0,1]? de [0,1[?

@ Le segment [0,1] a-t-il un maximum ? un minimum ?

® L’intervalle [0, 1] posséde-t-il un plus grand élément ?

@ L'ensemble des majorants est [1,+oo[ dans les deux cas.
@ Le segment [0,1] posséde 0 comme minimum et 1 comme maximum.
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® Lintervalle [0,1[ ne posséde pas de plus grand élément. En effet, pour tout a € [0,1], le

. l+a . .. )
nombre réel x = Tverlﬁexe[O,l[eta<x.Dou:

Yae[0,1], dxe[0,1[ telque x>gq,

ce qui montre que l'intervalle [0, 1[ ne posseéde pas de plus grand élément.

1

@ Sixe ]—%, %[ vérifie sin(x) = s déterminer tan(x).

; LI 1y g
@ Sixe ]—5, 5[ vérifie cos(x) = 37 déterminer tan(x).

1 1 25 1 1
@ Puisque 1+ tan?(x) = =——=— =1+ —,alors tan(x) = +—— = +—. Comme
d ) cos?(x) 1- 24 24 (x) 74 12
6

sin(x) et tan(x) sont de méme signe sur ]—%, %[, alors tan(x) = —%.

. . T T .
® De méme que ci-dessus on trouve tan(x) = +2V2. Lorsque x € ]—5,5[, tan(x) peut étre
positif ou négatif, on distingue alors deux cas :

1
osixe [O, %[ et cos(x) = 3 alors tan(x) = 2V2;

1
osixe ]—g,O] et cos(x) = 3 alors tan(x) = —2V2.

@ Résoudre I’équation :  sin(x) = cos(2x).

® Résoudre I'inéquation :  sin(x) > V3 cos(x).

® L’équation sin(x) = cos(2x) est équivalente a :
cos(2x) = COS(% —x).

. s . T . .
Dong, soit 2x = 5 X (mod 2m), soit 2x = ot (mod 27), ce qui donne respectivement

= g (mod 2m), x = x (mod 27m). La fonction x > sin(x) — cos(2x) est 2m-périodique,

on peut caractériser I’ensemble des solutions de sin(x) = cos(2x) par son intersection avec
7 57 371}

[0,27], ce qui donne 'ensemble {E' <7

1
@ L’inéquation sin(x) > V3 cos(x) est équivalente a 3 sin(x)— \/75 cos(x) > 0, soit sin(x - %) >0.

. . . . . TT N
Donc x est solution de I'inéquation si, et seulement si, x — 3 € [2km, (2k + 1)7], ’est-a-dire :

%+2kn <x < E+(2k+1)7z.

[eN)
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Exercice A4

2026
1 V3
Calculer (E + 17)
2026 . 2026 .
. 2026
D’apres la formule de Moivre on a : (E + z%) = (exp %) = exp (Tzn ) Comme
202 2022 +4 4
03671 = ( 3+ )nz?n (mod 2m),
on a donc: l+i£ 2026—ex (ﬂ)——ex (i—n)——l—i\/—3
1272 A U A A NN A R I

@ Exprimer cos(5x) en fonction de cos(x) pour x € R.

@ Exprimer sin(5x) en fonction de sin(x) pour x € R.

® Exprimer tan(5x) en fonction de tan(x) pour x € ]—ln—o, % [

® D’apres la formule de Moivre et la formule du bindome de Newton. On a :

5 4 4 5

(cosx+isinx) = cos® x+5i cos* xsin x—10 cos® xsin? x—10i cos” xsin> x+5cos xsin* x+isin> x.

En identifiant les parties réelles on obtient :

cos(5x) = cos® x — 10cos® xsin® x + 5cos xsin? x.

En remplacant sin® x par 1 —cos? x dans I'expression ci-dessus on conclut que :

2 2

c0s(5x) = cos® x — 10cos® x(1 — cos? x) + 5cos x(1 — cos? x)? = 16.cos’ x — 20cos> x + 5¢os x.

@ De la méme fagon, et en identifiant les parties imaginaires, et puisque cos?x = 1 —sin®x on
déduit que :

sin(5x) = 16sin®x—20sin® x + 5sin x.

T T
® Comme x € ]—1—0, 10 alors 5x € ]_E' 5 [, ainsi tan(x) et tan(5x) sont bien définis eton a :
sin(5x) 5cos* xsinx — 10cos? xsin3 x + sin® x
tan(5x) = =

cos(5x)  cos3x—10cos3xsin®x + 5cosxsin? x
En divisant numérateur et dénominateur par cos® x on conclut que :

Stanx — 10tan> x + tan% x

tan(5x) =
(5%) 1 —tan?x+ 5tanx



