Table des matieres

1 Formes différentielles dans le plan

1.1 Formes différentielles dans R? d’ordre Ooul . . .. ... ... .....
1.2 Différentiationdes O-formes . . . . . . . . ... ... ... .. ...
1.3 Formes d’ordre 2; différentiation des 1-formes . . . . . . .. I
1.4 Intégration d’une 1-forme sur un chemin C! par morceaux . ... ... .
1.5 1-formes exactes, 1-formes fermées . . . . . .. . ... ... ...
1.6 LelemmedePoincaré . .. .. ... ... .. .. ... ... .. ...,
1.7 Intégration d’une 2-forme surune 2-chatne . . . . ... ... ... ...
1.8 Laformule de Cauchy-Pompeiu . . ... ... ... ... ........
1.9 Laformule de Green-Riemann . . . . ... ... ... ..........
1.10 Solutions des exercices de compréhension . . . . . . .. ... ... ...
1.11 Quelquessujetsde problémes . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.11.1 Comment une formule analytique peut se substituer & un algo-
rithme algébrique . . . . . ... ... ...
1.11.2 Le théoréme du point fixe de Brouwer dans le disque unité . . . .

Holomorphie, analyticité, harmonicité
2.1 Fonctions holomorphes . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Fonctions analytiques dans unouvertde R* . . . .. ... ... .. ...
2.3 Rappels concernant les séries entiéres . . . . . . . ... ...
2.4 Le lien entre holomorphie et analyticité . . . . . .. ... ... ... ..
2.5 Lesinégalit¢sde Cauchy . . . . ... .. ... .. .. .. ... . ... .
2.6 Suites et séries de fonctions holomorphes . . . . . e
27 Leprincipedeszérosisolés . . . . . . .. ... ...
2.8 Lethéortmede 'imageouverte . . . ... ... ... .. ... ...
29 Leprncipedumaximum . . .. ... ...
2.10 Primitives de fonctions holomorphes . . . . . . .. ... ... ... L.
2.10.1 Primitive d’une fonction analytique dans undisque . . . . . . ..
2.10.2 Le théoréme de Morera et ses conséquences . . . . . . . . . . ..
2.10.3 Primitive d’une fonction holomorphe dans un ouvert étoilé . . . .
2.10.4 Le théoréme de Cauchy-Goursat . . . . . ... .. ... .....
2.11 Fonctions harmoniques . . . . . . . . . . .. e
2.11.1 L’opérateurlaplacien . . . . . . ... ... ... .........
2.11.2 La relation entre harmonicité et holomorphie . . . . .. ... ..
2.11.3 Formule de représentation intégrale de Poisson . . . .. ... ..
2.114 Le probleme de Dirichlet pourundisque . . ... ... ... ..
2.11.5 Laformule de Green-Ostrogradski . . . . . ... ... . ... ..
2.12 Solutions des exercices de compréhension . . . . . ... ... ...
2.12.1 Exercices relatifsalasection2.1 . . . .. ... .. ... ... ..
2.12.2 Exerciceside la seetionZ22~ A mar convwriaht - - - - - o



2.12.3 Exercices relatifs aux sections 2.3 425 ... . .. ... .. ... 101

2.12.4 Exercicesrelatifsalasection2.6 . . . . . . ... ... ...... 109
2.12.5 Exercicesrelatifsalasection2.7 . ... ... ... ... ... .. 114
2.12.6 Un sujet de probléme : autour du théoréme de Cramer. . . . . . . 115
2.12.7 Un sujet de probléme : autour de la transformation de Borel . . . 117
2.12.8 Exercices relatifs aux sections 2.8et2.9 . . . . . .. .. ... .. 118
2.129 Exercices relatifs alasection2.10 . . . . . . ... ... ... .. 124
2.12.10 Un sujet de probléme : le principe du minimum . . . . . .. . .. 132
2.12.11 Exercices relatifs alasection 2.11 . . . . . .. ... ... ... . 135
2.12.12 Un sujet de probleme : la formule de Jensen . . . . . . . . . . .. 142
3 Initiation a la théorie des distributions 145
3.1 Espace des fonctions-test dans unouvertde R . . . . .. ... ... .. 145
3.2 Notion de distribution (définie) surunouvertde R% . . . . . . .. . ... 148
3.3 Exemples; modélisation des phénomenes . . . . . ... ... ... 150
3.4 Suites de distributions et régularisation . . . . . . ... ... ... 156
3.5 Lesupportd’unedistribution . . . . .. ... 160
3.5.1 Définition du support, exemples . . . . . . ... ... ... ... 160
3.5.2 Distributions a support compact, exemples . . . . ... ... .. 162
3.6 Opérations sur les distributions . . . . . . ... ..o 0L 168
3.6.1 Ladérivation . . .. ... ... ... 168
3.6.2 Lamultiplication par une fonctionC*® . . . . . .. ... ... .. 171
363 Leproduittensoriel . . . . . .. ... ... oL 173
37 Laformuledessauts . .. ... . ... .. ... ... ... ... .. 176
3.8 Solutions fondamentales (et exemples 9/0z et A) . . . . . .. .. .. .. 179
39 Laconvolution . ... . . ... ... 183
3.9.1 Clause de définition en termes de supports . . . . . . .. .. . .. 185
3.9.2 Les algebres de convolution &'(R%) et D', . . .. . ... ... .. 189

3.9.3  Une relecture des formules de Cauchy-Pompeiu ; notion d’hypo-
ellipticité . . . . . . ... 191
3.10 Lesdistributionstempérées . . . . . . . ... ... ... 199
3.10.1 L’espace S(RY) et les signaux gaussiens . . .. . . . .. ... .. 199
3.10.2 Lespace S'(RY) . . . . o oo 204
3.10.3 Le spectre d’une distribution tempérée ; le cas de E'(RY) . . . . . 207
3.10.4 Convolution et prise de spectre, exemples . . . . . . . ... ... 212
3.10.5 Distributions périodiques et formule sommatoire de Poisson . . . 215
3.10.6 Distributions a spectre borné ; échantillonnage . . . . . . . . .. 218
3.11 Solutions des exercices de compréhension . . . . . ... ... ... ... 223
3.11.1 Exercices relatifs aux sections 3.1et3.2 . . . . . ... ... ... 223
3.11.2 Exercices relatifs aux sections3.3a35 . ... ... .. ... .. 226
3.11.3 Exercices relatifs aux sections 3.6238 . . ... ... ... ... 237
3.11.4 Exercicesrelatifsalasection3.9 . . . .. ... .. ... ..... 244
3.11.5 Autour du théoreme de Runge (théme de probléeme) . . . . . . . . 251
3.11.6 Exercices relatifs a lasection3.10 . . .. .. ... ... ... .. 253
4 ‘Topologie dans le champ complexe 261
4.1 Cheminscontinusdans R* . . ... ... . ..., ... ... .... 261
4.1.1 Notion de chemin continu ; opérations simples . . . . .. .. .. 261

4.1.2  Primitives d'une forme fermée le long d’un chemin continu . . . 262



42

43

44

4.5
4.6

47

Index

4.1.3 Homotopie entre chemins continusou lacets . . . . . . . ... ..
4.14 Notion de simple connexité . . . . .. .. ... ... .. ...,
Variationde ’argument . . . . . .. ...
42.1 Relévement d’un chemincontinude C* . . . . ... . ... ...
422 DegrédunlacetdeC® . . . . ... ... ... ... ... ...
4.2.3 Indice d’un lacet parrapportdunpoint . . . ... ... ... ..
424 lethéoremedeRouché . .. ... ... . ............
425 Bilantotal de la variation de I'argument . . . . . . .. ... ...
Singularités isoléesetrésidus . . . . .. .. ... oL
4.3.1 Développement en série de Laurent d’une fonction holomorphe
dansunecouronne . . . ... ... .. ...
4.3.2 Résidu d’une forme holomorphe en une singularité isolée . . . . .
4.3.3 Lanotion d’infini dans le champ complexe (deux aspects)
4.3.4 La hiérarchie des singularitésisolées . . . . . . . ... ... ...
4.3.5 Fonctions méromorphes, calculs de résidus . . . . . .. ... ..
43.6 Notionderésidual'infini . .. .. ... ... .. ... .....
Le théoreme des résidus et ses applications . . . . ... .. .. ... ..
4.4.1 Une version homotopique du théoréme des résidus . . . . . . . .
4.4.2 La formule des résidus (version Green-Riemann) . . . . .. . ..
443 Résidusetdivision . . . . ... ... Lo
4.4.4 Leslemmes pratiquesdu type Jordan . . . .. .. .. ... ...
4.4.5 Une courte digression a propos du logarithme complexe . . . . .
4.4.6 Intégrales mélant puissances, logarithmes, fractions, ... . . . . ..
Produits infinis, dérivées logarithmiques . . . . . . ... ... ... ...
Univalence et conformité . . . . . . .. ... ... ... ... ... ..
4.6.1 Lanotiondeconformité . ... ... ... ..... ... ....
4.6.2 Leshomographies . . ... ... ..... ... . .. .....
4.6.3 Lanotion d’univalence; le théoréme d’'Hurwitz . . . . . . . . ..
464 LethéortmedeRiemann . . ... ... ... . .. ........
Solutions des exercices de compréhension . . . . . ... ... L.
4.7.1 Exercices relatifs alasectiond4.l . . .. . ... .. ... ... ..
4.7.2 Exercices relatifsalasection42 . . . . ... ... ... ...
473 Exercices relatifsa lasection4.3 . . . .. ... ... ... ... .
474 Un théme de probleme : autour des fonctions de Bessel . . . . . .
4775 Exercices relatifsalasection44 . . . .. ... .. ...
47.6 Exercicesrelatifsalasection4.5. . . . ... ... ... ... ..
477 Theme de probléeme : autour des nombres premiers . . . . . . . .
4.7.8 Exercices relatifsd lasection4.6 . . . . .. ... ... ... ...





