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Préface à l’édition française

Vous savez compter. Un ordinateur aussi ! Mais connaissez-vous les mécanismes utilisés ?
Êtes-vous vraiment sûr que le résultat affiché soit juste ? Combien de temps devrez-vous
attendre la fin du calcul ? N’y a-t-il pas un moyen de l’obtenir plus vite ? Que vous soyez
ingénieur, mathématicien, physicien, statisticien et surtout informaticien, toutes ces ques-
tions vous vous les posez. Si vous êtes étudiant, elles surgiront très rapidement.

Étudier l’algorithmique, c’est apporter des réponses à vos questions.

Cette science est le cœur de l’informatique. Pour tout ceux qui doivent ou devront faire
travailler un ordinateur, il est essentiel de comprendre ses principes fondamentaux et de
connaî tre ses éléments de base. Une formule 1 ne se conduit pas comme une voiture à
pédales. De même, un ordinateur se s’utilise pas comme un boulier. L’algorithmique est
le permis de conduire de l’informatique. Sans elle, il n’est pas concevable d’exploiter sans
risque un ordinateur.

Cette introduction remarquable à l’algorithmique donne au lecteur, d’une part, les bases
théoriques indispensables et lui fournit, d’autre part, les moyens de concevoir rigoureu-
sement des programmes efficaces permettant de résoudre des problèmes variés, issus de
différentes applications.

L’éventail des algorithmes présentés va des plus classiques, comme les algorithmes de tri
et les fonctions de hachage, aux plus récents comme ceux de la cryptographie. On trouve
ici rassemblés des algorithmes numériques, par exemple pour l’inversion de matrices ou la
transformée de Fourier, et des algorithmes combinatoires comme les algorithmes de graphes
ou la recherche de motif.

Une très large place est faite aux structures de données, des plus simples comme les
listes, aux plus sophistiquées comme les tas de Fibonacci. Notons au passage l’importance
accordée aux différentes mesures de complexité (pire des cas, amortissement, en moyenne)
qui permettent d’approfondir entre autres l’étude de l’efficacité des algorithmes de tri et des
structures de données.©
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VI Algorithmique

Il est certain que la plupart des informaticiens spécialisés trouveront dans ce livre leurs
algorithmes de base, exprimés de façon unifiée, ainsi que certaines avancées récentes dans
leur domaine. Cet ouvrage met donc en relief le rôle central joué par l’algorithmique dans
la science Informatique.

La présence de chapitres méthodologiques comme ceux consacrés à la programmation
dynamique et aux algorithmes gloutons, ainsi que les deux derniers qui traitent de la
complexité des problèmes et de la conception d’algorithmes approchés, permet au lecteur
d’amorcer une réflexion plus poussée sur la manière d’aborder un problème et de concevoir
une méthode de résolution. Ces chapitres sont illustrés par des exemples d’application bien
choisis, et là encore très divers.

Cette gamme de sujets, riche par sa variété et ses niveaux de difficulté, est soutenue par
une pédagogie constante, qui rend la lecture de l’ouvrage facile et agréable, sans nuire à
l’exigence de rigueur. À titre d’exemple, on peut citer la clarté remarquable des chapitres
consacrés aux graphes, qui, à partir d’un algorithme générique, introduisent toute une fa-
mille de variantes efficaces dont les différentes implémentations sont analysées avec finesse.

D’une manière générale, les notions présentées sont systématiquement introduites de fa-
çon informelle à partir d’un exemple ou d’une application particulière, avant d’être forma-
lisées. Les propriétés et les algorithmes sont toujours démontrés. La présence d’une partie
consacrée aux fondements mathématiques utilisés est tout à fait bienvenue et rend l’ouvrage
accessible avec très peu de prérequis.

Le lecteur peut facilement se familiariser et approfondir les notions rencontrées grâce
aux nombreux exercices de difficulté graduée. Les problèmes permettent d’aller plus loin
dans la compréhension du chapitre et sont souvent une occasion de connaî tre différentes
applications pratiques des algorithmes présentés. De ce point de vue, ce livre est une mine
d’or pour tout enseignant d’algorithmique.

La lecture de cet ouvrage est tout à fait recommandée aux étudiants de second et de
troisième cycle d’informatique et de mathématiques, ainsi qu’aux élèves ingénieurs. Tous y
trouveront une aide et un support de cours utile tout au long de leurs études.

La diversité des sujets abordés, l’efficacité des algorithmes présentés et leur écriture dans
un pseudo-code proche des langages C et Pascal, qui les rend très faciles à implémenter,
font aussi de ce livre un recueil fort utile dans la vie professionnelle d’un informaticien ou
d’un ingénieur.

Enfin, au-delà de ses besoins propres, nous souhaitons que le lecteur, qu’il soit ingénieur,
étudiant, ou simplement curieux, prenne comme nous plaisir et intérêt à la lecture de cet
ouvrage.

Paris, mars 1994 PHILIPPE CHRÉTIENNE, CLAIRE HANEN,
ALIX MUNIER, CHRISTOPHE PICOULEAU

Université Pierre et Marie Curie (LIP6)
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Préface à l’édition française VII

À propos de la seconde édition :

C’est avec une curiosité renouvelée que l’enseignant, le chercheur ou l’étudiant abordera
cette seconde édition du livre de référence de l’algorithmique. L’algorithmicien déjà fami-
lier de la précédente édition y trouvera, parmi moult enrichissements disséminés tout le long
de l’ouvrage, de nouvelles parties, notamment celle dédiée à la programmation linéaire, de
nombreux exercices et problèmes inédits, ainsi qu’une présentation uniformisée des preuves
d’algorithmes ; le lecteur, étudiant ou enseignant, qui découvre cette Introduction à l’algo-
rithmique, y trouvera sous un formalisme des plus limpides, le nécessaire, voire un peu plus,
de cette discipline qui est l’une des pierres angulaires de l’informatique.

Paris, août 2002 CHRISTOPHE PICOULEAU,

Laboratoire CEDRIC CNAM

À propos de la troisième édition :

Depuis bientôt deux décennies Introduction à l’algorithmique constitue la référence in-
ternationale pour le chercheur et l’enseignement en algorithmique. C’est donc avec le plus
vif intérêt que l’étudiant, l’enseignant, le chercheur francophone prendra en main cette nou-
velle édition de l’ouvrage.

Les principales nouveautés de cette édition consistent en trois nouveaux chapitres, de
nouveaux exercices et exemples introductifs, et un formalisme allégé pour l’écriture du
pseudo-code. Le lecteur est invité à la lecture de la préface pour y découvrir une description
détaillée des modifications apportées pour cette dernière édition.

Concernant les choix de traduction effectués, comme pour les deux éditions précédentes,
notre objectif a été d’employer exclusivement la langue française. Cependant, l’algorith-
mique est une discipline en évolution permanente. Si certains termes s’officialisent dans
la communauté francophone nous les avons entérinés ici. Pour d’autres, plus rares, corres-
pondant aux thématiques les plus récentes abordées ici, nous avons préféré avoir recours
au vocabulaire couramment utilisé par les spécialistes ; ainsi il nous a semblé préférable
de conserver le terme anglais multithread plutôt que l’expression française moins consen-
suelle processus léger. La prochaine édition de Algorithmique sera certainement l’occasion
d’affermir nos choix en matière de vocabulaire.

Paris, avril 2010 CHRISTOPHE PICOULEAU,

Laboratoire CEDRIC CNAM
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Préface

Les algorithmes existaient avant les ordinateurs. Mais maintenant qu’il y a des ordinateurs,
il y a encore plus d’algorithmes et les algorithmes sont au cœur de l’informatique.

Nous proposons dans ce livre une introduction complète à l’étude contemporaine des
algorithmes informatiques. De nombreux algorithmes y sont présentés et étudiés en détail,
de façon à rendre leur conception et leur analyse accessibles à tous les niveaux de lecteurs.
Nous avons essayé de maintenir la simplicité des explications, sans sacrifier la profondeur
de l’étude ni la rigueur mathématique.

Chaque chapitre présente un algorithme, une technique de conception, un domaine d’ap-
plication ou un sujet s’y rapportant. Les algorithmes sont décrits en français et dans un
pseudo-code conçu pour être lisible par quiconque ayant déjà programmé. Le livre contient
244 figures, dont beaucoup se composent de plusieurs parties, qui illustrent le fonction-
nement des algorithmes. Comme nous mettons l’accent sur l’efficacité comme critère de
conception, les temps d’exécution de tous nos algorithmes sont soigneusement analysés.

Ce texte est en premier lieu un support du cours d’algorithmique ou de structures de
données de deuxième ou troisième cycle universitaire. Il est également bien adapté à la
formation personnelle des professionnels, puisqu’il s’intéresse aux problèmes d’ingénierie
ayant trait à la conception d’algorithmes, ainsi qu’à leurs aspects mathématiques.

Dans cette édition, qui est la troisième, nous avons de nouveau modifié l’ensemble du
livre. Les changements vont de la simple amélioration du style jusqu’à l’ajout de nouveaux
chapitres en passant par l’amélioration du pseudo-code.©
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X Algorithmique

a) Pour l’enseignant

Ce livre se veut à la fois complet et polyvalent. Il se révélera utile pour toutes sortes de
cours, depuis un cours de structures de données en deuxième cycle jusqu’à un cours d’algo-
rithmique en troisième cycle. Un cours trimestriel étant beaucoup trop court pour aborder
tous les sujets étudiés ici, on peut voir ce livre comme un « buffet garni » où vous pourrez
choisir le matériel le mieux adapté aux cours que vous souhaitez enseigner.

Vous trouverez commode d’organiser votre cours autour des chapitres dont vous avez
vraiment besoin. Nous avons fait en sorte que les chapitres soient relativement indépendants,
de manière à éviter toute subordination inattendue ou superflue d’un chapitre à l’autre.
Chaque chapitre commence en présentant des notions simples et se poursuit avec les notions
plus difficiles, le découpage en sections créant des points de passage naturels. Dans un cours
de deuxième cycle, on pourra ne faire appel qu’aux premières sections d’un chapitre donné ;
en troisième cycle, on pourra traiter le chapitre en entier.

Nous avons inclus 957 exercices et 158 problèmes. Chaque section se termine par des
exercices et chaque chapitre se termine par des problèmes. Les exercices sont généralement
des questions courtes de contrôle des connaissances. Certains servent surtout à tester la
compréhension du sujet ; d’autres, plus substantiels, sont plutôt du genre devoir à la maison.
Les problèmes sont des études de cas plus élaborées qui introduisent souvent de nouvelles
notions ; ils sont composés le plus souvent de plusieurs questions qui guident l’étudiant à
travers les étapes nécessaires pour parvenir à une solution.

Les sections et exercices munis d’une astérisque (�) recouvrent des thèmes destinés plutôt
aux étudiants de troisième cycle. Un passage étoilé n’est pas forcément plus ardu qu’un
passage non étoilé, mais risque d’exiger des connaissances mathématiques plus pointues.
De même, un exercice étoilé risque de demander un niveau théorique plus important ou
d’incorporer des subtilités au-dessus de la moyenne.

b) Pour l’étudiant

Nous espérons que ce livre vous fournira une introduction agréable à l’algorithmique. Nous
avons essayé de rendre chaque algorithme accessible et intéressant. Pour vous aider lorsque
vous rencontrez des algorithmes peu familiers ou difficiles, nous les avons tous décrits étape
par étape. Nous expliquons aussi avec soin les notions mathématiques nécessaires pour com-
prendre l’analyse des algorithmes. Si vous êtes déjà familiarisé avec un sujet, vous consta-
terez que l’organisation des chapitres vous permet de sauter les sections d’introduction et
d’aller rapidement aux concepts plus avancés.

Ceci est un livre volumineux, et votre cours n’en couvrira sans doute qu’une partie. Nous
avons pourtant essayé de faire un livre qui vous servira aussi bien maintenant comme sup-
port de cours, que plus tard dans votre carrière, comme référence mathématique ou manuel
d’ingénierie.

Quels sont les pré-requis pour lire ce livre ?
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Préface XI

– Vous devez avoir une expérience de la programmation. En particulier, vous devez com-
prendre les procédures récursives et les structures de données simples comme les tableaux
et les listes chaînées.

– Vous devez être familiarisé avec les démonstrations mathématiques, surtout avec le rai-
sonnement par récurrence. Certaines parties de ce livre reposent sur des connaissances
de calcul élémentaire. Cela dit, les parties 1 et 8 de ce livre vous apprendront toutes les
techniques mathématiques dont vous aurez besoin.

Nous avons tenu compte de la demande concernant les solutions des problèmes et des
exercices. La page de notre site (http://www.dunod.com/) dédiée à cet ouvrage
contient des liens vers des solutions à quelques-uns des problèmes et exercices.

c) Pour le professionnel

La grande variété de sujets présents dans ce livre en fait un excellent manuel de référence
sur les algorithmes. Chaque chapitre étant relativement indépendant des autres, vous pourrez
vous concentrer sur les sujets qui vous intéressent le plus.

La plupart des algorithmes étudiés ont une grande utilité pratique. Nous mettons donc
l’accent sur l’implémentation et autres problèmes d’ingénierie. Nous offrons le plus souvent
des alternatives pratiques aux quelques algorithmes qui sont surtout d’intérêt théorique.

Si vous souhaitez implémenter l’un de ces algorithmes, vous n’aurez aucun mal à traduire
notre pseudo-code dans votre langage de programmation favori. Le pseudo-code est conçu
pour présenter chaque algorithme de façon claire et succincte. Nous ne nous intéressons
donc pas à la gestion des erreurs et autres problèmes de génie logiciel qui demandent des
hypothèses particulières sur l’environnement de programmation. Nous essayons de présen-
ter chaque algorithme simplement et directement de manière à éviter que son essence soit
masquée par les idiosyncrasies d’un langage de programmation particulier.

Nous comprenons bien que, si vous employez ce livre en dehors d’un cours, vous ne
pourrez pas comparer vos solutions aux problèmes et exercices avec les solutions fournies
par un enseignant.
La page de notre site (http://www.dunod.com/) dédiée à cet ouvrage contient des
liens vers des solutions à certains des problèmes et exercices, ce qui vous permettra de
contrôler votre travail.

d) Pour nos collègues

Nous donnons une bibliographie très complète et des références à la littérature courante.
Chaque chapitre se termine par une partie « Notes » qui fournit des détails et des références
historiques. Les notes de chapitre ne fournissent pas, toutefois, une référence complète au
vaste champ des algorithmes. Malgré la taille imposante de cet ouvrage, nous avons dû
renoncer, faute de place, à inclure nombre d’algorithmes intéressants.

Nonobstant les innombrables supplications émanant d’étudiants, nous avons décidé de ne
pas fournir de solutions à tous les problèmes et exercices ; ainsi, l’étudiant ne succombera
pas à la tentation de regarder la solution au lieu d’essayer de la trouver par lui-même.©
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XII Algorithmique

e) Modifications apportées à la troisième édition

Qu’est-ce qui a changé par rapport à la deuxième édition de ce livre ? Le volume des modi-
fications est comparable au volume des modifications de la deuxième édition par rapport à
la première. Comme nous l’avions dit alors, on trouvera que le livre a bien changé ou peu
changé, selon le point de vue adopté.

Un examen sommaire de la table des matières montre que la plupart des chapitres et des
sections de la deuxième édition figurent aussi dans la troisième. Nous avons supprimé deux
chapitres et une section, mais nous avons ajouté trois nouveaux chapitres et deux nouvelles
sections réparties sur d’autres chapitres.

Voici un résumé des changements les plus significatifs pour la troisième édition :

– Nous avons ajouté deux nouveaux chapitres, consacrés aux arbres de van Emde Boas et
aux algorithmes multithread, et regroupé dans une annexe tout ce qui concerne les notions
de base sur les matrices.

– Nous avons refondu le chapitre sur les récurrences, afin de traiter de manière plus large la
technique diviser-pour-régner, et ses deux premières sections appliquent cette technique
pour résoudre deux problèmes. La deuxième section de ce chapitre présente l’algorithme
de Strassen pour la multiplication matricielle, que nous avons ôté du chapitre traitant du
calcul matriciel.

– Nous avons supprimé deux chapitres, qui étaient rarement enseignés : les tas binomiaux et
les réseaux de tri. Un concept fondamental du chapitre sur les réseaux de tri, le principe
du zéro-un, apparaît dans cette édition dans le problème 8.7, et ce sous la forme du
lemme de tri 0-1 pour algorithmes de comparaison-permutation. Le traitement des tas de
Fibonacci ne s’appuie plus sur les tas binomiaux.

– Nous avons refondu notre traitement de la programmation dynamique et des algorithmes
gloutons. La programmation dynamique débute désormais par un problème plus intéres-
sant, la découpe de barres, que le problème d’ordonnancement de chaîne de montage
présenté dans la deuxième édition. En outre, nous mettons davantage l’accent sur la mé-
moïsation et nous introduisons la notion de graphe de sous-problème comme façon de
comprendre la durée d’exécution d’un algorithme de programmation dynamique. Dans
notre exemple d’introduction aux algorithmes gloutons, le problème du choix d’activités,
nous allons à l’algorithme glouton plus directement que dans la deuxième édition.

– La façon dont nous supprimons un nœud dans les arbres de recherche binaires (ce qui
inclut les arbres rouge-noir) garantit désormais que le nœud que l’on veut supprimer est
bien le nœud qui est supprimé. Dans les deux premières éditions, dans certains cas, il y
avait suppression d’un autre nœud, dont le contenu était transféré dans le nœud transmis
à la procédure de suppression. Avec notre nouvelle façon de supprimer les nœuds, si
d’autres composants d’un programme gèrent des pointeurs vers les nœuds de l’arbre, ils
ne se retrouveront pas avec des pointeurs obsolètes vers des nœuds ayant été supprimés.

– L’étude des réseaux de transports fait désormais reposer entièrement les flux sur les arcs.
Cette approche est plus intuitive que le flot employé dans les deux premières éditions.
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Préface XIII

– Suite au transfert vers d’autres chapitres des fondamentaux sur les matrices et de l’al-
gorithme de Strassen, le chapitre consacré au calcul matriciel est plus court que dans la
deuxième édition.

– Nous avons modifié notre traitement de l’algorithme de comparaison de chaîne de Knuth-
Morris-Pratt.

– Plusieurs erreurs ont été corrigées, dont la plupart avaient été publiées sur notre site Web
consacré aux errata de la seconde édition.

– Suite à moult demandes, nous avons modifié la syntaxe de notre pseudo-code. Nous em-
ployons maintenant “=” pour indiquer l’affectation et “= =” pour tester l’égalité, comme
le font C, C++, Java et Python. De même, nous avons supprimé les mots clé faire et
alors et adopté “//” comme symbole pour commentaire de fin de ligne. En outre, nous
utilisons la notation pointée pour indiquer les attributs d’objet. Notre pseudo-code reste
procédural, au lieu d’être orienté objet. Autrement dit, au lieu d’exécuter des méthodes
sur des objets, nous nous contentons d’appeler des procédures en leur passant des objets
comme paramètres.

– Nous avons ajouté 100 nouveaux exercices et 28 nouveaux problèmes. Nous avons aussi
actualisé nombre de références bibliographiques et en avons ajouté plusieurs.

– Enfin, nous avons revu et corrigé des phrases, des paragraphes et des sections dans tout
le livre, afin qu’il soit plus lisible et plus compréhensible.

f) Site web

Vous pouvez utiliser notre site web, http://mitpress.mit.edu/algorithms/, pour obtenir des
informations supplémentaires en anglais et communiquer avec nous. Le site offre des liens
vers une liste d’erreurs connues, vers les solutions d’exercices et de problèmes en anglais,
etc. Le site explique aussi comment faire pour nous signaler les erreurs et nous proposer des
suggestions.

g) Comment nous avons créé ce livre

Comme la deuxième édition, la troisième édition a été créée en LATEX 2´. Nous avons uti-
lisé la police Times avec les caractères mathématiques MathTime Pro 2. Nous remercions
Michael Spivak de Publish or Perish, Inc., Lance Carnes de Personal TeX, Inc. et Tim Tre-
gubov de Dartmouth College pour leur assistance technique. Comme dans les deux éditions
précédentes, nous avons compilé l’index avec Windex, un programme C écrit par nous, et
créé la bibliographie avec BIBTEX. Les fichiers PDF de cet ouvrage ont été créés sur un
MacBook exécutant OS 10.5.

Les images de la troisième édition ont été faites avec MacDraw Pro, certaines des expres-
sions mathématiques figurant sur les images ayant été ajoutées à l’aide du paquetage psfrag
pour LATEX 2´. Malheureusement, MacDraw Pro est un logiciel hérité, qui n’est plus vendu
depuis plus de 10 ans. Heureusement, nous avons encore deux Macintosh capables d’exécu-
ter l’environnement Classic sous OS 10.4 et donc capables d’exécuter à peu près MacDraw
Pro. Même sous l’environnement Classic, nous trouvons MacDraw Pro bien plus facile à©
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XIV Algorithmique

utiliser que n’importe quel autre logiciel de dessin pour les types d’illustrations qui accom-
pagnent les textes informatiques, sans compter qu’il produit des résultats magnifiques.(1)

Qui sait combien de temps vont encore durer nos Macs pré Intel ? Si donc quelqu’un de
chez Apple nous écoute : S’il vous plaît, créez une version compatible OS X de MacDraw
Pro !

h) Remerciements pour la troisième édition

Nous travaillons avec MIT Press depuis plus de 20 ans, pour notre plus grande satisfac-
tion ! Merci à Ellen Faran, Bob Prior, Ada Brunstein et Mary Reilly pour leur aide et leur
assistance.

Nous étions éparpillés géographiquement pour créer la troisième édition, travaillant au
Dartmouth College Department of Computer Science, au MIT Computer Science and Arti-
ficial Intelligence Laboratory et au Columbia University Department of Industrial Enginee-
ring and Operations Research. Nous remercions nos universités et collègues respectifs de
nous avoir fourni des environnements aussi favorables et stimulants.
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PARTIE 1

INTRODUCTION

Cette partie présente les fondamentaux qui doivent vous guider pour concevoir et analy-
ser des algorithmes. Elle a pour objectif d’exposer en douceur la manière de spécifier les
algorithmes, certaines stratégies de conception qui nous serviront tout au long de ce livre,
ainsi que bon nombre des concepts essentiels sous-jacents à l’analyse des algorithmes. Les
parties suivantes de ce livre s’appuieront sur toutes ces fondations.

Le chapitre 1 donne une présentation générale des algorithmes et de leur place dans les
systèmes informatiques modernes. Ce chapitre définit ce qu’est un algorithme et donne des
exemples. Il signale aussi que les algorithmes sont une technologie, au même titre que les
matériels, les interfaces utilisateur graphiques, les systèmes orientés objet ou les réseaux.

Au chapitre 2, nous verrons nos premiers algorithmes, lesquels résolvent le problème
qui consiste à trier une suite de n nombres. Ils seront écrits en un pseudo-code qui, même
s’il n’est pas directement traduisible en quelque langage de programmation traditionnel que
ce soit, reflète la structure de l’algorithme de manière suffisamment claire pour que vous
puissiez le mettre en œuvre dans le langage de votre choix. Les algorithmes de tri que
nous étudierons sont le tri par insertion, qui utilise une stratégie incrémentale, et le tri par
fusion, qui utilise une technique récursive baptisée « diviser pour régner ». Bien que la durée
d’exécution de chacun de ces algorithmes croisse avec la valeur de n, le taux de croissance
n’est pas le même pour les deux algorithmes. Nous déterminerons ces temps d’exécution au
chapitre 2 et introduirons une notation très pratique pour les exprimer.

Le chapitre 3 définira plus formellement cette notation, que nous appellerons notation
asymptotique. Il commencera par définir plusieurs notations asymptotiques qui nous servi-
ront à borner, à majorer et/ou à minorer, les durées d’exécution des algorithmes. Le reste du©
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2 Partie 1

chapitre 3 consistera essentiellement en une présentation de notations mathématiques. Le
but recherché est de garantir que les notations que vous employez concordent avec celles
utilisées dans cet ouvrage, et non de vous enseigner de nouveaux concepts mathématiques.

Le chapitre 4 approfondira la méthode diviser-pour-régner, introduite au chapitre 2. Il
fournira des exemples supplémentaires d’algorithmes diviser-pour-régner, dont la surpre-
nante méthode de Strassen pour la multiplication de deux matrices carrées. Ce chapitre 4
donnera des méthodes pour la résolution des récurrences, qui sont très utiles pour décrire les
durées d’exécution des algorithmes récursifs. Une technique très puissante ici est celle appe-
lée « méthode générale », que nous utilisons souvent pour résoudre les récurrences induites
par les algorithmes diviser-pour-régner. Une bonne partie du chapitre 4 sera consacrée à la
démonstration de la justesse de la méthode générale ; vous pouvez, sans inconvénient aucun,
sauter cette démonstration.

Le chapitre 5 introduira l’analyse probabiliste et les algorithmes randomisés. L’analyse
probabiliste sert généralement à déterminer la durée d’exécution d’un algorithme dans le cas
où, en raison de la présence d’une distribution probabiliste intrinsèque, le temps d’exécution
peut varier pour différentes entrées de la même taille. Dans certains cas, nous supposerons
que les entrées obéissent à une distribution probabiliste connue, de sorte que nous ferons la
moyenne des temps d’exécution sur l’ensemble des entrées possibles. Dans d’autres cas, la
distribution probabiliste ne viendra pas des entrées, mais de choix aléatoires faits pendant
l’exécution de l’algorithme. Un algorithme dont le comportement dépend non seulement de
l’entrée, mais aussi de valeurs produites par un générateur de nombres aléatoires est un al-
gorithme randomisé. Nous pouvons employer des algorithmes randomisés pour garantir une
distribution probabiliste sur les entrées, et ainsi garantir qu’aucune entrée particulière n’en-
traîne systématiquement de piètres performances, voire même pour borner les taux d’erreur
des algorithmes qui sont autorisés à donner, dans une certaine limite, des résultats erronés.

Les annexes A–D renferment d’autres sujets mathématiques qui vous faciliteront la lec-
ture de cet ouvrage. Vous avez certainement déjà vu une bonne partie de ces notions (bien
que les définitions et conventions de notation spécifiques que nous utilisons ici puissent, à
l’occasion, différer de ce que vous connaissiez) ; vous pouvez donc considérer les annexes
comme une sorte de référence. En revanche, la plupart des concepts présentés dans la par-
tie 1 sont vraisemblablement inédits pour vous. Tous les chapitres de la partie 1 et toutes les
annexes ont été rédigés dans un esprit très didactique.
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Chapitre 1

Rôle des algorithmes
en informatique

Qu’est-ce qu’un algorithme ? En quoi l’étude des algorithmes est-elle utile ? Quel est le
rôle des algorithmes par rapport aux autres technologies informatiques ? Ce chapitre a pour
objectif de répondre à ces questions.

1.1 ALGORITHMES

Voici une définition informelle du terme algorithme : procédure de calcul bien définie qui
prend en entrée une valeur, ou un ensemble de valeurs, et qui donne en sortie une valeur,
ou un ensemble de valeurs. Un algorithme est donc une séquence d’étapes de calcul qui
transforment l’entrée en sortie.

L’on peut aussi considérer un algorithme comme un outil permettant de résoudre un pro-
blème de calcul bien spécifié. L’énoncé du problème spécifie, en termes généraux, la rela-
tion désirée entre l’entrée et la sortie. L’algorithme décrit une procédure de calcul spécifique
permettant d’obtenir cette relation entrée/sortie.

Supposons, par exemple, qu’il faille trier une suite de nombres dans l’ordre croissant. Ce
problème, qui revient fréquemment dans la pratique, offre une base fertile pour l’introduc-
tion de nombre de techniques de conception et d’outils d’analyse standard. Voici comment
nous définissons formellement le problème de tri :

Entrée : Une suite de n nombres 〈a1, a2, ..., an〉.
Sortie : Une permutation (réorganisation) 〈a′1, a′2, ..., a′n〉 de la suite donnée en entrée, de

façon que a′1 � a′2 � · · · � a′n.©
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4 1 � Rôle des algorithmes en informatique

Ainsi, à partir de la suite 〈31, 41, 59, 26, 41, 58〉, un algorithme de tri produit en sortie la
suite 〈26, 31, 41, 41, 58, 59〉. À propos de la suite donnée en entrée, on parle d’instance du
problème de tri. En général, une instance d’un problème consiste en l’entrée (satisfaisant
aux contraintes, quelles qu’elles soient, imposées dans l’énoncé du problème) requise par
le calcul d’une solution au problème.

Le tri est une opération majeure en informatique (maints programmes l’emploient comme
phase intermédiaire), ce qui explique que l’on ait inventé un grand nombre d’algorithmes
de tri. L’algorithme optimal pour une application donnée dépend, entre autres facteurs, du
nombre d’éléments à trier, de la façon dont les éléments sont plus ou moins triés initiale-
ment, des restrictions potentielles concernant les valeurs des éléments, de l’architecture de
l’ordinateur, ainsi que du type de périphérique de stockage à utiliser : mémoire principale,
disques ou même bandes.

Un algorithme est dit correct si, pour chaque instance en entrée, il se termine en pro-
duisant la bonne sortie. L’on dit qu’un algorithme correct résout le problème donné. Un
algorithme incorrect risque de ne pas se terminer pour certaines instances en entrée, voire
de se terminer sur une réponse autre que celle désirée. Contrairement à ce que l’on pourrait
croire, un algorithme incorrect peut s’avérer utile dans certains cas, si son taux d’erreur est
susceptible d’être contrôlé. Nous en verrons un exemple au chapitre 31, quand nous étudie-
rons des algorithmes servant à déterminer les grands nombres premiers. En général, seuls
nous intéresseront toutefois les algorithmes corrects.

Un algorithme peut être spécifié en langage humain ou en langage informatique, mais
peut aussi être basé sur un système matériel. L’unique obligation est que la spécification
fournisse une description précise de la procédure de calcul à suivre.

a) Quels sont les types de problème susceptibles d’être résolus par des algorithmes ?

Le tri n’est absolument pas l’unique problème pour lequel ont été inventés des algorithmes.
(Vous l’avez sans douté deviné rien qu’en voyant la taille de cet ouvrage.) Les applications
concrètes des algorithmes sont innombrables, entre autres :

– Le projet du génome humain a bien avancé vers ses objectifs qui sont d’identifier les
100 000 gènes de l’ADN humain, de déterminer les séquences des 3 milliards de paires
de bases chimiques qui constituent l’ADN humain, de stocker ces informations dans
des bases de données et de développer des outils d’analyse de données. Chacune de
ces étapes exige des algorithmes très élaborés. Les solutions aux divers problèmes sous-
jacents sortent du cadre de ce livre, mais les concepts traités dans nombre de chapitres de
cet ouvrage sont utilisés pour résoudre ces problèmes de biologie, permettant ainsi aux
scientifiques de faire leur travail tout en utilisant les ressources avec efficacité. Cela fait
gagner du temps, aussi bien au niveau des hommes que des machines, et de l’argent, du
fait que les expériences de laboratoire peuvent ainsi fournir davantage d’informations.

– Internet permet à des gens éparpillés un peu partout dans le monde d’accéder rapidement
à toutes sortes de données. Les sites Internet reposent sur des algorithmes intelligents
qui leur permettent de gérer et manipuler de grosses masses de données. Exemples de
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1.1 Algorithmes 5

problèmes faisant un usage essentiel d’algorithmes : recherche de routes optimales pour
l’acheminement des données (ce genre de technique sera présenté au chapitre 24) ; utili-
sation d’un moteur de recherche pour trouver rapidement les pages contenant tel ou tel
type de données (les techniques afférentes seront vues aux chapitres 11 et 32).

– Le commerce électronique, qui permet de négocier et échanger, de manière électronique,
biens et services, exige que l’on préserve la confidentialité de données telles que numéros
de carte de crédit, mots de passe et relevés bancaires. La cryptographie à clé publique
et les signatures numériques (traitées au chapitre 31), qui font partie des technologies
fondamentales employées dans ce contexte, s’appuient sur des algorithmes numériques
et sur la théorie des nombres.

– Dans l’industrie et le commerce, il faut souvent optimiser l’allocation de ressources li-
mitées. Une compagnie pétrolière veut savoir où placer ses puits de façon à maximiser
les profits escomptés. Un candidat à la présidence veut savoir dans quels supports publi-
citaires il doit investir pour maximiser ses chances d’élection. Une compagnie aérienne
désire réaliser l’affectation des équipages aux vols de telle façon que les coûts soient
minimisés, les vols assurés sans défaillance et la législation respectée. Un fournisseur
de services Internet veut savoir où placer des ressources supplémentaires pour desservir
ses clients de manière plus efficace. Voilà des exemples de problèmes susceptibles d’être
résolus par la programmation linéaire, que nous étudierons au chapitre 29.

Certains détails de ces exemples sortent du cadre de cet ouvrage, mais nous donnerons des
techniques qui s’appliquent à ces problèmes et catégories de problème. Nous montrerons
aussi, dans ce livre, comment résoudre maints problèmes concrets, dont les suivants :

– Soit une carte routière sur laquelle sont indiquées toutes les distances entre intersections
adjacentes ; il faut déterminer le trajet le plus court entre deux intersections. Le nombre
d’itinéraires peut être énorme, même si l’on n’a pas d’itinéraire qui se recoupe. Comment
trouver le trajet le plus court parmi tous les trajets possibles ? Ici, nous modélisons la carte
(qui, elle-même, modélise les routes réelles) sous la forme d’un graphe (sujet traité dans
la partie VI et dans l’annexe B), puis nous cherchons à déterminer le chemin le plus court
entre deux sommets du graphe. Le chapitre 24 montrera comment résoudre ce problème
de manière efficace.

– Soient deux suites ordonnées de symboles, X = 〈x1, x2, . . . , xm〉 et Y = 〈y1, y2, . . . , yn〉,
pour lesquelles nous voulons trouver une sous-suite commune de longueur maximale.
Une sous-suite de X n’est autre que X après suppression de certains (ou tous ou aucun)
de ses éléments. Par exemple, une sous-suite de 〈A, B, C, D, E, F, G〉 est 〈B, C, E, G〉.
La longueur d’une sous-suite commune maximale de X et Y donne une indication de la
similitude entre ces deux suites. Par exemple, si les deux suites sont des paires de bases
dans des nœuds ADN, nous pourrions les considérer comme similaires si elles ont une
longue sous-séquence commune. Si X possède m symboles et Y n symboles, alors X et Y
possèdent 2m et 2n sous-séquences possibles, respectivement. La sélection de toutes les
sous-séquences possibles de X et Y et leur comparaison risquent de prendre un temps
prohibitif sauf si m et n sont très petits. Le chapitre 15 montrera comment employer une©
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6 1 � Rôle des algorithmes en informatique

technique générale dite programmation dynamique pour résoudre ce problème beaucoup
plus efficacement.

– Soit un schéma mécanique défini par une bibliothèque de pièces détachées, où chaque
pièce peut contenir des instances d’autres pièces, pour lequel nous devons énumérer les
pièces de telle façon que chaque pièce apparaisse avant toutes les autres pièces qui l’uti-
lisent. Si le schéma se compose de n pièces, il existe n! ordres possibles, où n! désigne
la factorielle. Comme la fonction factorielle croît encore plus vite qu’une fonction expo-
nentielle, il n’est pas pratique de générer tous les ordres possibles puis de vérifier que,
au sein de cet ordre, chaque pièce apparaît avant les pièces l’utilisant (sauf si le nombre
de pièces est très petit). Ce problème est une instance du tri topologique et le chapitre 22
montrera comment résoudre efficacement ce problème.

– Soient n points du plan, dont nous voulons déterminer l’enveloppe convexe. Cette en-
veloppe est le plus petit polygone convexe qui contient les points. Intuitivement, nous
pouvons nous représenter chaque point comme un clou planté dans une planche. L’enve-
loppe convexe serait alors représentée par un élastique qui entoure tous les clous. Chaque
clou autour duquel s’enroule l’élastique est un sommet de l’enveloppe convexe. (Voir fi-
gure 33.6 pour un exemple.) N’importe lequel des 2n sous-ensembles des points pourrait
correspondre aux sommets de l’enveloppe convexe. Seulement, il ne suffit pas de savoir
quels sont les points qui sont des sommets de l’enveloppe ; il faut aussi connaître l’ordre
dans lequel ils apparaissent. Il existe donc bien des choix pour les sommets de l’enve-
loppe convexe. Le chapitre 33 donnera deux bonnes méthodes pour la détermination de
l’enveloppe convexe.

Ces énumérations sont loin d’être exhaustives (comme vous l’avez probablement deviné
en soupesant ce livre), mais témoignent de deux caractéristiques que l’on retrouve dans
nombre de problèmes algorithmiques intéressants :

1) Il existe beaucoup de solutions candidates, mais la plupart d’entre elles ne résolvent pas
le problème. Trouver une solution qui convienne, ou une qui est « la meilleure », voilà
qui n’est pas toujours évident.

2) Ils ont des applications concrètes. Parmi les problèmes précédemment énumérés, la re-
cherche du chemin le plus court fournit les exemples les plus élémentaires. Une entre-
prise de transport, par exemple une société de camionnage ou la SNCF, a intérêt à trou-
ver les trajets routiers ou ferroviaires les plus courts, car cela diminue les coûts de main
d’œuvre et d’énergie. Un nœud de routage Internet peut avoir à déterminer le chemin le
plus court à travers le réseau pour minimiser le délai d’acheminement d’un message. Une
personne désirant aller de Marseille à Nice peut avoir besoin d’indications d’itinéraire
fournies par un site Web, ou bien peut se servir de son GPS tout en conduisant.

Un problème résolu par des algorithmes ne possède pas toujours un ensemble facilement
identifié de solutions candidates. Supposez, par exemple, que vous ayez un ensemble donné
de valeurs numériques représentant des échantillons d’un signal et que vous vouliez calculer
la transformée de Fourier discrète de ces échantillons. La transformée discrète convertit le
domaine des temps en domaine des fréquences, en produisant un ensemble de coefficients




