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Groupes

% mg abovdios Aavs les ovevcicos

Les méthodes a retenir
Les énoncés des exercices
Du mal & démarrer ?

Les corrigés des exercices

« Etablir une structure de groupe, de sous-groupe

o Calculs dans un groupe

0 N Ot N

e Manipulation des morphismes de groupes, endomorphismes
d’un groupe, isomorphismes de groupes, automorphismes
d’un groupe

o Intervention de la finitude dans les groupes.

/’Potvd'é essontiols ALu couvs
pouy e vasoluhion. Heos oxevcicos

o Définition et propriétés de la structure de groupe, de sous-
groupe, de sous-groupe engendré par une partie

e Produit d’un nombre fini de groupes

o Sous-groupes de (Z, +)

o Définition et propriétés des morphismes de groupes, endo-
morphismes d’un groupe, isomorphismes de groupes, auto-
morphismes d’un groupe

e Noyau, image d’un morphisme de groupes

e Définition d’'un groupe monogene, d’'un groupe cyclique,
groupes Z/nZ , classification des groupes monogeénes

o Eléments d’ordre fini dans un groupe, ordre d'un tel élé-
ment.

© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit



Chapitre 1 — Groupes

Méthode

Pour montrer qu'un en-
semble G muni d’une loi
interne - est un groupe

Essayer de :

e revenir a la définition de la notion de groupe

o montrer que G est un sous-groupe d’un groupe connu.

—{Eam

Nous allons montrer que G est un groupe pour la multiplication en

Soit n € N*.

On note G lensemble des matrices
de M, (R) triangulaires supérieures et a
termes diagonaux tous > 0.

Montrer que G est un groupe pour la

multiplication.

" montrant que G est un sous-groupe du groupe GL, (R).

e OnaG# g, carl, € G.

e Pour toute A € G, A est triangulaire supérieure & termes diagonaux
tous non nuls, donc, d’aprés le cours, A est inversible.

Ainsi : G C GL,(R).

e Soient A, B € G. Puisque A et B sont triangulaires supérieures,
d’apres le cours leur matrice produit AB est triangulaire supérieure et

7

les termes diagonaux de AB sont les produits des termes diagonaux de
A par ceux de B (& la méme place), donc sont tous > 0, d’ott AB € G.

e Soit A € G. Puisque A est triangulaire supérieure a termes diago-
naux tous non nuls, d’aprés le cours A1 est aussi triangulaire supé-
rieure et les termes diagonaux de A~! sont les inverses de ceux de A
(3 la méme place), donc sont tous > 0, d’ott A~ € G.

Ceci montre que G est un sous-groupe du groupe GL,, (R), et on conclut

que G est un groupe pour la multiplication.

N
Nous allons montrer que GG est un groupe pour la loi o en revenant a
la définition d’un groupe.
Soient X un ensemble non vide, G ’en- e OnaG# @, car ldy € G.
semble des bijections de X dans X. Mon- e Soient f,g € G. Puisque f et g sont bijectives de X dans X, d’apres
trer que G est un groupe pour la loi de le cours, par composition, go f est bijective de X dans X, donc gof € G.
composition o. e La loi o est associative, en particulier dans G.
e Soit f € G. Puisque f est bijective de X dans X, d’apreés le cours,
£~ existe et est bijective de X dans X, donc f~! € G.
Ainsi, tout élément de G admet un symétrique pour la loi o dans G.
On conclut : G est un groupe pour la loi o.
& J
— G2 ~

est un sous-groupe de G

Essayer de :
Pour montrer qu’une e revenir a la définition de sous-groupe
partie H d’un groupe G o montrer que H est le sous-groupe engendré par une certaine par-

tie de G, ou montrer que H est une intersection de sous-groupes
de G
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Les méthodes a retenir

e montrer que H est I'image directe ou 'image réciproque d’un

sous-groupe d’un groupe par un morphisme de groupes.

= FExercices 1.3, 1.4, 1.6

—Ea

Soit G un groupe noté multiplicative-
ment.
On définit le centre C(G) du groupe G
par :

C(G)={2r€G; VaeG, az=uza}.

Montrer que C(G) est un sous-groupe
de G.

Nous allons montrer que C(G) est un sous-groupe de G en revenant &
la définition d’un sous-groupe.

o D’abord, il est clair que C(G) est inclus dans G.
e Ona: Ya€ @G, ae=a=cea, donc: ee€ C(G).
o Soient z,y € C(G). On a :
Va € G, a(ry) = (ax)y = (za)y = z(ay) = x(ya) = (zy)a,
donc : zy € C(G).
o Soit z € C(G). On a, pour tout a € G :
—1 _ (.1 —1y _ —1 -1 _ . —1 -1 _ 1
ar” = (z 7 z)(az” ) =2 (za)zT =z (ax)zT =z "aq,
donc: z7! € C(G).
Ou encore :
—1 1 1

ar =za = x Y(az)et =zt (za)z == z a=ax .

On conclut : C(G) est un sous-groupe de G.

—(Eawk)

Soit n € N*. On note :
SL,(C) = {M € Mu(C); det(M) = 1}.

Montrer que SL,, (C) est un sous-groupe
de GL,(C) pour la multiplication.

Nous allons montrer que SLy,(C) est un sous-groupe de GL,(C) en
faisant apparaitre SLy(C) comme image réciproque d’un sous-groupe
par un morphisme de groupes.

Considérons Papplication f: GL,(C) — C*, M +— det (M),
qui est correctement définie car : VM € GL,(C), det (M) e C*.

D’apres le cours, GL;, (C) est un groupe pour la multiplication (des
matrices) et C* est un groupe pour la multiplication (des nombres
complexes).

L’application f est un morphisme de groupes car, pour tout couple
(M,N) € (GLn(C))* :
F(MN) = det (MN) = det (M) det (N) = f(M)f(N).
Par définition de SLy(C), on a :  SL,(C) = f~1({1}).
11 est clair que {1} est un sous-groupe de C*.
Ainsi, SL,(C) est I'image réciproque d’un sous-groupe par un mor-

phisme de groupes.

D’aprés le cours, on conclut que SL,(C) est un sous-groupe
de GL,(C).

Méthode

Pour effectuer des
calculs dans un groupe

Utiliser la définition de la notion de groupe : associativité, existence
du neutre, existence des symétriques.

= FExercices 1.1, 1.2, 1.5




Chapitre 1 — Groupes

—— (e

Soient (G,-) un groupe, e son neutre,
a, b € G tels que : ab = b2a.

Montrer : a3b = b3a3.

Calculons a®b en faisant passer les b vers la gauche de I'écriture, par
étapes successives :

a®b = a?(ab) = a%(b%a) = a(ab)ba = a(b*a)ba = ab?(ab)a
= ab?(b%a)a = (ab)b3a® = (b%a)(b3a?) = b2(ab)b?a® = b?(b%a)b?a?
= b*(ab)ba® = b*(b%a)ba® = b9(ab)a?® = b5 (b%a)a® = b3a®.

N\

Pour montrer qu’une

application :
f:G—G

est un morphisme de

groupes

Apres avoir vérifié que G et G’ sont bien des groupes et que f est
correctement définie, revenir a la définition, c’est-a-dire montrer :

V(z,y) € G*, flzy) = f(x)f(y).

=+ Exercices 1.10, 1.13

—{=au

Soit (G, ) un groupe commutatif.

Montrer que P’application
f:G— G, z+— 2

est un morphisme de groupes.

On a, pour tout (z,y) € G2 :
flay) = (zy)® = (zy)(zy) = z(ya)y

= z(zy)y = (z2)(yy) = 2°y° = f(2)f(v),
donc f est un morphisme de groupes.

Bien remarquer que 'on a utilisé la commutativité de la loi, en rem-

plagant yz par zy.

Méthode

Pour montrer que deux
groupes ne sont pas iso-
morphes

Raisonner par ’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
I'un dans I'autre, et amener une contradiction.

—{Eam

Montrer que les groupes additifs Q et Z

ne sont pas isomorphes.

Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe un isomorphisme de
groupes f de (Q,+) sur (Z,+).
Nous allons utiliser le fait que I’équation z + = 1 admet une solution
dans Q mais n’admet pas de solution dans Z.
Notons a = f~1(1).

a  a

onn S () <15 415+ 0.

1
donc 5= f(%) € Z, contradiction.
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Enoncés des exercices

s

—

Orr Calculs dans un groupe

Soient G un groupe, e son neutre, a,b € G tels que : a®b = ba® et a® = e.

Montrer : ab = ba.

(AN m Calculs de puissances dans un groupe

Soient G un groupe, a,b € G, n € N* tels que : b"a = ab.
a) Montrer : Vk € N, b*"q = ab*.
b) En déduire : Vp € N, b aP = aPb.

OTTr] m Exemple de sous-groupes d’un groupe-produit

Soient G, G' deux groupes, H (resp. H') un sous-groupe de G (resp. G’).
Montrer que H x H' est un sous-groupe de G' x G'.

01T Centralisateur d’une partie dans un groupe

Soit (G,+) un groupe, de neutre noté e.

Pour toute partie A de G, on appelle centralisateur de A dans G la partie, notée C (A)
de G définie par : C(A) = {x eG; VYae A, ax= xa}.

a) Vérifier que, pour toute partie A de G, C(A) est un sous-groupe de G.

b) Montrer, pour toutes parties A, B de G :

1)AcB = C(A)D>C(B)

2)AcCC (C (A))

3)C(A)=C(< A>)

4)C(C(CA)) = CA).

O] m Exemple de groupe a 4 éléments

Soient (G,-) un groupe, e son neutre, z,y € G tels que :
=e y=e azy=yx, v#e yFe x#ty zyte
a) Déterminer le cardinal du sous-groupe H engendré par {z, y}.

b) A quel groupe usuel H est-il isomorphe ?

.| 17)| Caractérisation des sous-groupes parmi les parties finies d'un groupe

Soient G un groupe, e son neutre, A une partie finie de G. Montrer que A est un sous-
groupe de G si et seulement si: e € A et (V(z,y) € A% aye A).



Chapitre 1 — Groupes

1] Somme des caractéres d’un groupe fini commutatif

Soient (G, -) un groupe fini commutatif, ¢ : (G,-) — (C*,-) un morphisme de groupes
autre que l'application constante égale & 1. Montrer : Z v(g) =0.
geqG

(| Images directes et images réciproques de sous-groupes d’un groupe
par un morphisme de groupes
Soient G, G’ deux groupes commutatifs, f : G — G’ un morphisme de groupes.
a) Montrer, pour tout sous-groupe H de G : f_l(f(H)) = H + Ker (f).
b) Montrer, pour tout sous-groupe H' de G’ : f(f~"(H')) = H' N Im(f).

(i Commutation dans un groupe
Soient G' un groupe, n € N — {0, 1}.

On suppose que 'application f : G — G, x +—— x™ est un morphisme surjectif de
groupes.

Démontrer : V(x,y) € G?, x" ty=ya" L.
O] Morphismes de groupes de S,, dans Z/NZ

Soient n € N—{0,1}, N € N impair.

Montrer que le seul morphisme de groupes de S,, dans Z/NZ est 'application nulle.
| Condition suffisante pour qu’un groupe fini soit abélien

Soient G un groupe fini, e le neutre de G. On suppose qu’il existe un endomorphisme de

Vie G, fof(t) =t

groupes [ : G — G tel que :
VueG, (flu)=u = u=e).

a) Montrer : Vz € G, 3t € G, x:t(f(t))fl.
b) En déduire : Vo € G, f(x)=a"1.

¢) Montrer que G est abélien.

| 11171 Sous-groupes d’'un groupe infini
Montrer que tout groupe infini admet une infinité de sous-groupes.
NN Morphismes de groupes de Z/aZ dans Z/bZ

On fixe (a,b) € (N*)%
Déterminer tous les morphismes de groupes de (Z/ aZ, +) dans (Z/ b, +).
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Du mal a démarrer ?

-Pw mal & domavver (P

L1 Calculer, par exemple : ab = a®(ab) = ...

a) Récurrence sur k.

b) Récurrence sur p, en utilisant le résultat de a)
pour transformer b "q en ab™’ .

L5} Revenir a la définition d’'un sous-groupe d’un
groupe.

a) Revenir a la définition de sous-groupe.
b) 1) Utiliser la définition.
2) Evident.
3) xC(<A>)CC(A) par 1)
* Soit x € C(A). Montrer A C C ({z}),
puis < A>C C({z}), z € C(< A>).
4) Appliquer 1) et 2) diversement.

a) Calculer les produits de e, z, y, zy entre eux.
b) Penser & un groupe d’isométries du plan euclidien.

Pour x € A, considérer I’application
fiA— A yr— zy.

17/ Remarquer que, puisque G est un groupe, pour tout
go € G fixé, 'application G — G, g — gog est
une permutation de G, ce qui permet de réindexer la
sommation.

i15:) Utiliser les définitions : morphisme de groupes,
noyau, image. Se rappeler les définitions d’image di-
recte et d’image réciproque d’une partie par une ap-
plication :

Yye G, ye f(H) <— (HxEH, y:f(:c)),
Vee@G, ze fTUH) <= f(z)eH.
i) Soit (z,y) € G2.

Utiliser z € G tel que y = 2" et calculer zz(z"™1y)x.

il Soit f : S, — Z/NZ un morphisme de groupes.
Calculer f(7;;) ou ; est la transposition qui
échange ¢ et j.

a) Considérer lapplication
g:G— G, t— t(f(t))_l.
Montrer que g est injective, et en déduire que g est
surjective.
b) Soit z € G. Utiliser a) et calculer f(z).
¢) Utiliser b).

1121 Soit G un groupe n’admettant qu’un nombre fini de

sous-groupes.

Montrer qu’il existe une partie finie F' de G telle que :

G=J <z>.
zeF
D’autre part, montrer que, pour tout z € G, < = >
est fini.
Conclure.

Pour x € Z (resp. y € Z), noter T (resp. y) la classe
de x (resp. y) dans Z/aZ (resp. Z/bZ).

e Soit f Z/aZ — Z/bZ un morphisme de
groupes.
Montrer : Vz € Z, f(Z)= zf@)

et considérer £ € {0,...,b — 1} tel que f@ =¢.
b
Montrer que & est multiple de 5 ou on a noté
6 = pged (a, b).
b
o Réciproquement, soit £ un multiple de 5

Montrer :
Vo, a2 €Z, (T1=73 = QZ%)
Considérer alors f:Z/aZ — Z/bVZ, T +—> E}E

et montrer que f est un morphisme de groupes.



Chapitre 1 — Groupes

On a:
ab = a®(ab) = a®b = a®(a®b) = a(ba®)

= (a®b)a® = (ba®)a® = ba® = (ba)a® = ba.

a) Récurrence sur k.
o La propriété est évidente pour k = 0.
o Supposons, pour k € N fixé : b*"a = ab®. Alors :
pktDn g — pEn(h7g) = BE (ab)

= (b*"a)b = (ab®)b = abFt?,
donc la propriété est vraie pour k + 1.
On conclut, par récurrence sur k : Vk € N, bq = ab®.
b) Récurrence sur p.
o La propriété est évidente pour p = 0.

e Supposons, pour p € N fixé : b"" aP = aPb. Alors :

pr T gl — (b"p"a,)a‘0 :)(ab"p)ap
a

= a(b”pap) = a(aPb) = aPH1b,
donc la propriété est vraie pour p + 1.

On conclut, par récurrence sur p : Vp € N, v’ a = aPb.

Rappelons que, d’apres le cours, G x G est un groupe, la loi
étant définie par :

V(h, h'), (k, k') € G x G, (h, K')(k, k') = (hk, W'K").
Notons e (resp. €’) le neutre de G (resp. G’).
e On a, pour tous (h, h'), (k, k') € Hx H' :
(h, W) (K, ') = (hk, WK') € H x H'.
o Puisqueec Hete' € H ,ona: (e,e') e Hx H'.

e On a, pour tout (h, k') € H x H' :
(h, V) t=m"1 W YHenx H.

On conclut que H x H’ est un sous-groupe de G' x G'.

a) Soit A une partie de G.
¢ Onaee C(A), puisque : Va € A,
¢ On a, pour tous z,y € C(A) :
Va € A, (zy)a = z(ya) = z(ay) =
¢ xy € C(A).
Soit z € C(A). On a :
d’ot, en composant par 1

ae = ea.

(za)y = (az)y = a(zy),
et donc
Va € A,
a gauche et a droite :

Vae A, v la=azs"t,
z~t € C(A).

Ainsi, C(A) est un sous-groupe de G.

ar = za,

et donc :

O\f\f(ﬁéé oS  OXOVCICOS mmmmmm—————

b) 1) Supposons A C B, et soit x € C(B).
Ona: Vb€ B, bx=uxb,
donc, a fortiori : Va € A,
z € C(A).
Ceci montre : C(B) C C(A).
2) Soit a € A. On a, par définition de C(A) :
Vo € C(A),
donc, par définition de C(C(A)) :
Ceci montre : A C C(C(A)).
3) ¢« Ona AC< A >,
donc, d’aprés b) 1) : C(A)
o Soit z € C(A).
Puisque : Va € A,

axr = za,
c’est-a-dire :

ar = za,

a € C(C(A)).

DCO(<A>).

A C C({z}).
Comme C({z}) est un sous-groupe de G, il en résulte :
< A> CC({x}),

Va €< A>, az =za,

zeC(<A>).

Ainsi: C(A)=C(< A>).

4) D’apres 2) appliqué & C( ) a la place de A, on a :
(c C(A) )

Ac C(C(A))
c(4) > cc(ca )

ar =xa, Oona:

c’est-a-dire :

et donc :

D’apres 2), on a :

puis, d’aprés «) :

On conclut : C(A) = c(C(C(A))).

a) o Ilest clair que H contient e, z, y, zy et que ces quatre
éléments sont deux a deux distincts.

e Notons L = {e, z, y, xzy} et calculons les composés des
éléments de L entre eux deux a deux.

Par exemple : (zy)(zy) = z(yz)y = z(zy)y = 22y? = ee = e.

e T Y Ty

e e T Y Ty
T T e Ty Y
Y Y Ty e T
Ty | xy Y T e

On remarque :

* le neutre e est dans L

* le produit de deux éléments de L est dans L
* 'inverse d’un élément de L est dans L.
Ainsi, L est un sous-groupe de G.

Comme {z, y} C L, on a donc, d’apres le cours : H C L.

H ={e, z, y, zy} et on conclut :
Card (H) = 4.

Finalement :
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b) Le groupe H est isomorphe, par exemple, au groupe des
isométries vectorielles du plan euclidien rapporté a un repere
orthonormé, formé par I’identité, les deux réflexions par rap-
port aux deux axes de coordonnées, et la symétrie centrale
par rapport a l'origine.

1) Si A est un sous-groupe de G, alors, d’apres le cours :
e€A et (Vm,yGA, myEA),
2) Réciproquement, supposons :
ec A et (Vx,y €A zye€ A).
Soit z € A fixé. Considérons ’application
fiA— A yr— ay,
qui est correctement définie d’apres 'hypothese.
On a, pour tout (y1,y2) € A? :
f) = f(y2) < ay1 =aY2 < Y1 =12,
car, G étant un groupe, x admet un inverse.
Ceci montre que f est injective.
Puisque f : A — A est injective et que A est finie, on déduit
que f est bijective.
Comme e € A et que f est surjective, il existe 2’ € A tel que
f(z') = e, c'est-a-dire : zz’ = e, et onadonc: 2! =z’ € A.
Finalement :
ec A, (Vz,y€A, azyed), (VzeA, 27 'e€A)

On conclut que A est un sous-groupe de G.

Comme ¢ # 1, il existe go € G tel que ¢(go) # 1. Puisque
G est un groupe, lapplication G — G, g —> gog est une
permutation de G, d’ou :

D> wle) =D wlgog) =D elgo)elg) = (g0) > ©(9)-

geqG geqG geqG geG
On déduit : (1—¢(g0)) Z »(g) =0,
40 geG
et on conclut : Z »(g) =0.

geqG

a) 1) Soit z € f1(f(H)). Alors, f(z) € f(H), donc il existe
h € H tel que : f(z) = f(h).

Dot : f(z — h) = f(z) — (k) =0,
x —h € Ker (f).

x=h+(x—h), he H z—heKer(f).
Ceci montre : f’l(f(H)) C H +Ker (f).

donc :

Ainsi :

2) Réciproquement, soit € H + Ker (f).

1l existe h € H, u € Ker (f) tels que : z = h + u.
Ona: f(z)=f(h+u)=f(h)+f(u) = f(h) € f(H),
donc : z € f~1(f(H)).

Ceci montre : H + Ker (f) C f~1(f(H)).

On conclut : f~1(f(H)) = H + Ker (f).

b) 1) Soit y € f(f~1(H")).

Il existe z € f~1(H') tel que y = f(x).

Alors, f(z) € H', donc y = f(z) € H'.

De plus, par définition de Im (f) : y = f(z) € Im (f).
On déduit : y € H' N Im (f).

Ceci montre : f(f~1(H')) C H' N Im(f).

2) Réciproquement, soit y € H' N Im (f).

Alors, y € H' et il existe z € G tel que y = f(x).
Comme f(z) =y € H',ona:z € f~1(H).
Ainsi : y = f(z) € f(f~HH)).

Ceci montre : H' N Im (f) C f(f~1(H")).

On conclut : f(f~1(H')) = H' N Im(f).

Soit (z,y) € G2.
Puisque f est surjectif, il existe z € G tel que: y = f(z) = 2".
Ona: amy=a"2" = f(2)f(2) = f(a2) = (22)",
puis :
z(z"y)z = 2((22)")z = (22)" T

= (zz)(z2)" = zxf(2x) = zaf(2) f(z) = zzz"z".
En simplifiant & gauche par zz et & droite par z, on déduit :

2"y = 2" = gL

Soit f : Sy, — Z/NZ un morphisme de groupes.
o Soit (4,7) € {1,...,n}? tel que i < j.
Notons 7;; la transposition qui échange i et j. On a :

2f(ri) = £(755) = f(1da,..n3) = 0.
Comme N est impair, 2 est premier avec N, donc on peut
simplifier par 2 et déduire : f(7;;) = 0.
Ceci montre que, pour toute transposition 7,ona: f(7) = 0.
e Soit 0 € S,. D’apreés le cours, il existe p € N* et des
transpositions 71, ..., 7, telles que : 0 =71 00 Tp.
On a alors, puisque f est un morphisme de groupes :
flo)=f(r1o0---0Tp)

=f(r)+-+f(rp)=0+---4+0=0.

On déduit : f = 0.
On conclut que le seul morphisme de groupes de S,, dans
Z/NZ (pour N impair) est I'application nulle.

1.11
a) Considérons I'application g : G — G, t+—— t(f(t))il.
o Montrons que g est injective.
Soit (t,u) € G? tel que g(t) = g(u). On, a alors :
L) =u(fw)
d’oll, en composant & gauche par u~! et & droite par f(t) :
ute= (f(w) ) = fu ),
puisque f est un endomorphisme du groupe G.
D’aprés hypothése, il s’ensuit : u='t =e, u ="t
Ceci établit que g est injective.

o Puisque g : G — G est injective et que G est fini, g est
surjective.
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On conclut : Vz € G, 3te G, == t(f(t))fl.
b) Soit z € G.

D’apres a), il existe ¢ € G tel que z = t(f(t))_l.
On a:

F@) = (@) = rr((rw) )
=t =((f) ") =2l

¢) Soit (x,y) € G2. On a, en utilisant le résultat de b) appli-
qué a zy,ax,ay:

oy = ((zy) )" = (flzy) " = (fl@)f(y) "
= (@) (@) =) ) =y

On conclut : G est abélien.

Par contraposition, montrons que, si un groupe n’admet
qu’un nombre fini de sous-groupes, alors ce groupe est fini.

Soit G un groupe n’admettant qu’un nombre fini de sous-
groupes.

o Il est clair qu’en notant, pour tout z € G, < = > le sous-
groupe de G engendré par z, ona: G = U <z >.
zeG
Comme G n’a qu’un nombre fini de sous-groupes, il existe
une partie finie F' de G telle que : G = U <z >.
xz€F

¢ D’autre part, montrons que, pour tout x € G, < x > est
fini. Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe z € G
tel que < = > soit infini. D’aprés le cours, on a alors :
< x >~ 7. On sait, d’apres le cours, que Z admet une infinité
de sous-groupes, les nZ, pour n € N*, deux a deux distincts.
Par isomorphisme, < 2 > admet une infinité de sous-groupes,
puis G admet une infinité de sous-groupes, contradiction.

Ceci montre que, pour tout z € G, < z > est fini.
o Puisque G = U < x>, et que F et les < & > sont finis,

reF
on conclut que G est fini.

Pour z € Z, notons Z la classe de x dans Z/aZ et pour y € Z,
notons g la classe de y dans Z/bZ

e Soit f:Z/aZ — Z/bZ un morphisme de groupes.

Puisque Z/aZ est monogene, engendré par T, f est entiére-
ment déterminé par la donnée de f(1), et on a alors :

Vo eZ, f(&) =qzf).
1l existe & € {0,...,n — 1} tel que f(1) = ¢&.
Ona: af =af=af(l)=f(al) = f(@) = f(0) =0,
d’ou: b | a&.
Notons § = a A b.
1l existe alors (a’, b') € N*2 tel que :

a=20dd, b=68V, d AV =1.

Ona: blaé < &b |dd¢ — V |d¢ < V¢,
en utilisant le théoreme de Gauss.
Ainsi, si f : Z/aZ — 7/bZ est un morphisme de groupes,
alors f(1) = £, ol £ est un multiple de g

b
e Réciproquement, soit £ un multiple de 5

Soient z,2’ € Z tels que z = 2.

Onaalors: a |z —2', donc &§a’ = €a | (Ex — €x7).

Comme b | £§, on déduit b | (Ez—£&x’), c’est-a-dire g;: = 575'

On peut donc définir une application f : Z/aZ — 7/bZ par :
Vo€ Z, f(&)=C¢x.

L’application f ainsi définie est un morphisme de groupes,
car, pour tout (z,y) € Z? :

FG+9) = f@+y) =& +y)
—trtéy=CEr+Ey=f@+F@)

Finalement, les morphismes de groupes de Z/aZ dans Z/bZ
sont les applications Z/aZ — 7Z/bZ, T+ Ex,

b
ou & € {0,...,b— 1} est un multiple de .
aNb

Il est clair que les morphismes ainsi obtenus sont deux a deux
distincts et qu’il y en a a A b.

Par exemple, les morphismes de Z/127Z dans Z/187Z sont les
six applications fe : T — &z, ou ¢ =0, 3, 6, 9, 12, 15.
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Méthode
Essayer de :
Pour montrer quun en- o revenir a la définition d’un anneau
semble A muni de deux e montrer que A est un sous-anneau d’un anneau connu

lois + et - est un anneau

= Exercices 2.2, 2.9

—{Eam

Montrer que ’ensemble A des applica-
tions bornées de R dans R est un anneau
pour les lois usuelles (addition et multi-
plication).

Nous allons montrer que A est un sous-anneau de ’anneau F' de toutes
les applications de R dans R.

o Il est clair que A C F' et que I’élément neutre de la multiplication
dans F', qui est 'application constante 1, est dans A.

o Pour tout (f,g) € A%, f —g et fg sont bornées puisque la différence
et le produit de deux applications bornées sont bornées.

On conclut que A est un sous-anneau de F', donc A est un anneau.

Méthode

Pour utiliser une hypo-
these portant sur les élé-
ments d'un anneau

Penser a appliquer cette hypothese, par exemple, a =, a y, a =z + v,
alt+zxz,al—uw, ..

= Exercices 2.5, 2.17

(B

Soit A un anneau tel que :
Va e A, o =a>

Montrer : Va € A, a® =a.

Remarquons d’abord que ’on n’a pas le droit de simplifier directement
par a.

Soit a € A.

Appliquons 'hypothése & 1 —a: (1 —a)? = (1 —a)?,

Ces-d-dire : 1 —3a+3a? — a3 =1—2a+a?,

3 _ 2

et, puisque a a2, on obtient : a2 = a.

Méthode

Pour montrer qu’une
partie B d’un anneau A
est un sous-anneau de A

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer 14 € B et :

V(a:,y)eBZ, r+yeB, —x€B, xy €B.

- Exercices 2.1, 2.2, 2.12, 2.17

12
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On note A = Mz (R).

Montrer que I’ensemble B des matrices
de A a coefficients dans Z est un sous-
anneau de A.

D’abord, d’aprés le cours, A est un anneau pour ’addition et la multi-
plication des matrices.

¢ On a clairement : BC A et Is € B.
e Soient M, N € B.

Puisque M et N sont & coefficients dans Z, par addition, opposition,
produit matriciel, les matrices M + N, —M, M N sont a coefficients
dans Z, donc sont dans B.

On conclut : B est un sous-anneau de A.

partie I d’un anneau
commutatif A est un
idéal de A

Revenir a la définition, c¢’est-a-dire montrer :

Pour montrer qu'une 0a€l, Yax,y)el? z—yecl, VYacA Vrel, arcl.

w Exercices 2.2, 2.8, 2.9, 2.13

=)

On note A = C([0;1],R) et :
I={feA;fQ1)=0}.
Montrer que [ est un idéal de ’anneau

commutatif A.

D’abord, A est bien un anneau commutatif, d’apres le cours.
e Ona: ICAetOel.
« On a, pour tout (f,g) € I? :
(f=9)1)=f(1)—g(1)=0-0=0,
donc f—gel.
e On a, pour toute f € I et toute h € A :
(hf)(1) = h(1)f(1) = R(1)0 =0,
donc hf € 1.

On conclut, d’apres la définition, que I est un idéal de 'anneau com-
mutatif A.

Pour montrer que deux
anneaux ne sont pas iso-
morphes

Raisonner par I’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
I'un dans I'autre, et amener une contradiction.

- Exercice 2.14

=)

Montrer que les anneaux :
ZJAZ et Z)2Z X /27
ne sont pas isomorphes.

Remarquons d’abord que ces deux anneaux sont finis et ont le méme
cardinal.

Supposons qu’il existe un isomorphisme d’anneaux f de Z/4Z dans
Z]2Z X 7./ 2Z.

Pour amener une contradiction, I’idée est de remarquer que ’équation
22 = x est satisfaite par tous les éléments de Z/27 x Z/27 mais ne est

pas par tous les éléments de Z/4Z.

13
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\

Notons @ la classe d’un élément a de Z dans Z/47Z.
Vr € 227, z* =z,
V(z,y) € Z)2Z x Z)2Z, (z,y)? = (2%,4?) = (z,y).
On a alors, puisque f(2) € Z/27 x 7./27,
1@) = (F2)* = f@*) = £(@) = f(0),

d’ou, puisque f est injective : 2 = 0, contradiction.

On a clairement :

donc :

On conclut que les deux anneaux envisagés ne sont pas isomorphes.

Pour obtenir des résul-
tats concernant des an-
neaux finis

Penser a utiliser des applications du genre, pour a € A fixé :
fiA— A x+—— azx,

et essayer de montrer que f est injective, pour en déduire, puisque A

est supposé fini, que f est surjective.

w Fxercice 2.18

—{Eeal

Soit A un anneau commutatif intégre fini. Soit a € A\ {0}.

tegre fini est un corps.

Montrer que tout anneau commutatif in-

L’application f : A — A,
(x,2') € A2, puisque A est intégre et que a # 0, on a :

fx)=f(a') <= ar=ax' = z=2.

D’apres le cours, il en résulte que f est surjective.
1l existe donc b € A tel que f(b) = 1, c’est-a-dire ab = 1.

Ceci montre que tout élément non nul de A admet un inverse, et on

conclut que A est un corps.

Pour résoudre un sys-
teme de congruences si-
multanées, & une incon-
nue dans Z

Résoudre la premiere équation, par exemple, en exprimant = en fonc-
tion d’'un autre entier, noté a par exemple, puis reporter dans la

deuxieme équation, et réitérer.

—{Eau

Soit s €Z.Ona: =2 [12] < (Ja€Z, z=2+12a).

connue x € Z :
=2 [12]
z =10 [16].

Ensuite :

Résoudre le systéme d’équations, d’in-

=10 [16] <= 2+ 12a =10 [16] <= 12a =8 [16]
= 3a=2 4] <= —a=2 [4] <= a=-2 [4]

= a=2 [4] < (IbEZ, a=2+4b).

On obtient : x =2+ 12a = 2 + 12(2 + 4b) = 26 + 48b.

On conclut : S = {26+48b; be Z}.

x —— ax est injective car, pour tout

Ainsi, f est une application injective d’un ensemble fini dans lui-méme.
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Essayer de :

Pour résoudre un sys- o exprimer une des deux inconnues en fonction de I’autre a partir

teme d’équations dont

d’une des deux équations, puis reporter dans I'autre.

3 . . 7 . JE .
l'inconnue est : o combiner les équations pour éliminer une des deux inconnues.

(x,y) € (Z/nZ)2

= Exercice 2.4

—— (el

p
Résoudre le systéeme d’équations, d’in-
connue (s,y) € (Z/7Z)2 :

Pr +§y=,f
3z +gy:§.

Comme 2 A7 =1, 2 est inversible dans Z/7Z.
De plus, comme 2-4=8=1 [7], ona: 2.4=1.
Ainsi, dans la premiere équation de (S) :
20 +3y=1 < 4Qz+3y)=4-1
= x—i—ﬁyzz <= x:Z—l?y:Z—i— Y.
Puis, en reportant dans la deuxiéme équation de (S) :

3r+5y=2 <« 3@+2%)+by=2

Comme 4 est inversible dans Z/7Z, on a : 4y =4 <= 7= 1.
Enfin: « :Z—i—iy =1+421=6=-1.

On conclut : & = {(7/1\, T)}

On peut d’ailleurs controler que ce couple est bien une solution du

systéme proposé.

Pour résoudre une équa-
tion algébrique d’incon-
nue x € Z/nZ

Essayer, si n n’est pas trop grand, tous les € Z/nZ, ou, si possible,
seulement tous ceux vérifiant une condition nécessaire.

= Exercice 2.10

Résoudre Péquation z =1,

d’inconnue z € Z/9Z.

On calcule z* pour chaque valeur de z, en remarquant que, pour tout
x €7Z/9Z, on a (—x)* =2t :

~, ~ o~ — ~

0*=0, 1*=1, 2*=16

I
|
)

On conclut : & = {4}.

15
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Méthode

Pour manipuler I'indica-
teur d’Euler ¢

D’aprés le cours, les éléments inversibles de 'anneau Z/nZ sont les
classes modulo n des entiers compris entre 1 et n et premiers avec n,
donc il y en a ¢(n).

N
1) Soit n convenant. Notons n= H p:i la décomposition primaire de n.
i=1
al 1
D’apres le cours,on a: ¢(n)=n H (1 — —)
: pi
i=1

N

N
Puisque ¢(n) = g, on déduit 3 H(pz —1)= Hpi.
i=1 i=1

N
On a alors : 3 | Hpi.

i=1
Quitte a renuméroter les p;, on peut supposer p; = 3.

N N N N
Onaalors:3-2-H(pi—1):3Hpi, d’oﬁ:2H(pi—1)=Hpi.
1=2 1=2 1=2 =2

N
Il en résulte : 2 ‘ Hpi.
i=2
Quitte a renuméroter les p;, on peut supposer p2 = 2.
N N
On a alors : H(pz —-1)= Hpi.
i=3 i=3
Si N > 3, alors, comme : Vi € {3,...,N}, p; —1<p,,
on déduit une contradiction. Il en résulte N < 2, donc : n = 371272,

2) Réciproquement, pour tout (r1, r2) € (N*)2, on a :

1 1

(3122 = n(l - 5) (1 - 5) - g

On conclut : S = {372°; (a,b) € (N*)?}.
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—

1T »2:1) Centre d’un anneau

Soit A un anneau.
Montrer que le centre Z de A, défini par : Z = {33 €A Va€e A, ar= xa},

est un sous-anneau de A.

01T m Sous-anneau, idéal : exemples dans un anneau de fonctions

On note
A=C(0;1,R), B=CY([0;1,R), I={f € A; f(0)=0}, E=Bn I.
Vérifier :
a) A est un anneau pour les lois usuelles
b) B est un sous-anneau de A, et B n’est pas un idéal de A
¢) I est un idéal de A, et I n’est pas un sous-anneau de A

d) FE n’est ni un sous-anneau ni un idéal de A.

01T Exemples de systémes de congruences simultanées, a une inconnue

Résoudre les systemes d’équations suivants, d’inconnue z € 7Z :

z=1 [2] r=1 [6] r="T [18]
a) z=2 [3] b) Sx=4 [10] c) sx=1 [30]
x=3 [5] x="T [15] r =16 [45].

(AN m Exemples de systemes d’équations dans Z/nZ

Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y) € (Z/ nZ)2 :

) §x+§y:1 ) Zx—i—?yzi ) gx—i-ﬁy:g
a b c
Jz+2y= Sr+2y= 15z +4y=9
avec n = 13 avec n = 18 avec n = 60.

0T m Caractérisation des anneaux n’ayant que 0 comme élément nilpotent

Soient A un anneau, N I’ensemble des éléments nilpotents de A, c’est-a-dire :
N:{xeA;EInEN*, m"zO}.
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) N ={0} (i) Ve € A, (22=0 = z=0).
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(NN m Produits de diviseurs de 0

Soit A un anneau commutatif.

Onnote D = {z € A—{0}; 3y € A— {0}, xy = 0} Pensemble des diviseurs de 0 dans A.
Montrer, pour tout (a,b) € A? :

a)abe D = (a€D ou be D)
b)(a€eD ou beD) = abe D U{0}.

(| Morphisme des groupes d’inversibles induit par un morphisme d’anneaux

Soient A, B deux anneaux, A* (resp. B*) l'ensemble des éléments inversibles de A
(resp. B), f : A — B un morphisme d’anneaux.

a) Montrer : f(A*) C B*.

b) Etablir que Papplication f* : A* — B*, z +—— f(x) est un morphisme de groupes
(pour les lois - de A et de B).

O] m Correspondance entre idéaux par un morphisme d’anneaux surjectif

Soient A, A" deux anneaux commutatifs, f : A — A’ un morphisme d’anneaux surjectif.
Montrer que Papplication f : I — f(I) (ou f(I) est 'image directe de I par f) est une
bijection de I’ensemble Z des idéaux de A contenant Ker (f) sur 'ensemble 7’ des idéaux
de A’

(| m Exemple d’idéal d'un anneau de suites

On note A ’ensemble des suites réelles bornées et I I’ensemble des suites réelles conver-
geant vers 0.

a) Vérifier que A est un anneau pour les lois usuelles et que I est un idéal de A.
b) 1) Est-ce que I est principal, c’est-a-dire est-ce qu’il existe u € A tel que :
1= {uv;v € A} ?

2) Est-ce que I est premier, c’est-a-dire est-ce que :
Y(u,v) € I?, (uve[ = (uel ou UGI))?

3) Est-ce que I est maximal, c’est-a-dire est-ce qu’il n’existe pas d’idéal J de A tel que :
IGJGA?

¢) Déterminer le radical /T de I, défini par : V1 = {ue A;IpeN*, w? eI}

(| m Exemples de résolution d’équation algébrique dans Z/137Z
Résoudre Iéquation (1) d’inconnue = € Z/13Z : 2® + 225 + 32* + 222 + 1 = 0.
(| 22111 Exemple d'utilisation du théoréme d’Euler

Soit a € N, non multiple de 3 et tel que a > 4. Montrer : a | 3(a — 3)?@~1 1.
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Enoncés des exercices

114 Sous-anneaux d’un anneau-produit

a) Montrer que, si A’ (resp. B’) est un sous-anneau d’un anneau A (resp. B), alors A’ x B’
est un sous-anneau de 'anneau-produit A x B.

b) Montrer que les sous-anneaux de Z? sont les 4,, = {(z,y) € Z*; x = y [n]}, pour n € N.

Idéaux d’un anneau-produit

Soient A, A’ deux anneaux commutatifs. Trouver tous les idéaux de ’anneau-produit Ax A’
en fonction des idéaux de A et des idéaux de A’.

v21/ Anneaux Z", n € N*

Montrer que les anneaux Z", n € N* sont deux & deux non isomorphes.

Exemple de divisibilité
CNS sur (a,b) € N2 pour que: VneN, 5 | gantb 4 gn.
Calcul de ¢(ab), ou ¢ est I'indicateur d’Euler

a) Montrer :  V(a,b) € (N*)2, ¢(ab)p(a Ab) = (a Ab)p(a)p(b).
b) En déduire :

1)V¥(a,b) € (N*)?, aAb=1 = p(ab) = p(a)p(b)

2)¥(a,b) € ()2, a|b = p(ab) = ap(b)

3)V(a,b) € (N*)2, o(ab) = (a Ab)p(a VD).

01T Centre d’un anneau régulier
Un anneau A est dit régulier si et seulement si : Ve € A, 3y € A, zyxr = z.
On appelle centre d’'un anneau A 'ensemble : Z = {x €A;Vae A, ax = xa}.
Démontrer que le centre d’'un anneau régulier est un anneau régulier.

01T Anneaux intégres n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux

Soit A un anneau (commutatif) intégre tel que A # {0}. On suppose que A n’a qu'un
nombre fini d’idéaux. Démontrer que A est un corps.
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-?w mal & domavver ?

Se rappeler la définition d’un sous-anneau. On dit
qu’une partie B de A est un sous-anneau de A si et
seulement si: 14 € B et

V(z,y) € B, (++y€ B, —x € B, zy € B).

m a) Immédiat.

b) Utiliser la définition de : sous-anneau.
Raisonner par ’absurde, en utilisant la fonction
constante 1 et une fonction continue non de

classe C'1.
¢) Utiliser la définition de : idéal.
Remarquer : 1 ¢ I.

d) Remarquer : 1 ¢ E.
Analogue a b) 2).

721 Résoudre la premiere équation (par exemple) en ex-
primant x en fonction d’un autre entier, noté a par
exemple, puis reporter dans la deuxiéme équation et
réitérer.

a) Par (1) : x =1+ 2a, puis, par (2) :
etc

a=—1+3b,

b) Par (1) : « = 14 6a, puis, par (2), une contradic-
tion.

¢) Par (1) : x = 7+ 18a, puis, par (2) : a = —2+ 5b,
et le report dans (3) donne une équation satisfaite
pour tout b € Z.

m a) Essayer, a partir d’une des deux équations, d’ex-
primer une inconnue en fonction de 'autre, puis re-
porter dans l'autre équation. Se rappeler qu’un élé-
ment T de Z/nZ est inversible si et seulement si
zAn=1.

b) Méme méthode que pour a).

¢) Dans cet exemple, comme aucun coefficient de z
ou y n’est premier avec 60, essayer d’éliminer x ou y
par combinaison d’équations.

Un sens est évident.

Pour I’autre sens, si a”™ = 0 et a™ ! # 0, considérer
z=a""L

a) Si ab € D il existe c € A — {0} tel que (ab)c =0,
et séparer en cas : bc # 0, bc = 0.

b) Sia € D, il existe c € A — {0} tel que ac = 0 et
séparer en cas : ab# 0, ab=0.

a) Immédiat.

b) Montrer que A* (resp. B*) est un groupe pour
la loi -, en revenant aux définitions et montrer que
f* est un morphisme de groupes.

m 1) Montrer que, pour tout idéal I de A (contenant
Ker (f)), f(I) est un idéal de A’, en revenant aux
définitions et en utilisant la surjectivité de f.

2) Montrer que, si I et J sont deux idéaux de A
contenant Ker (f), et tels que f(I) = f(J), alors
IC J, puisI=J

3) Montrer que, pour tout idéal I’ de A’, f=1(I') est
un idéal de A, et montrer que f(f~1(I')) = I', en
utilisant la surjectivité de f.

m a) Evident.

b) 1) Raisonner par I'absurde et, si u = (un)nen €n-
gendre I, montrer que les u, sont tous non nuls et
envisager w = (4/ Iu"DneN'

2) Construire u = (un)nen, ¥ = (Un)nen € A telles
que : uwv =0, u ¢ I, v ¢ I, en séparant les roles de
n pair, n impair.

8) Considérer, par exemple, 'ensemble J des suites
mixées d’une suite de termes d’indices pairs tendant
vers 0 et d’une suite de termes d’indices impairs bor-
née.

¢) Immédiat. On obtient : VI=T1.

2211} Remarquer qu'il s’agit du carré de z* + 22 + 1.

Procéder par examen de tous les cas :

=0, 41, £2...
22iil Montrer @ (a — 3) Aa =1 et utiliser le théoréme
d’Euler.

a) Revenir a la définition de : sous-anneau.
b) Montrer que, pour tout n € N, A,, est un sous-
anneau de Z2.

Soit C' un sous-anneau de Z2. Considérer
E={lz—y|; (z,y) € C, z #y}

et, si £ # @, considérer le plus petit élément n de E.
Montrer alors C' = A, en utilisant une division eu-
clidienne.

vJilel) 1) Montrer que, si I (resp. I') est un idéal de A
(resp. A’), alors I x I’ est un idéal de A x A’.

2) Réciproquement, soit J un idéal de A x A’. Consi-
dérer les deux projections I, 1’ de J :

I={zecA;3' €A, (x,2")eJ},
I'={a'€eA;3zc A (z,2/)eJ}.

Montrer que I (resp. I’) est un idéal de A (resp. A’)
et que J =1 x 1.
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Du mal a démarrer ?

23508 Soit (m,n) € (N*)2. Supposer qu'il existe un iso-

morphisme d’anneaux f : Z" — Z™. Alors, les so-
lutions d’une équation dans Z™ doivent correspondre
aux solutions de la méme équation dans Z"™. Envi-
sager, par exemple, les idempotents, c’est-a-dire les
solutions de I’équation z2 = x.

vJ:1:1) En notant, pour tout n € N, u, = 29"+0 437 mon-

trer que (un)nen est une suite récurrente linéaire du
second ordre, & coefficients constants et entiers. En
déduire :

(VneN, 5|un) < (5|ug et 5] u1).

Etudier ensuite les congruences, modulo 5, des puis-
sances de 2.

a) Utiliser la formule donnant l'indicateur d’Euler

d’un entier & ’'aide de la décomposition primaire de
cet entier.

b) 1) Appliquer le résultat de a).
2) Appliquer le résultat de a).
3) Appliquer le résultat de b) 2) & (a Ab, a VD).

vJilii) Montrer d’abord que Z est un anneau, cf. exer-

cice 2.1.

Soit x € Z. 1l existe y € A tel que : © = xyz. Noter
z = yzxy. Montrer : © =xzzx, zy€ Z, z € Z.

viii I existe a € A — {0}.

Considérer, pour n € N* :
I, =a"A={a"x;z € A}.

Il existe p,q € N* tels que : p < q et I, =Ig.
Il existe b € A tel que : aP = a%b.
Déduire : a(a9™P~1b) = 14.
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e Ona: ZCAetleZ

o On a, pour tout (z,y) € Z2 :

Va € A, a(z+vy)=ax+ay=za+ya=(z+y)a,
rx4y €2

e On a, pour tout z € Z :

donc

Va € A, a(—z) = —axr = —za = (—x)a,
donc : —x € Z.
« On a, pour tout (z,y) € Z2 :
Va € A, a(zy) = (ax)y = (za)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a,
donc : xy € Z.
On conclut : Z est un sous-anneau de A.

Remarque : 11 en résulte que Z (muni des lois induites par
celles de A) est lui-méme un anneau, avec le méme neutre
que A pour la multiplication.

a) D’apres le cours, A est un anneau pour les lois usuelles,
addition et multiplication.

b) « Onalé€ B et, pour toutes f,g € B :
f+g9€eB, —feB, fge€B.
On conclut : B est un sous-anneau de A.
e Si B était un idéal de A, puisque 1 € B, on aurait B = A,
contradiction car, par exemple, ’application = —— ‘a: — %
est élément de A mais non de B.
On conclut : B n’est pas un idéal de A.
¢) o« Ona0 €I et, pour toutes f,ge I et he A :
f—gel et hfel,
car : (f —9)(0) = f(0) —g(0) =0
et : (hf)(0) = h(0)f(0) = h(0)0 = 0.
On conclut : I est un idéal de A.
e Comme 1 ¢ I, I n’est pas un sous-anneau de A.

d) e Onal¢ E,car1¢ I et EC I, donc E n’est pas un
sous-anneau de A.

o Considérons f,h:[0;1] — R définies par :
fix—x, h:x+— V1—u=x.
Il est clairque: f € E et heA.

Mais hf : x — xv/1 — x n’est pas dérivable en 1, donc :
hf ¢ E.

On conclut : E n’est pas un idéal de A.

Notons (S) le systéme proposé et S 'ensemble des solutions

de (S).
a) e Ona: z=1 2] < (3a€Z, z=1+2a).

O\f\fi\/‘jéé oS  OXOVCICOS mmmmmm—————

e Puis, poura € Z :

2=2 [3] & 1+2a=2 [3] « 2a=1 [3
—2a=-1 [3] <= a=-1 [3]
< (3b€Z, a=-1+3b).
On obtient : =14 2a =1+ 2(—1+ 3b) = —1 + 6b.
e Puis, pour be Z:
2=3 [5] & —1+6b=3 [5] « 6b=4 [5]

<~ b=-1 [5] <= (3c€Z, b=-1+5c).

—

Ainsi :
(S) <= 3Fc€Z, v=-14+6(—1+5¢c)=—7+30c.

On conclut : S:{f7+30c;c€Z}.
b) Si x convient, alors, puisque x = 1 [6], = est impair, et,
puisque x =4 [10], z est pair, contradiction.

On conclut : § =9d.
¢c) o Ona: a=7 [18] < (3a€Z, x=7+18a).
e Puis, pour a € Z :
=1 [30] <= T7+4+18a=1 [30] < 18a = —6 [30]
<~ 3a=-1 [§] vl 2-3a=-2 [5]
<= a=-2 [5] < (IbeZ, a=-2+5b).
On obtient :
=T+ 18a =7 + 18(—2 + 5b) = —29 + 90b.
e Puis, pour be Z:
r=16 [45] < —29+490b=16 [45]
< 90b=45 [45] <— 2b=1 [1],
vrai pour tout b € Z.
(S) <= (3b€eZ, x=-29+90b).
On conclut : & ={—29+90b; b€ Z}.

Ainsi :

Notons (S) le systéme proposé et S 'ensemble des solutions
de (S).
a) Puisque 2A 13 =1, 2 est inversible dans Z/13Z.
De plus, comme 2 -7 = 14, on a : 2.7=1.
Ainsi, dans la premiére équation de (S) :
2z+3y=4 < TQx+3y)=7-1
<~ x—l—ﬁy:iﬁ =5 x:§+gy.
Puis, en reportant dans la deuxiéme équation de (S) :
3z42y=5 < 32+5y) +2y=5
A ﬁy:—T <~ Zy:—T

L, BN = (BD = y=3
Enfin: =z :§+gy =2+
On conclut : & = {(Z, §)}

—

5.3=17=4.





